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Introducere

In lucrarea de fata ne propunem o tratare elementara a problemelor
privind interpolarea functiilor de o singura variabild si cateva aplicatii ale
interpolarii in rezolvarea unor probleme de aproximare si calcul numeric.

Astfel, in primul capitol se introduce notiunea de sistem interpolator si
se determina forma generala a polinomului de interpolare cu noduri simple,
folosind acest sistem. Se studiaza restul in formula generala de interpolare.
Tot aici este tratata problema interpolarii prin polinoame, cu noduri simple
respectiv noduri multiple. Se obtin astfel polinoamele lui Lagrange, respectiv
Hermite, sub forma generala. Se studiaza proprietu atile acestor polinoame
si se determina forma restului.

Diferentele divizate si proprietatile lor sunt studiate amanuntit si se dau
reprezentari ale polinoamelor lui Lagrange si Hermite, precum i reprezentari
ale restului cu ajutorul acestora.

In capitolul 2 se dau formule generale de calcul pentru derivatele functiilor
compuse si pentru derivatele functiei inverse. Se examineaza in principal
cazurile particulare uzuale ale acestor formule.

Capitolul 3 este consacrat aplicatiilor interpolarii privind calculul aproxi-
mativ al derivatelor si al integralelor. Cateva formule de derivare numerica si
de cuadratura care se obtin folosind diverse aproximari prin interpolare sunt
studiate In mod amanuntit. Cazurile particulare uzuale ale acestor formule
sunt puse in evidenta impreuna cu resturile respective.

In vederea aproximarii solutiilor ecuatiilor, un rol important il joaca in-
terpolarea inversa. Astfel in Capitolul 4 se trateaza problema interpolarii in-
verse si se arata ca majoritatea metodelor de aproximare a solutiilor ecuatiilor
se pot genera cu ajutorul polinoamelor de interpolare inversa de tip Lagrange
si Hermite.

Studiul convergentei metodelor de iteratie ce au fost puse in evidenta
in capitolul anterior se face in Capitolul 5. Aici sunt introduse notiuni de
baza privind ordinul de convergenta si indicele de eficienta al metodelor de
iteratie. Studiul convergentei metodelor in cauza este permanent dominat
de cele 2 notiuni amintite. Metodele de iteratie ce aproximeaza radacinile
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ecuatiilor simultan, atat prin lipsa cat si prin adaos, prezinta avantajul ca
ofera un control al erorii la fiecare pas de iteratie (aposteriori).

Din acest punct de vedere, un paragraf aparte este consacrat studiului conver-
gentei metodelor de tip Aitken-Steffensen, despre care se arata ca in conditii
uzuale asupra functiilor ce intervin in ecuatiile date, conduc la sgiruri ce
aproximeaza bilateral radacinile acestora.

In capitolul 6 se examineaza 2 probleme de optim privind ordinul de
convergenta, respectiv indicele de eficienta. Se dau algoritmi prin care, din
diverse clase de metode se selecteaza acelea care au ordinul de convergenta
maxim, respectiv indicele de eficienta maxim.

Capitolul 7 este consacrat aplicatiilor metodelor de iteratie la aproxi-
marea radacinilor polinoamelor.

Ultimul capitol este consacrat studiului unor metode de aproximare a
unor probleme la limite (pentru ecuatii diferentiale si cu derivate partiale).

Unele rezultate expuse 1n aceasta lucrare sunt clasice si bine cunoscute,
altele sunt relativ noi, ele au fost obtinute si publicate in ultimul timp de
catre autorii acestui volum, precum si de alti autori cu preocupari similare.

In expunerea materialului am preferat sa folosim, pe cat s-a putut,
notiunile pe care le-am considerat, cele mai elementare din Analizd Mate-
matica si Analiza Numerica, pentru a face ca volumul sa poata fi consultat
de un numar cat mai mare de specialigti cu preocupari de Analiza Numerica
si Teoria Aproximarii.

Cartea poate fi folosita pentru informare gi chiar pentru cercetare de
catre studentii si doctoranzii de la facultatile cu profil adecvat, precum si de
matematicieni, ingineri, economisti etc.

Autorii



Capitolul 1

Interpolare in R si C

1.1 Introducere

In calculul practic, Intalnim frecvent probleme legate de calculul valorilor
unor functii f : £ — R; E C R. Chiar daca pe anumite puncte din
multimea FE, fie acestea x1, xa, ..., T, 1 cunoastem valorile f(x;),i =1,n+1
ale functiei f, este necesar sa putem calcula valorile aproximative ale lui f
si pe alte puncte ale multimii £. Pentru aceasta, un procedeu des intalnit,
pe langa altele, este acela prin care se construiegte o functie ¢ : E — R,
mai simpla, din punct de vedere al calculelor decat f, care pe punctele
f(x;), i =1,n+1 si ia aceleasi valori ca si functia f. O astfel de functie se
numeste functie de interpolare. Problema constructiei functiei ¢ se numeste
problema interpolarii. In cele mai des intalnite cazuri functia ¢ se alege
din multimea polinoamelor de un anumit grad, deoarece acestea ofera cel
mai simplu algoritm de calcul. Evident pe langa cerinta ca functia ¢ sa
fie o functie simpla din punct de vedere al calculelor, se pune problema
daca aceasta functie odata construita, poate inlocui in calcule functia f.
Aceasta depinde in mare masura de precizia cu care dorim sa obtinem valorile
aproximative ale lui f, prin inlocuirea acesteia cu .

Este deci util sa cunoastem valoarea diferentei R(f;x) = f(x) — ¢(x) pe
fiecare punct al multimii £ sau daca aceasta nu este posibil atunci sa avem
la disporzitie o inegalitate de forma |f(z) — p(z)| <e, € € R, € > 0, adica sa
cunoastem o margine superioara a functiei |R(f;x)|, pentru orice x € E.

In paragrafele urmatoare ne va interesa atit problema determinarii functiei
 cat gi problema determinarii functiei R(f;x), adica problema determinarii
restului.
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14 Interpolare in R gi C
1.2 Problema interpolarii

Notam cu E = [a,b], a,b € R, a < b un interval al axei reale si cu
F', multimea functiilor definite pe E cu valori in R. Multimea F' formeaza
evident un spatiu vectorial. Alegem in multimea F' o submultime a sa I,
numarabila sau finita de functii {¢; }, despre care presupunem ca orice sistem
finit de elemente din I formeaza un sistem liniar independent. Submultimea
I poate fi formata din puterile succesive ale lui  cu exponent n € N, adica:

(1.2.1) I={1,z,2% ...,2",..}

sau din functii trigonometrice de forma:

1.2.2 I =1{1,sin z,cos z,...,sin nx,cos nx,...}.

( ) ) 9 9 9 )

De asemenea daca a; € R, i = 1,2,..., a; # a; pentru ¢ # j, atunci putem
considera

(1.2.3) I={1,eM% " .. e™* .. .}.

Fie g, p1, ..., pn, primele n + 1 functii din multimea I, pe care o pre-
supunem ordonata si notam cu I, multimea tuturor combinatiilor liniare de
forma:

(1.2.4) aopo + a1p1 + ... + anpn

unde ag, a1, ..., a, € R. Evident I, C F.
Notam cu

(1.2.5) L1, T2 ooy Tnt1, T 7 Tj pentru ¢ # j

m + 1 puncte din intervalul E, pe care le numim noduri de interpolare.
Problema interpolarii consta in urmatoarele:

Fiecarei functii f € F, 1i punem in corespondenta o functie ¢ € I, de
forma (1.2.4) astfel incat:

(1.2.6) fl@i) = (), i=1,m+1.

Mai general daca f si ¢ sunt derivabile pana la un anumit ordin pe punctele
multimii z; data de (1.2.5), atunci putem pune conditia ca si valorile derivate-
lor functiilor f si ¢ de diferite ordine, pe punctele (1.2.5) s& coincida. Aceste
probleme vor fi precizate in paragrafele urmatoare.
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1.3 Determinarea functiilor de interpolare

Ne marginim aici la problema determinarii functiei ¢ € I,, cu conditiile
date de (1.2.6).
Daca tinem cont de forma functiei ¢ data de (1.2.4), atunci din (1.2.6),
pentru determinarea coeficientilor a;, ¢ = 0,n obtinem un sistem de m + 1
ecuatii cu n + 1 necunoscute. Matricea sistemului amintit are urmatoarea
forma:

vo(r1) e1(z1) en(z1)
(13.1) A wo(ra)  p1(x2) en(72)
®o (-T'm—i—l) ¥1 ($m+1) o Pn (x'm-i-l)

Daca dorim ca pentru orice functie f € F sa putem determina cel putin o
functie ¢ € I, atunci este necesar ca rang A = m+1gin > m. In plus daca
punem conditia ca fiecarei functii f € F' sa-i corespunda o singura functie
o € I, atunci trebuie ca n = m gi determinantul:

po(x1)  pr(zr) o en(a1)
(1'3'2) A = 900('%'2> (pl(x2) T (Pn(xQ)
800(«'En+1) ®1 (wn—i-l) e Son(xn—i-l)

sa fie diferit de zero.

In acest caz pentru orice f € F sistemul de n + 1 ecuatii cu n + 1

necunoscute dat de (1.2.6) va avea o solutie unica si coeficientii a; se pot
pune sub forma:
A;
A
unde determinantii A; se obtin din A prin inlocuirea coloanei de rang i cu
coloana termenilor liberi formata cu valorile f(z;), j = 1,n + 1 ale functiei
f pe nodurile (1.2.5).

In acest fel functiei f € F 1i punem, 1In mod unic, in corespondenta
functia ¢ de forma:

(1.3.4) o(z) = % wo() + % pr(z) -+ % en(z).

(1.3.3) a; =

) Z:O’n’

Daca dezvoltam determinantii A;, i = 0, n, dupa elementele coloanei de rang
7 obtinem:
n+1

> fx) A
7=1
A )

(1.3.5) a; = i =0;n



16 Interpolare in R gi C

unde A;; sunt complementi algebrici ai elementelor corespunzatoare coloanei
de rang 4. Astfel functia ¢ mai poate fi pusa si sub urmatoarea forma:

(1.3.6) p(r) = flz1)vo(x) + f(x2)r(x) + - - + f(@ng1)n()

unde 1;, i = 0,n sunt combinatii liniare ale functiilor ¢;, i = 0,7 si in plus
ele nu depind de functia f, dar depind de nodurile z;, 1,7 + 1.

Daca punem conditia ca pentru orice functie f € F, functia ¢ data de
(1.3.6) sa verifice conditiile:

flzg) = w(xj) = f(21) Yolz;) + f(2) P1(z)) +
(1'3'7) + "'+f(xn+1) wn(xj)7 j:1>n+17

atunci functiile v¥;, i = 0, n verifica egalititile:

(1 =g
(1.3.8) %(%H)—{ 0 i#j,i=0nj=Ln+1.

Vom pune acum problema ca functia ¢ si poata fi determinata in mod unic,
pentru fiecare functie f € F, oricum am alege nodurile x1, zo,...,xp41 € E.
Pentru aceasta, ipoteza ca orice sistem finit de functii din [ si fie liniar inde-
pendent nu este suficienta. Astfel daca consideram E = [0,7],
L ={l,sinx} si 21 € E, x9 =7 — x1, atunci

1 sinz

1 sinxo =0

2= |

desi functiile 1 si sin x sunt liniar independente.
Se impune deci in acest caz, o conditie mai tare asupra functiilor ¢;, i = 0, n.
Suntem condusi astfel la urmatoarea definitie:

Definitia 1.3.1. Spunem ca sistemul de functii pg, p1, ..., on € I, formeazd
un sistem Cebisev sau sistem interpolator pe intervalul E, dacd pentru orice
sistem de n+1 puncte x1,x2, ..., Tni1, T # 4,1 # J din intervalul E, deter-
minantul A dat de (1.3.2) este diferit de zero.

Conditia ca un sistem de functii @;, i = 0,n sa formeze un sistem inter-
polator pe E este echivalenta cu conditia ca orice ecuatie de forma

aopo(r) + arp1(w) + ... + appn(x) =0

unde ag, ai,...,a, € R si a% +a? + ...+ a2 > 0 sa admita cel mult n radicini
in multimea F.
Din cele afirmate pana aici rezulta fara dificultate urmatoarea teorema:
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Teorema 1.3.1. Dacd sistemul de functii @;, i = 0,n formeazd un sistem
interpolator pe E, atunci pentru orice sistem de noduri x1,%2, ...,nt1 € F,
x; # xj pentru i # j, si pentru orice functie f € F exista o singura functie
p € I, care verifica conditiile:

flxi) =o(zi), i=1,n+1.

In paragrafele urmatoare ne va fi utila urmatoarea generalizare a teore-
mei lui Rolle.

Teorema 1.3.2. Daca functiile ¢;, i = 0,n si functia f verifica conditiile:

i. functiile @;, i = 0,n admit derivate pind la ordinul n + 1 inclusiv pe
intervalul E;

1. functia f admite derivate pand la ordinul n+1 inclusiv pe E, si ecuatia
f(x) =0 are cel putin n + 2 radacini in intervalul E;

1. tofi determinantit de forma:

vo(z)  ¢1(x) or(z)
eo(x)  @i(@) - @l

W[@Oagplw'vgok] - . . . ) k:oala“'an
(@) @) - P ()

sunt diferiti de zero pentru orice x € E.
Atunci exista cel putin un punct ¢ € (a,b), astfel incat pe acest punct functia:

W[g007 @1y ey Pns f]

Lpilf] = W @0, @1, -, ¢n)

1a valoarea zero.

In enuntul teoremei de mai sus am notat:

¢o() ©1() o on(T) f(z)
o(x) 1 (x) e () f'(=)
W leo, 1, o ton f1 =1 . :
'@ W@ @) S
o @) ") e el @) ()
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Demonstratie. Consideram operatorii Liy1, &k = 0,1, ..., n, dati de relatiile

W[@Oa Py -5 Pk> 80]
W[@Oa DLy ey Spk]

Li1lp] =

unde ¢ este o functie care admite derivate pana la ordinul n + 1 inclusiv pe
E.

Vom arata ca exista n + 1 functii, by, b1, ..., b, definite pe E cu valori
reale, astfel incat:

d

Liiilp] = @LW] — bg(z) L[] -

Intradevir, Ly 1 este operator diferential liniar de ordin £+ 1 cu coeficientul
derivatei p*+t1)(z) egal cu 1. Functiile g, @1, ..., pr formeazi un sistem

fundamental de solutii pentru ecuatia diferentiala Lii1[p] = 0, conform
ipotezei %1s.
Operatorul
d

%Lk[sﬁ] — b () Li[p] =

_ Wlpo, 1, - okl W 90, 1, -y P11, 0] —
W2[¢07 P15 -eey @k—l]

_WkOO? Pl PE—1, @]%W[SO()? Py ey @k—l]
W20, 01, -, Pr—1]

— biLi[e]

este tot un operator diferential de ordin k-1, cu coeficientul derivatei o(*+1) (x)
egal cu 1. Din faptul ca Li[p;] = 0 pentru ¢ = 0,k — 1, rezulta ca au loc
identitatile:

d —
d—Lk[goz-] — bi(z)Lg[ei] =0, pentru i =0,k — 1 si orice = € E.
x

Daca punem

4 L.k

, pentruorice € FE

atunci are loc si egalitatea

d
d—Lk[gok] — bi(x)Li[ex] = 0, pentru orice x € E.
x
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Deoarece Ly [py] este diferita de zero pentru x € E, rezulta ca by, este functie
continua pe E. Din cele aratate rezulta ca sistemul de functii g, 1, ..., O
este fundamental pentru operatorul diferential

d

@Lk[@] — bg(z) Li[] = 0

si deci Lgy1 se poate reprezenta astfel:

d

¥l = 2 Ll = biLie]

Consideram acum functia ¢ : £ — R;

0@ = 1@ -eap (= ["w0ar) aep,

pentru care avem:

6 () = [/ (2) —bo(2) f (&) exp (— I bo<t>dt) — Li[f]exp (— I bo<t>dt) .

Functia g; are, conform ipotezei i cel putin, n+2 radacini pe F, care coincid
cu radacinile lui f si atunci, conform teoremei lui Rolle, ecuatia ¢’'(x) = 0
va avea cel putin n + 1 radacini pe intervalul E, adica L;[f] are cel putin
n + 1 radacini pe E.

In continuare daci considerim g2 : E — R, data de relatia

ga(e) = La[J] - eap <— [ b1<t>dt> ,

atunci un rationament analog ne conduce la concluzia ca functia:

s4(0) = L) eo (= [“mioyr).

are cel putin n radacini pe F si deci Lo[f] are cel putin n radacini pe E.
Continuand acest procedeu vom deduce, din aproape in aproape, ca ecuatia

Ln+1[f] =0

are cel putin o radacina pe FE.

Teorema demonstrata aici ne da posibilitatea sd dam conditii suficiente
pentru ca un sistem de functii sa fie interpolator, adica are loc urméatoarea
teorema:
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Teorema 1.3.3. Daca g, ©1, ..., on admit derivate pana la ordinul n + 1
inclusiv pe E gi determinantii Wpo, ¢1, ..., k] sunt diferiti de zero pentru
orice x € E gi pentru orice k = 0,n, atunci functiile ©g, @1, ..., pn formeaza
un sistem interpolator pe E.

Demonstratie. Presupunem ca ipotezele teoremei sunt indeplinite, dar
functiile g, 1, ..., Yn nu formeaza un sistem interpolator, atunci exista o
functie de forma:

g(x) = copo(x) + cro1(z) + ... + cnpn(z),

unde ¢ + ¢ +...+c2 >0, ¢; € R, i =0,n pentru care ecuatia g(x) = 0
are cel putin n 4+ 1 radacini pe E. De aici rezulta, conform Teoremei 1.3.2,
cé exista cel putin un punct ¢ € (a,b) pentru care functia L, [g] ia valoarea
zero. Folosind o proprietate elementarda a determinantilor deducem usor
urmatoarea egalitate

I { ]: W[@Oagolw"asoﬂ*lvg] —¢c W[@Oa@la"'v@n*bgpn]
" Wi, 01,1l Wlpo, 01,00 1]

de unde, tindnd cont de ipotezele teoremei, din egalitatea L,[g] = 0 pentru
x = ¢, rezulta ca ¢, = 0. De aici rezulta ca ecuatia

g(x) = copo(x) + c1o1(x) + oo + C—1pn—1(x) =0

are cel putin n + 1 radacini pe intervalul £. Repetand rationamentul de
mai sus pentru L,_1[g], deducem ca ¢,—; = 0 si in continuare vom obtine
egalitatile ¢; = 0 pentru orice ¢ = 0, n, ceea ce contrazice ipoteza pe care s-a
bazat acest rationament.

Fie in continuare ¢, 1, ..., ¢n un sistem interpolator, atunci functia de
interpolare ¢ data de (1.3.4) se poate determina in mod unic pentru fiecare
functie f € F.

Vom presupune ca sunt indeplinite conditiile teoremei 1.3.3. In aceste
ipoteze vom determina restul in formula de interpolare data de functia ¢ din
relatia (1.3.4).

Pentru aceasta consideram functia K : £ x F — R,

K(xv 3) = Wﬁl[@O(S)v ¥1 (3)9071(3)]

®o(s) e1(s Pn(s
eo(s @i (s Pn(s n
(1.3.9) : :Zgi(s)(pi(x)_
o (s) () o sy |
wo() ¢1(2) on(z
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Aceastd functie in variabila x este o combinatie liniara a functiilor ¢;,i = 0, n
si deci Ly41[K (z,s)] = 0 pentru orice x € E si orice s € E unde:

W[‘)OO) Py -5 Py K(:E’ 5)]

(1.3.10) L1 [K (2, 5)] = Wlpo, 1, ---; ¢n]

Din (1.3.9) deducem egalitatile:

O'K(z,s)

(1.3.11) oo

|0, daca I<n-—1,
s L1, daca I=n-1

Observam acum ca functia y : E — R data de relatia:
(1.3.12a) y(x) = Zaigpl-(:n) + / K(x,s)Y(s)ds, unde a€FE,

verifica ecuatia:

(1.3.12b) Lyialy] = ¥(x),

pentru orice a; € R, ¢ = 0, n. Intradevar tinand cont ca L, este operator
liniar, obtinem:

n+1 Zaz n+1901 + Lnta |:/ K«TS ]

dar Ly4+1[¢i] = 0 pentru orice i = 0,n si deci

(1.3.12) Lns1ly] = Lnt1 [/ K(z,s) }

Pentru a dovedi egalitatea (1.3.12b) vom arata ca:

T

Pentru aceasta calculam derivatele succesive ale functiei h data de
= [T K (x,s)1(s)ds si obtinem:

-’ [/j K(z,5) w(s)ds] — K(xz)i(x) + /m O sy

a

dar K (x,z) = 0 conform cu egalitatile (1.3.11) si deci

% /a:v K(z,s)(s)ds = /am % Y(s)ds
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Aplicind in mod repetat rationamentul de mai sus si tindnd cont de fiecare
data de egalitatile (1.3.11) obtinem:

d [ 0K (x,s)

_ K — D Sk s

dxl /a (:L" S) ¢(5)d5 /a 6-:Ul ¢(S)d8
pentru orice [ < n. Pentru [ = n + 1 vom obtine:

dntt e O"K (z,x) T oK (2, 8)
W/a k(z,s) ¢(s)ds = WW@H‘/& BT

de unde tinand cont de (1.3.11) deducem:

W(s)ds

dn+1 T x 8n+1K ,
W/a K(z,s)y(s)ds = (x) —i—/a # P(s)ds.

Din egalitatile de mai sus rezulta egalitatea:

Lo [ / xK(w,s)w(s)ds] — w(z) + / " Lia [K (2, 9)] (s)ds

de unde tindnd cont de observatia conform careia L,41[K (z, s)] = 0 pentru
orice x, s € F, rezulta egalitatea dorita.

Observam acum ci dacé in locul functiilor ¢;, i = 0, n, consideram orice
alt sistem de n + 1 functii liniar independente, care sunt solutii ale ecuatiei

LTH‘l [SO] = 07

obtinem aceeasi functie K, data de (1.3.9). Intradevar fie ¢, ¥1, ..., Y, n+1,
astfel de functii, adicd L,41[t;] =0, i =0,n si

n
wl(x) :Zaij @j(x)v 1=0,n
5=0
unde coeficientii o, 4,7 = 0, n verificd relatia
app o1t Qon
p=|®0 Qu Qg
Qno Qn1 - QOnp

Tinand cont de cele de mai sus si aplicand proprietatile determinantilor,
obtinem:
Yo(s) Y1 (s) o Pn(s) po(s) p1(s) o pa(s)
Po(s) Pi(s) o n(s) vo(s) v1(s) o on(s)

V) ) e e Y) 05 ) e e el
o) ale) o Ya(a) pol@)  ei@) o enla)
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de unde rezulta afirmatia referitoare la functia K.

Functiile ¥;, i« = 0,n din (1.3.6) sunt, asa cum am vazut, combinatii
liniare ale functiilor ¢;, ¢ = 0,n si aceste functii sunt liniar independente,
deoarece daca tinem cont de (1.3.8) si presupunem ci existi ¢;, 0,n nu toti
nuli pentru care

cotho(z) + c1v1(x) + ... + epp(x) =0 oricarear i z € E,

atunci pentru x = x;, tinand cont de proprietatile functiilor v;, i = 0,n,
adica 1;—1(x;) =1 obtinem ¢;_1 =0, it = 1,n + 1.

Avand in vedere cele de mai sus, rezulta ca functia K data de (1.3.9),
unde ¢; se inlocuieste cu v;, i = 0,n , se poate pune sub forma:

K(w.s) = 3 Gils) ().
1=0

Dacéa tinem cont de (1.3.8) obtinem:

K(xj,s ZG 8) i(x;) = Gj1(s) ,

adica
n

K(z,8) =Y K(xit1,s) hi(x),

i=0
Daca folosim faptul ca ecuatia (1.3.12b) este verificata de orice functie y de

forma:
X

= Zﬂz‘ Yi(w) +Z¢z‘(l’) Gi(s)ds
=0 i=0

Li+1

si y(wir1) = Bi, i = 0,n, obtinem in particular pentru functia h data de
egalitatea
n T
=> i) Gi(s)ds,
=0 Ti+1
urmatoarele proprietati:
(1.3.13) Lns1lh] =1
si
h(zj) =0 pentruj=1,n+1

adica ecuatia h(z) = 0, nu poate avea, conform Teoremei 1.3.2 decit radacinile
xj, j =1,n+1, in caz contrar ar fi contrazisa egalitatea (1.3.13).
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Fie acum ¢ data de egalitatea (1.3.6) si functia R : E — R, data de

n

R(z) = f(z) — p(x) = f(z) = Y _ flwi) ().

=0

Ecuatia R(x) = 0 are radacinile x;, ¢ = 1,n+ 1, atunci tindnd cont de
observatia de mai sus relativa la functia h, rezulta ca si ecuatia i (z) = 0,
unde ¢ : E — R are forma:

P(x) = f(x) — () — Mh(z), MeR

nu poate avea mai putin de n+1 radacini pe E. Mai mult, radacinile ecuatiei
Y(x) = 0 sunt nodurile de interpolare z;, i = 1,n + 1.

Fie z # z;, i = 1,n+1 si M € R astfel incat ¢(z) = 0, adica
f(z) —¢(2)
h(z)

n + 2 radacini pe E. Aplicaim acum Teorema 1.3.2 gi rezulta ca exista cel
putin un punct ¢ € (a,b) astfel incat

M = . Pentru M, astfel determinat, ecuatia ¥(x) = 0, va avea

L1 [¢(c)] = 0.

Tinand cont de (1.3.13) si de semnificatia operatorului L, obtinem:

L1 [(7)] = Lnya [f(z)] — M,

de unde pentru z = ¢ obtinem

M = Lyy1 [f(c)]
care iImpreuna cu egalitatea
1) =)
h(z)

ne conduce la:
f(z) —(2) = Luy1 [f(c)] - h(2) ,

adica, restul R [f;x], are urmatoarea forma:

(1.3.14) RIf;2] = Luy1 [£(0)] h(x).
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1.4 Polinomul de interpolare al lui Lagrange

Problema pe care o vom analiza aici nu o vom trata ca un caz particular
al problemelor tratate in paragrafele anterioare, pentru ca asa cum vom
constata, o tratare independenta ne va pune in evidenta multe proprietati
care se vor obtine mai usor decat prin particularizari ale rezultatelor din
paragrafele anterioare.

Definitia 1.4.1. Numim polinom de interpolare al lui Lagrange, al functiei
f, un polinom P,, de grad cel mult n, care pe nodurile (1.2.5) ia valorile
Pn(ZCZ) = f(:vl), 1=1,n+1.

Existenta si unicitatea acestui polinom este evident asigurata de faptul
ca functiile ¢;; @;(7) = 2%, i = 0, n formeaza un sistem interpolator, deoarece
dupa cum este bine cunoscut, orice polinom de grad n nu poate avea mai
mult de n radacini reale.

Noi vom dovedi existenta gi unicitatea polinomului lui Lagrange fara sa
ne bazam direct pe observatia de mai sus.

Aratam prin inductie completa ca exista un polinom de grad cel mult s, Ps(z)
care pe punctele x;, i = 1, s + 1 ia valorile f(z;),i = 1,5 + 1, adicd Ps(x;) =
= f(x;), i = 1,s + 1, pentru orice s = 0, n.

Intr-adevir, pentru s = 0, polinomul de grad zero Py(s) = f(x1) verifici
conditia ceruta.

Presupunem ca exista un polinom Py_; de grad cel mult £ — 1 care verifica
conditiile Py_q(x;) = f(x;), i = 0,k, unde k& < n. Observam atunci ca
polinomul P, dat de egalitatea:

k
[ (z — )

Pi(z) = Pe1(z) + [f(T41) — Pe—1(Tk11)] ,;:1
l;[l(l’kﬂ — ;)

este de grad cel mult k si verifica egalitatile Py(z;) = f(x;),7=1,k+ 1. Cu
aceasta existenta polinomului lui Lagrange este dovedita.

Sa aratam in continuare ca un astfel de polinom este unic. Pentru
aceasta admitem prin absurd ca ar exista cel putin doua polinoame P, si @,
de grad cel mult n care sa verifice conditiile

P, (x;) = Qn(x;) = f(x;), pentru oricei = 1,n + 1

Observam acum ca polinomul H,, H,(z) = P,(x) — Qn(z) este de grad cel
mult n si H,(z;) = 0 pentru orice i = 1,n + 1, ceea ce este absurd. Cu
aceasta unicitatea este dovedita.
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Observatia 1.4.1. Daca asupra unui polinom P punem numai conditiile de
interpolare, adica

(1.4.1) P(x;) = f(z;) i=1,n+1

fard a pune restrictii asupra gradului, atunci existd o infinitate de polinoame
care verifica aceste conditii.

Intr-adevir, daci notdm cu L(z1,22,...,xpn+1; f|z) polinomul lui La-
grange pe nodurile z;, i = 1,n + 1 al functiei f, atunci polinomul P dat de

relatia
n+1

P(x) = L(z1,22, ..., Tny1; fl2) + Q(2) H(ZE — ;)
i=1
unde @ este polinom arbitrar neidentic nul, verifica conditiile (1.4.1) si gradul
sau este cel putin n + 1.

Observatia 1.4.2. Polinomul de interpolare al lui Lagrange poate fi carac-
terizat si prin aceea cd el este polinomul de grad efectiv minim care verificd
conditiile (1.4.1).

Aceasta afirmatie este o consecinta imediata a faptului ca polinomul lui
Lagrange este unicul polinom, de grad cel mult n, care verifica (1.4.1).

In continuare vom stabili forma polinomului lui Lagrange in functie de
nodurile x; si valorile f(x;), i = 1,n + 1.
Pentru aceasta consideram polinomul lui Lagrange de forma

n+1

(1.4.2) P(z) = Li(x) f(x:)
=1

unde [;(z) sunt polinoame de grad n ce urmeaza sa fie determinate cu
conditiile (1.4.1). Din (1.4.1) deducem usor pentru l;(z), i = 1,n+1,
urmatoarele conditii:

1 daca i=j
(1.4.3) li(j) = A
0 daca i#j,i,j=1,n+1.

n+1

Daca notam cu w polinomul w(z) = [] (x — x;), atunci [; se poate exprima
i=1
cu ajutorul lui w astfel:
ciw(x) ,
(1.4.4) li(x) = , i=1,n+1
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unde ¢; € R. Se observa ca [; dati de (1.4.4) verifica relatiile /;(z;) = 0 daca
i# j; 4,5 =1,n+ 1. Pentru i = j avem:

ciw(z)

li(xz;) = lim =cuw(x;)=1, i=1,n+1

T—x; T — T

de unde se vede c& daci luim ¢; = —-—, atunci polinoamele [;, i = I, n + 1

w'(xs)’
verifica egalitatile (1.4.3).
Daca tinem cont de (1.4.2) atunci, pentru polinomul lui Lagrange, avem
urmatoarea forma:

& w(z)
(1.4.5) L(w1, %2, .. Tpp1; f o) = Zf(%‘)m?
i1 7 7

unde aga cum am notat mai sus
n+1

(1.4.6) w(z) = H(x —xj).
j=1

Presupunand ca f € F, atunci putem face urmatoarea observatie:

Observatia 1.4.3. Restrictia oricarei functii f € F, f : E — R la 0o multime
formata din n + 1 puncte din E, coincide cu restrictia polinomului lui La-
grange al lui f, de grad n, la aceeasi multime de puncte.

Unicitatea polinomului lui Lagrange, precum si observatia (1.4.3) ne da
posibilitatea sa aratam usor ca:

Observatia 1.4.4. Dacd f € F este un polinom de grad cel mult n, atunci
L(x1,x9,...;xny1; flx) = f(x) pentru orice x € R.

Din (1.4.5) se deduce imediat urmatoarea proprietate:

Teorema 1.4.1. Daca f1,fo € F st o, 8 € R, atunci
L(x1, 22, .y Tnt1; afi + Bf2]2) =

= al(r1,x2,...,Tny1; f1|x) + BL(21, T2, ..., Tng1; f2|2).

Aceasta teorema ne aratd ca daca privim polinomul lui Lagrange ca
aplicatie de la F' la multimea polinoamelor de grad cel mult n, atunci aceasta
este liniara, adica aditiva si omogena.

In continuare vom stabili o relatie de recurenta intre polinoame ale lui
Lagrange de grade consecutive si anume:
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Teorema 1.4.2. Intre polinoamele lui Lagrange pe n+1, respectiv n noduri,
exista urmdtoarea relatie de recurenta:

(1.4.7) L(z1, 22, ... Tng1; fla) =
(Z]}‘ — fL'l)L(fL'Q,J:E}, ey Tn4-15 f|x) - (x - {I}n+1)L($1,$2, ceey T f’x)
Tpn+1 — 21

Demonstratie. Notam cu:

(1.4.8) [x1, @9, coyTpy1; [ = Z

coeficientul lui 2™ din polinomul lui Lagrange. Se constata usor ca polinomul
lui Lagrange poate fi pus sub oricare din urmatoarele doua forme

wl\r
L(I‘]_,iUQ, -‘-7$n+1;f|$) - L(l’l,l’g,...,xn;f’x)+[$1,x2, ...,fL‘n+1;f] ( )
T — Tn+1
sau
w(z)

L(z1, 22, ... tny1; flx) = Lz, 23, ooy Tpy1; flo)+H[x1, 2o, .oy Tpg1; f]x o
— T

de unde, daca inmultim prima egalitate cu  — x,41 si cea de a doua cu

x — x1 si scadem rezultatele, obtinem relatia (1.4.7).

Formula de recurenta (1.4.7) se mai poate exprima cu ajutorul unui deter-

minant de ordin 2 astfel

(1.4.9)
L(xy,x2,...25 f|x) T —
L(za, 3, .y zig1; fl2) @ig1 —x |
L(.’Bl,.TQ,...,xiJ,-l;f‘Jj): Ti1 T U= 1727"'7n7
+1

cu notatiile L(z1; flz) = f(21) st L(zo; flz| = f(x2).
Formula de recurenta (1.4.9) se numeste formula lui Aitken pentru polinomul
lui Lagrange.

In cele ce urmeazi vom observa ci daci f este functia constanta egald
cu 1 pentru orice x € E, atunci are loc identitatea

n+1
w(x .
(1.4.10) Z m =1 pentruorice x € R
i=1
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Aceasta identitate ne da posibilitatea sa punem in evidentad forma baricen-
trica a polinomului lui Lagrange, si anume:

n+1
L(x1, 22, .oy Tny1; fla) = Zf(xz)% -
im1 7 7
n n+1 1

adica

n+1
&I oy
1 |

=1 (v — ) W (25)

(1.4.11) L(z1, 29, ..ciTny1; flx) =

Expresia data de forma baricentrica (1.4.11) a polinomului lui Lagrange
poate fi folosita pentru simplificarea calculelor atunci cand valorile polino-
mului lui Lagrange pentru noduri fixate se calculeaza pentru un sistem de
valori dat. In acest sens se observi ca, pentru calculul fiecareia din expresiile
W' (), i = 1,n + 1, sunt necesare n produse care depind numai de nodurile
de interpolare x;, i = 1,n + 1 si nu depind de diferentele x — x;, i = 1,n + 1.
Din acest motiv, daca nodurile de interpolare nu se schimba, valorile w’(z;)
pot fi calculate o singura data.

De urmatoarele notiuni vom avea nevoie in paragrafele urmatoare.

Fie g : E — R o functie derivabila pana la ordinul n + 1 pe F.
Pentru zerourile multiple ale functiei g, adica pentru radacinile multiple ale
ecuatiei g(x) = 0 din E, vom admite urmatoarea definitie:

Definitia 1.4.2. Spunem ca T este un zero multiplu de ordin k, k € N
pentru functia g, dacd g(%) = ¢'(T) = --- = g% D(F) = 0, unde k < n+1
s§t g(k)(T) # 0. Dacd x1,x2,...,xs sunt zerouri multiple ale functiei f pe
multimea E, cu ordinele de multiplicitate respective ki, ks,....,ks, si daca
ki+ ko4 -+ ks = m, atunci vom spune ca g are m zerouri in intervalul

E.

Pentru a determina restul in formula de interpolare a lui Lagrange, pre-
cum §i pentru alte formule de interpolare pe care le vom determina ulterior,
ne vor fi utile urmatoarele doua leme.
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Lema 1.4.1. Daca functia g : E — R are proprietatea ca ecuatia g(z) =0
are cel putin n+2 radacini simple sau multiple in E st daca g este derivabild
pand la ordinul n + 1 pe E, atunci exista cel putin un punct ¢ € E, astfel
incat ¢Y(c) = 0. Punctul ¢ poate si coincidd cu una din extremitdtile
intervalului [a,b], daca si numai dacd radacinile ecuatiei g(x) = 0 cu ordinul
de multiplicitate n + 2 coincid toate cu acea extremitate.

Demonstratie. Vom arita mai intai ci functia ¢/, derivata lui g are cel
putin n + 1 zerouri in E. Conform teoremei lui Rolle, intre fiecare doua
zerouri consecutive ale lui g exista cel putin un zero al lui ¢’. De aceea
daci x, s = 1,n + 2 sunt zarouri simple ale lui g, atunci ¢’ va avea cel putin
n+1 zerouri. Daca insa g are si zerouri multiple, fie acestea x1, z2, ..., z, € F,
cu ordinele de multiplicitate k1, ko, ..., kj, astfel incat k1 + ko +--- +kp, = ¢
k; > 2, i =1, p, atunci ecuatia g(z) = 0 mai are inca n+2—q radacini simple.
In total existd p+n-+2—q puncte distincte din E pe care functia g ia valoarea
zero. Conform teoremei lui Rolle, derivata ¢’ va aveape p+n+2—q—1
radacini care sunt diferite de radacinile multiple 21, @2, ..., 7, considerate mai
inainte. Dar z1, 2, ..., z, fiilnd radéacini multiple, ele sunt zerouri ale lui ¢/,
cu ordinele de multiplicitate k; — 1, i = 1, p, deci in total ¢’ va mai avea inca
g — p zerouri. Rezulta deci cd ¢’ are (p+n+2—q¢q—1)+(¢g—p)=n+1
radacini pe E.

Rationamentul de mai sus poate continua pentru ¢’, ¢”,...,¢™ si in final
exista ¢ € F, astfel incat g("+1)(c) = 0. Cu aceasta prima parte a lemei este
demonstrata.

Pentru cea de-a doua parte consideram doua cazuri si anume:

a. T] = Tp = -+ = Tpy2. In acest caz, deoarece x; este radacina cu
ordinul de multiplicitate n + 2, rezultd ¢g"*Y(z;) = 0 si deci putem lua
cC=2X.

b. Intre radicinile ecuatiei g(z) = 0 sunt cel putin doua diferite.

In acest caz vom rationa prin inductie si anume: pentru n = 0 proprietatea
rezultata din teorema lui Rolle, deci ea este adevarata. Presupunem acum
ca proprietatea este adevarata pentru un numar natural £ < n + 2. Atunci
rezultd ca functia ¢, care are cel putin k — 1 zerouri pe E, verifica conditia
conform careia (¢’ (z))#~2) va avea cel putin un zero pe E, adici existii c € E
pentru care g*~1(¢) = 0. Pentru k = n+2, obtinem ¢("*Y(¢) = 0. Evident
dacd xy =29 = - =Tpya =asaAU T} = X2 = -+ = Tpto = b atunci c =a
sau ¢ = b asa cum s-a aratat la cazul a.

Lema 1.4.2. Daca functiile f, g : E — R, verifica conditiile:
1. f si g sunt derivabile pana la ordinul n + 1 inclusiv pe E;
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i1.  existd x1,%2,...,Tm € E st k1, ko, ..., km €N, astfel incat

unde k1 + ko + -+ ky=n—+1;

iii. pentru orice x € E, gD (x) # 0.
Atunci pentru orice punct xg # x;, 1 = 1,m, xg € E, valoarea functiei g pe
punctul xq este diferita de zero gi exista cel putin un punct ¢ € (a,b) pentru
care

(1.4.13) [wo) _ f" V()

g(zo)  gt(c)”

Demonstratie. Aritim mai intai ca dacd xg # x;, ¢+ = 1,m atunci
g(xzo) # 0. Intr-adevir, daci existd z9 € FE, zo % x;, 1,m pentru care
g(zp) = 0, atunci g are n + 2 zerouri pe F si deci conform Lemei 1.4.1,
exista cel putin un punct a € E pentru care g(”+1)(a) = 0, fapt ce contraz-
ice ipoteza #ii. Pentru cea de-a doua parte a lemei vom considera functia

h:E —R; h(z) = f(z) — A\g(z), unde daca luam A = fEfUO; si tinem cont
g{Zo

de (1.4.12), obtinem pentru h urméatoarele proprietati:

(1.4.14) h(zg) =0, A (z)=0 j=0,1,. k-1 i=1m

deci h are n+2 radécini pe F. Conform lemei 1.4.1 rezulta ca exista cel putin
un punct ¢ € (a,b) pentru care A"tV (¢) = 0, adica f*+1)(¢) — \g D (¢) =
0, de unde tinand cont de valoarea aleasa pentru A obtinem egalitatea
(1.4.13).

Stabilim in cele ce urmeaza forma restului in formula de interpolare a lui
Lagrange. Pentru aceasta consideram polinomul lui Lagrange pe nodurile
(1.2.5) pentru m = n, al functiei f € F, L(x1,z2,...,xn41; f|z). Are loc
urmatoarea teorema:

Teorema 1.4.3. Daca functia f admite derivate pand la ordinul n + 1 in-
clusiv pe intervalul (a,b), atunci, pentru orice x € E, exista cel putin un
punct ¢ € (a,b), astfel incat:

TR0

(1.4.15) f(@) = L(z1, 22, ., Tny; f2) = (n+ 1)

w(',r) )

n+1
unde w(z) = z];[1 (x — ).
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Demonstratie. Consideram functia g : £ — R,
9(2) = f(2) = L(z1, 22, ..o, Tnt1; [l 2) —aw(z)

Fie z € E, © # x;, i = 1,n+ 1, astfel incat g(z) = 0. In acest caz
T1,%2, ..., Tpt1 $1 ¢ sunt n + 2 radacini ale lui g. Din egalitatea g(x) = 0

rezulta
f(x) = L(x1, 22, ..., wpy1; flx)  Y(w)
w(z) - w(x)

o=

Pe de alta parte, conform Lemei 1.4.2, exista cel putin un punct ¢ € (a,b)

(n+1)
i(g _ i(n“)ég Dar v (c) = 4D (e) si wHD(c) =

(n 4 1)! si atunci din (1.4.14) obtinem:
f(x) = L(z1, 22, ..., Tpt1; flx) f(n+1)(c)

astfel Incat

w(z) (n+1)!
adica egalitatea (1.4.15).
Daci functia f("t1)(z) este mirginitdi pe [a,b] si punem M, ; =
= sup |ftY(x)|, atunci din (1.4.15) obtinem o majorare pentru rest,
z€[a,b]
adica:

M,
(1.4.16) (@) = L(w1, 2, 000y Tg1s fla)| < -0

(n+1)!

| w(@)] -

1.5 Diferente divizate cu noduri simple

Revenim aici asupra coeficientului lui ™ din polinomul lui Lagrange dat
de (1.4.8).

Definitia 1.5.1. Numim diferenta divizatd de ordin n a functiei f € F', pe
nodurile x;, i = 1,n+ 1, coeficientul lui ™ din polinomul de interpolare al
lui Lagrange al functiei f pe nodurile specificate.

Asa cum rezulta din (1.4.8), pentru diferenta divizata vom folosi notatia
(1,22, ..., Tny1; f], adica:

(1.5.1) [T1, @2, ..oy Tpi1; f] = Z

Din formula de recurenta pentru polinoamele lui Lagrange (1.4.7) si
Definitia 1.5.1. se deduce, fara dificultate, urmatoarea formula de recurenta
pentru diferentele divizate:

[x2aw37 -y Tp4-15 f] — [xhx% -y T f]

Tp4+1 — 21

(152) [.I’l,.’EQ,.-.,lUn_}-l; f] =
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cu conventia [z;; f] = f(x;), i=1,n+ 1.
Urmatoarele proprietati ale diferentelor divizate sunt evidente:

Proprietatea 1.5.1. Diferenta divizatd [x1, z2, ..., Zni1; <] este o funclionald
liniard pe F' cu valori reale, adica pentru orice f,g € F si orice o, 3 € R are
loc egalitatea

(21,22, ..., Tny1; af + Bg] = afz1, x2, ..., Tnt1; f]+ Blr1, z2, ..y Tng1; 9] -

Proprietatea 1.5.2. Diferenfa divizata este o functlie simetricd in raport
cu nodurile de interpolare, adica are loc egalitatea:

[IL’l,.’L’Q, cery Tp4-15 f] = [.'137;1,(131‘2, '-‘7xin+1; f]
pentru orice permutare (i1,19,...,in4+1) a multimii {1,2,...n+ 1}.

Din unicitatea polinomului de interpolare al lui Lagrange rezulta egalitatile
date de:

Proprietatea 1.5.3. Diferenta divizata a functiei f pe n+1 noduri verifica
egalitatile:

[xl,ajg,...,xn-',-l; f] :{ 1 daca f(x)=2a".

Vom arata in continuare ca are loc o proprietate mai generala si anume:

Proprietatea 1.5.4. Dacd f(z) = 2", unde i > 1, atunci are loc egali-
tatea
. _ a a An+1
[T1, 22, ..., Tny1; f] = E ot xy? e x
unde suma de mai sus se extinde asupra tuturor solutiilor intregi $i nenega-
tive ale ecuatiei: a; + as + -+ + apy1 = i.

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea, putem propune ca x; #

- 1 1 1
0,i=1,n+1. Notdm cu r = min{ —, —,--- , —— 5. Atunci pentru
1| |2l |t
orice z € (—r,r) are loc egalitatea:
zn
1.5.3 =
153 (= 2o0)(1 = 22) - (1~ 2ns1)

1
- Z (1 _ le)w'(xl) - |:‘,B].)‘,r27"')‘,rn+l? 1_—2::[:1:| .



34 Interpolare in R gi C

Prima din egalitatile de mai sus se obtine prin dezvoltarea functiei din stanga
in functii simple, iar ultima este o consecinta a egalitatii (1.5.1).
Din egalitatea evidenta:

1 2™

= +14zz+2222 4 2
1—zx 1—z2x

tinand cont de Proprietatile 1.5.1. - 1.5.3., rezulta egalitatea

1 n z"
(1.5.4) X1y Xy eeey Tyt 1 = 2" 21,29, ey Tyt 1 ; .
1—2z2x 1—2z2x

Din (1.5.3) si (1.5.4) rezulta:

1
(1 —2zz1)(1 — zz2) - (1 — 221

X

n
(155) ) = |:£L'1,ZL‘2,...,ZL‘n+1; 1 —Z.ZL':| .

Dar daca tinem cont de faptul ca:

n

:x"+x"+1z+x"+222—|—---+m"+zz’+--~

atunci folosind Proprietatea 1.5.1. rezulta:

T
1—zx

L1, L2 o0y Tn41 s :SO+512+SQZ2+"‘+81'Z7:+--'

unde A
SZ': [1‘1,1‘2,...,1‘n+1,$n+z] s iZO,l,..., .
Daca dezvoltam acum in serie functia din membrul stang al egalitatii (1.5.5)
obtinem:
1

=T+ T RN AV ST
(1 —zz1)(1 — 2zw2) -+ (1 — zTp41) ot+Tiz+---+Tiz +

unde
_ a a; An+1 — 4. —
Ti—g ritxy® U, artast o tappr =145 i=0,1,.., .

Egaland coeficientii aceloragi puteri din cele doua dezvoltari in serie obtinem
egalitatea ceruta.

Aplicand formula de recurenta a diferentelor divizate, si folosind inductia,
se deduce de asemenea proprietatea:

Proprietatea 1.5.5. Pentru orice i > n are loc egalitatea

(1-5'6) [371,332, ceey T g [$i+1a$z‘+2, vy Tl 737;fH = [951,962, vy Tt 3 f]-
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Proprietatea care urmeaza este o generalizare a formulei lui Leibnitz
privind diferenta divizata a produsului a doua functii. O demonstratie ele-
ganta a acestei formule a fost datda de T. Popoviciu in [127]. Noi aici vom
schita o demonstratie prin inductie, unde folosim formula de recurenta a
diferentelor divizate.

Proprietatea 1.5.6. Daca f,g € F, atunci are loc urmdtoarea egalitate:

n+1

(L5.7) (21,22, s ngrs gl =D [0, 20,005 [0, Tig1s oo Tnin s 9]
i=1

cu notatia [v1; f] = f(z1) $i [Tnt15 9] = 9(@nt1).

Demonstratie. Formula (1.5.7) este evident adevarata pentru n = 1,
deoarece:

f@2) -g(w2) = f(21) -g(z1) _
Tro — T
[f(z2) — f(21)] g(22) + f(z1)[g(z2) — g(z1)]
Tro9 — X1
= [z1; fllz1, 225 9] + [v1, 225 fl[z2; 9]

Presupunem acum adevarate urmatoarele doua egalitati:

k+1
[$2,$3, vy Tht1 5 f ' g] = Z[x27x37 ey g g f”xivxi-f-l? vy LThet1 5 g]
=2
k
[1'1,1'2, vy Tl 3 f ' g] = Z[x17$23 ey L g f][l'ia'xi+17"',xk; g]
i=1

unde k < n.
Scazand termen cu termen egalitatile de mai sus, impartind rezultatul cu
k41 — o1 $i grupand convenabil termenii din partea dreapta obtinem:

k-+1
(21,22, oo Thr1s o g) = D [0, 82,00 5 fl[T0, Tit1s oy Ty1 5 )
i=1
ceea ce ne demonstreaza egalitatea in cauza.
Fie acum doua functii p,9 : Ex Ex{(z,y) € Ex E; x =y} — R, date
de relatiile:

Lp(x,y) = f(x) >

Y(z,y) =
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Notam cu [z1, 2, ..., Znt1; ] (y) diferenta divizata de ordin n a functiei ¢
in raport cu prima variabild, adica cu x si analog [x1,Z2, ..., Tni1; V](y)
diferenta divizata a functiei ¢, tot In raport cu variabila x.

Cu aceste precizari, pentru polinomul lui Lagrange al functiei f pe punctele
x1,%2,...,Tn+1 are loc egalitatea:

[$1,£B2,.-.,$n+1; SDKZ)
1.5.8) L(x1,x2,...,x s flz) = , 2 £ X,
( ) ( b i f| ) [1'1,1'2,.--,l'n+1;7,[}](2) # '
t=1,n+1.

Aceasta egalitate este o consecintd imediata a relatiilor (1.4.11) si (1.5.1).

1.6 Polinomul lui Lagrange sub forma lui Newton

In acest paragraf vom da o alti form&, decat cele date in paragrafele
anterioare, pentru polinomul lui Lagrange.
Pentru aceasta consideram urmatoarea identitate:

(1.6.1) L(z1,22,....Tn41; flo) =

= Z[L(ﬁ?l,fEQ, vy Tjt1 s f| l’) - L(.’El,-’EQ, <y L3 f| 'I)] + L(ﬂfl,f| fl?) .
i=1

~

Fie

(1.6.2)  bi(z) = L(z1, 22, ..., ziv1; fla) — L(z1, 22, ..., 235 flz), i=1,n.

Observam ca b; se bucura de urmatoarele proprietati:

(1.6.3) bz(l'k) = 0, k= 1,i
si
(1.6.4) bi(ziv1) = f(@it1) — Lz, @2, .o, 235 flaiga).

Din (1.6.2) rezulta ca b; este un polinom de grad cel mult 7 si deci avand in
vedere egalitatile (1.6.3) rezulta pentru b; urmatoarea forma:

bi(x) =Ai(x —x1)(x —x2) - (x —x;), A €R, i=1,n.

Avand in vedere (1.6.4) obtinem pentru A; urmatoarea valoare

A — J(wiy1) — L(wy, 20, .25 flai)
" (@i — @) (Wi — x2) - (T — )
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adica

p = f(@it1) B
' (Tit1 — 1) (@i — @2) -+ (i1 — T4)

i f(@)(iv1 — z1)(@it1 — 22) - -+ (Tig1 — 24)

iz @i — ) (@ — 1) - (2 — zj1) (25 — @jga) - (25 — )

(i1 — 1) (Tip1 — 2) -+ (Ti1 — T4)

f(zj) _

(zj —x1) (2 —22) -~ (25 — 250) (25 — 2jg) -+ - (@) — Tign)

T
—

1
— S,
5 1M
o —_-

x?a“-7xi+1;f]7 Z:Ln

de unde rezulta

(1.6.5) bi(z) = [x1,22, .0, xiy1; fllx —z1)(x —22) - (x — ), i=1,n.

Inlocuind (1.6.5) in (1.6.1) obtinem pentru polinomul lui Lagrange urmitoarea
forma:

(1.6.6) L(x1,22, ..., Tpt1; flz) =

= (1) + > [z, 22, w1 fl@—z) (@ —22) -+ (@ — 1),
=1

adica polinomul lui Lagrange sub forma lui Newton.
Ne propunem acum sa dam o exprimare corespunzatoare pentru rest,
adica pentru diferenta.

Roy1(z) = f(z) — L(z1,22, ., Tpt1 5 [lo)
Pentru aceasta demonstram urmatoarea teorema:
Teorema 1.6.1. Pentru orice x € E are loc egalitatea
(1.6.7) f(x) — L(z1, 22, ..., Tny1; flz) =
= [I’,i[}l, L2y o0y Tn+1; f](i[f - .%'1)(.%' - x2) e (.’L‘ - xn-‘rl)

unde [x,21,x2,...,n41; f] este diferenta divizata de ordin n+ 1 a functiei
f pe nodurile specificate.

Demonstratie. Procedam prin inductie. Pentru n = 0 avem

Ri(z) = f(x) = L(zy; flo) = f(z) = f(a1) =

= [zn,2; fllw —21) = [,20; f](z — 21)
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Presupunem in continuare ca egalitatea (1.6.7) este adevaratd pentru
n =k —1unde k > 1, adica

(1.6.8) f(z) — L(z1, @2, ..., i flz) = [@, 21, oy flw—21) - (2 — ),
dar din formula de recurenta a diferentelor divizate obtinem

[:Clvav vy L4153 f] - [1’7.’131715’2, ey T 3 f]
Tp+1 — X

= [z, 21, ., Tpp1 5 f]
adica

[z, @1, s f] = @20, Tga s (@ — @) + [0, 225 0 Thga 5 ]
care impreund cu (1.6.8) ne arata ca egalitatea (1.6.7) este adevarata si
pentru n = k.

Din (1.6.7) si Teorema 1.4.3 rezulta urmatoarea teorema:

Teorema 1.6.2. Daca functia f este derivabila pana la ordinul n + 1

inclusiv, pe intervalul (y1,y2), unde y1 = min{z1, T2, x3,...,Tnt2},
Yo = max{wri,x9,...,Tni2}, atunci exista cel putin un punct ¢ € (y1,y2)
astfel incat:
F ()
L1, T2y ey T fl = ——+.
[ 1,42 n+2 f} (7’L+1)'

1.7 Alte forme pentru polinomul lui Lagrange
Pentru prescurtare vom nota in acest paragraf polinomul lui Lagrange
pe nodurile (1.2.5) cu L(x), adica L(x) = L(z1, 22, ..., Tnt1; f| ).

Deoarece conditiile de interpolare din definitia 1.4.1 determina in mod unic
polinomul L, atunci exista numerele reale ag, a1, ..., a,, astfel Incat:

(1.7.1) L(z) = ag + a1x + asx® + - - + a,z",

care se pot determina rezolvand sistemul:
ao+a1x1+a2x%+~-+anx’f = f(=1)
ap + a1wa + agxd + -+ + ay Ty = f(x9)

(1.7.2)

2
ao + a1 Tnq1 + 2T g -+ anpyy = f(@nt1).
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Dacé elimindm coeficientii a;, i = 0,n din relatiile (1.7.1) si (1.7.2) obtinem
egalitatea:

Loxy 2f 2 fla)
1z 3 ceoxy o f(x2)
=0
R x%ﬂ o wnyy f(@eg)
1 =z z? R L(x)
de unde obtinem pentru L urmatoarea expresie
1z 2 ezt f(x)
1@y a3 o af f(w)
L zpn @iy o 2hg floen
(1.7.3) L) 1 xr R A
7. T) =
1 = a:% R A
1 a9 x% ez
L 2n f'fiﬂ T Tpgy

De aici pentru diferenta divizata rezulta urmatoarea expresie:

1 x x? aﬂf_l f(z1)
1 29 3 a:g_l f(z2)
I R~ I
(174) [x1,$2,...,xn+1; f] = 2 oy
1 = Ty SRR i
1 x9 3 ceexh
1 2 .. n
Tn+1 xn-i—l :En—&-l

Propunem cititorului sa incerce sa deduca proprietatile polinomului lui
Lagrange si ale diferentelor divizate, date in paragrafele anterioare, pornind
de la expresiile (1.7.3) si (1.7.4) ale polinomului lui Lagrange si respectiv a
diferentei divizate.
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1.8 Interpolare cu noduri multiple;
polinomul lui Hermite

Revenim acum asupra functiilor g, 1, ..., om € I din paragraful 1.2
si presupunem ca sunt date numerele naturale ay, a2, ...,an11, a; > 1, ¢ =
1,n+ 1. Notam cu:

(1.8.1) m+1=a;+ag+- -+ apy1
si presupunem ca functiile ¢;, ¢ = 0,m si f sunt derivabile pana la ordinul
m — n pe E, de asemenea consideram iarasi nodurile de interpolare (1.2.5).

Punem urmatoarea problema de interpolare cu noduri multiple:
Sa se determine functia ¢ : £ — R;

(1.8.2) p(r) = Zcz'%(ﬂ?)
=0

astfel incat sa fie verificate egalitatile
(1.8.3) oD (x) = fD(x);i=T,n+1, j=0,1,...,a; — 1.

Conditiile (1.8.3) determina coeficientii ¢; din (1.8.2) in mod unic daca de-
terminantul

wo(x1) p1(x1) Om(z1)
@o(x1) ¢ (1) P (1)
(1.8.4) od1 D (@) Pl o (@)
@o(z2) e1(22) o om(2)
R CA) B e Co ) B AR )

este diferit de zero.
Daca determinantul (1.8.4) este diferit de zero pentru orice sistem de n +
1 noduri de forma (1.2.5) din E, atunci sistemul de functii o, @1, ..., om
formeaza un sistem interpolator fatda de problema de interpolare cu noduri
multiple de mai sus, pe multimea F.

In cele ce urmeazi noi vom analiza numai cazul particular al functiilor
@i pi(x) =a',i=0,m.
Pentru a dovedi ca aceste functii formeaza un sistem interpolator pe R, ar fi
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necesar sa calculam determinantul corespunzator dat de (1.8.4). Este bine
cunoscut ca un astfel de determinant nu se calculeaza usor si de aceea vom
dovedi existenta polinomului de interpolare cu noduri multiple fara a face
apel la determinantul in cauza.

Notam cu H,, polinomul de grad cel mult m care verifica conditiile
corespunzatoare ce rezulta din (1.8.3).

Demonstram mai intai ca H,, daca exista este unic. Pentru aceasta
procedam analog ca pentru polinomul lui Lagrange, adica presupunem ca
exista cel putin dou# polinoame H,, si H,, de grad cel mult m care verifica
conditiile de interpolare:

HD (2;) = f9) (xy), ﬁ%)(:cz) =fD(x), i=T,n+1,j=00a—1

De aici rezults ci polinomul H,,(x) = Hy,(x) — H () este de grad cel mult
m i are m + 1 radécini, aga cum rezulta din (1.8.1) si deci polinomul H este
identic nul.

Pentru claritatea expunerii de mai sus consideram un exemplu.

Ne propunem sa determinam un polinom de grad cel mult 2n + 1 care sa
verifice conditiile:

Hopi1(zs) = flay);

(1.8.5) , , )

H2n+1(x7:) = f (.%'1)7 1= 1>n+ 1
adica cazul particular al problemei anterioare pentru a; = as = - =
A: an+1 = 2.

In acest caz evident m = 2n + 1. Punem

(1.8.6) Hp(z) = Ly(z) + w(x)Hp—n(2)
n+41

unde w(z) = [] (z — ;). Calculam derivata de ordinul 1 a functiei H,, si
i=1

aven:

Hy(2) = Ly (2) + &' (@) Hpn(2) + w(@) - Hyy (@)

Din egalitatea de mai sus rezulta:

H' (z;) — L' (z;
Hmfn(I'Z) = m($1)/ n(xz)a t1=1n+1
w'(x4)
adica ) )

W' ()
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Din ultimele doua relatii rezulta pentru H,,_,, expresia:

[ () — Ly (20)] wla
Hm—n(aﬁ)zz " (@) = Ly (2i)] w(@)

= (@) ()

)

care inlocuita in (1.8.6) ne conduce la:

nt1 n+1
@ ) - L) e()
(1.8.7) Hp(z Z fla )w G @ Z; (¢ 20 @)

In cele ce urmeazi vom exprima polinomul H,, numai cu ajutorul valorilor
f(z;) st f'(z;); i = 1,n + 1. Pentru aceasta notam:

(1.8.8) @) = — <@ T

(x — x)w!(25)’

polinoamele fundamentale ale lui Lagrange. In acest caz L/ (z;) are urmatoarea

forma:
n+1

Ly(ai) = ) )l ().

j=1

Atunci membrul drept al egalitatii (1.8.13) se poate pune sub forma

n+1 n+1 n+1 l/ x] (x)
(1.8.9) Hp(z) = > fla)li(z) =D Z ) i@

=1 =1 j=1 '

n+1

+ 3 e - i) =
=1

n+1

SSINACD)
= D flw) ) = Dowe) L) | +
i=1 J=1 ()

n+1

+ 3 e - a)R(a)
=1

Daca notam:
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atunci este evident ca:

() = Li(za) 0 daca i#k
i(zr) = li(zy) =
il g 1 daci i=k.

Pe de alta parte pentru p/(z) avem:

n+1 / ey
Alo) = 2 - 3 D (@) = 3 wle) S ).

de unde pentru x = x, obtinem

(o i(z;)
Pi(rx) = lixx) - g W' (z, )/(%) L)
lj(x

= l;(l‘k) x) = 0, pentru orice i,k =1,n+1

adica © = xy, k # i sunt radacini duble pentru p;(z), k = 1,n + 1.
Deoarece gradul lui p; este 2n + 1, atunci rezulta ca p; are drept factor pe

W) :
5 §i deci poate fi scris sub forma

(x — ;)

w? ()

Pi(l‘):( 5 la+b(x —x;)], abeR.

x —x;)
Deoarece p;(x;) = 1, atunci din relatia de mai sus deducem
1= [w’(a:i)]Q - a,
adica
B 1
o ()2
Calculand derivatele functiilor p; si trecand la limita in p'(z), pentru z — x;
obtinem:
0=p'(zi) = ' (2:) " () - a + [ (2:)]* b,
de unde rezuta:
w// (xz)
[w ()]

Obtinem atunci pentru polinoamele p; urmatoarea reprezentare:

b=—

() = w?(x) B W () S
R PN IEn) il e A |

i=1,n+1
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care impreuna cu (1.8.9) ne dau pentru H,, urmatoarea reprezentare:

w?(x w (x;
Hu() = 3 f(@) oo [ - 98 (@ — o)) +
(1.8.10) =1

w?(z
+ ; F'(@) o

Vom nota polinomul determinat mai sus cu:
(1.8.11) Hy(x) = H(x1:2;2232, ..., 00413 2; f| 2)

unde specificam atat nodurile de interpolare céat gi ordinele lor de multipli-
citate.

In continuare, aga cum am procedat mai sus, vom cauta o forma analoga
pentru polinomul de interpolare cu noduri multiple in cazul general.

Definitia 1.8.1. Polinomul H,, de grad cel mult m, care pe nodurile (1.2.5)
verifica conditiile

(1.8.12) HD(z) = fO(x); i=T,n+1, j=0,a;—1

unde a1 + a2 + -+ + ant1 = m + 1 se numeste polinomul de interpolare al
lui Hermite al functiei f pe nodurile (1.2.5).

Ne propunem deci sa gasim forma generala a acestui polinom.
Pentru aceasta construim polinoamele h;;, de grad m, care verifica urmatoarele
conditii:

hij(wr) = hij(z) = - = K% D(z) =0 daca i#k

ij

(1.8.13) hyj(x;) = hlj(x;) = - = hY V(@) =B (@) = = n{3 Y =0

hl(j)(xl) =1, pentru i=1,n+1, j=0,a;— 1.
Daca h;; verifica egalitatile (1.8.13) atunci polinomul:

n+la;—1

(1.8.14) Hp(z) = Z Z F9 (i) hij (z),

i=1 j=0

verifica conditiile (1.8.12).
Din (1.8.13) rezulta ca h;; are urmatoarea forma:
hij(x) = (z — 1) (2 — 22)* - -
(1.8.15) -+ (z — mi—1) %z — ;) (v — 2i41) "+ -+ (T — Dpg1) i (),

i=T,n+1, j=0,a,—1
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unde g¢;j(x) este polinom de grad a; — j — 1, care nu are radécina pe = ;.
Consideram polinoamele ¢;; sub forma

(1.8.16) gij(z) = bg.)) + bg]l,)(g; —xi) 4+ bg;i—j—l)@ — gy)sinl
unde bg?) # 0. Notam cu w urmatorul polinom:
(1.8.17) w(@) = (z — 21)" (3 — 22)2 -+ (T — Tppr)™ .

Polinoamele h;; date de egalitatile (1.8.15), verifica relatiile:

(1.8.18) pentru ¢ # k
i—1
hig(z:) = higw) =---=h (@) =0,

i=T,n+1,j=0,a —1.

Este deci necesar sa determinam polinoamele g;; astfel incat h;; sa verifice
si ultimele conditii din (1.8.13), adica conditiile:

D (g — B oy = plai=D oy
(1.8.19) hii' (zi) = hyj " (i) = - =Ry (i) =0,
si
(1.8.20) h(@)=1, i=Tn+1,j=0,a 1.

Pentru aceasta din (1.8.15) gi (1.8.17) observam cé g;; se poate pune sub
forma:

(x — @)%~

w(z)

(1.8.21) G = hij(x)

(0)

de unde obtinem pentru coeficientul bi] , urmatoarea expresie:

b — 1im (= 2:)" . hij(z)
Y r—r w(z) (x —x;)7
si de aici avem:
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si
hm (33 _ xi)ai = (;U _ l’i)ai —
e—z;  w(x) w(®) |y,
_ 1
(:L' — l‘l)al( — 11:2) . (x Ti_ l)az 1(1» — a’;z+1)az+l e (1»1 _ $n+1)“n+1 .
Deci b?j are urmatoarea forma:
1 _\a
(1.8.22) b = — [M] .
j! w(x) o—z,

Din (1.8.16) si (1.8.21) obtinem pentru bz(]), k=1, a; —j — 1, urméatoarea
reprezentare

(1.8.23) by = klv Jim, dcf’f [(x;(;:;)ai . (xhi(;j))j] ’
dar
(1.8.24) dd—; [(x;(z)ai ' (xhij(fj))j ] -
k r—z ®) i) 1FP)
Sl [y

unde cu C,f am notat numarul combinarilor de k£ elemente luate cite p.
Se constata imediat ca functia:

(z — ;)% (p)
w(z) ’
este continua in x = x; gi de aceea are loc egalitatea
' (z — 2;)% (p) (z — 2;)% (p)
1.8.2 1 —_ =|—
(1.8:25) Py [ w(z) w(x)

Pentru termenul ramas vom observa ca h;;(z) este polinom de grad cel putin
j si deci el se poate dezvolta dupa puterile lui z — z; astfel:

T=x;

(1.8.26) hij(x) = d\) (@ — ;) +di) (@ — ) 4o+ dl P (@ — 2™
de unde deducem imediat egalitatea:

hij(z)

(1.8.27) Ty

= dg-)) + dg)(:c — )+ dz(;n_j)(:v — x)™
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care ne conduce la egalitatile:

. (k—p)
(1.8.28) lim [(’”A] T (k—p)1dli™,

=z | (x — x;))
iar pe de alta parte din (1.8.27) obtinem:
(kt+i=p) (..
qk=r) _ hij (@i) '
5T i)

In aceast’ egalitate k+j —p < a; — 1 si deci d k=p) # 0 numai pentru k = p,
adica )
 _ hig(x) 1
L TR TR
J: J-
Astfel din (1.8.23) si (1.8.24), folosind egalitatea de mai inainte deducem:

0 _ 1 [(ﬂc—xi)“i](k)

by =
K k1! w(z) _— ’
iar pentru polinoamele h;; expresia:
we) LT o—zyei 1)
h”(fﬁ) = % (x_xi)sz Z % [( w(zl)) } (I‘ - l‘l)k

de unde obtinem pentru H,,, tinand cont de (1.8.20), urmatoarea forma:

n+la;—la;—j—1 a; 7 (k)
f (x — x;)% w(x)
DIDIE = =

i=1 j=0 T=T5

Pentru polinomul H,, vom intrebuinta o notatie analoaga cu cea de la
(1.8.11), adica

Hp(x) = H(z1;a1,. .., Tpt1 5 an+1; flx) .

In continuare vom determina restul in formula de interpolare a lui Her-
mite.
Notam cu R functia:

R(f;x) = f(z) = Hp(z).

Are loc urmatoarea teoremas:
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Teorema 1.8.1. Daca f este derivabild pana la ordinul m + 1 inclusiv pe
intervalul (y1,y2) unde y1 = 1§%1£1+1{xi,$} §1 Yo = 1§r?§a5(+1{xi’$}’ x € F,
atunci exista cel putin un punct c € (y1,y2) astfel incdt:

f(erl)(C

(1.8.29) R(f;z) = (mTI)!)w(w),

unde w(z) = ] (z — x;)%.

—

=1

Demonstratie. Pentru demonstratie consideram functia ¢ : £ — R
(1.8.30) o(x) = f(z) — Hp(x) — Kw(x)

unde daca luam:

f(2) = Hi(2)

(1.8.31) K="=00

, Zz€EFE, z#x;,i=1n+1,

atunci z este un zero al lui .
Pe langa aceasta, functia ¢ mai verifica si urmatoarele conditii:

gp(j)(:ci):o pentru i=1n+1, j=0,a; —1

unde a; +az+---+a, =m+1. In consecinta, functia ¢, pentru valoarea lui
k data de (1.8.31), va avea n+2 zerouri pe E. Aplicim acum functiei ¢ lema

1.4.1 ¢i rezulta ca exista cel putin un punct ¢ € (¥1,7,), J; = 1<?ii£1+1{xi, z},
Y2 = max {x;,z} astfel incat (™t (z) = 0. Din (1.8.30) obtinem:
1<i<n+1

P (@) = [ (2) — K(m + 1)

de unde rezulta:

Frm i e)
(m+1)!"’
care impreuna cu (1.8.31) ne conduce la
fFmtD) (¢
f(z) — Hn(2) = (mTl()!)w(z)'

In concluzie, pentru orice x € FE exista cel putin un punct ¢ cuprins
in interiorul celui mai mic interval care contine punctele z;, ¢ = 1,n + 1 si
punctul z, astfel incat are loc egalitatea:

f(m—i—l)(c)

(1.8.32) f(z) = H(z1; a1, ..., Tpt1; anyr; fla) + (

Y@
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Observatia 1.8.1. Pentru a doved: existenta si unicitatea polinomului lui
Hermite pe nodurile (1.2.5) putem proceda si astfel: Consideram numerele
reale yij, i =1,n+1, j =0,a1 — 1 si scriem conditiile (1.8.3) sub forma

(1.8.33) PO(x)=vyy i=T,n+1, j=0a —1,

unde a1 + a2+ - -+ anty1 = m~+1. Notam cu Pp,, multimea polinoamelor de
grad cel mult m. Aceastd multime formeazd un spatiu vectorial de dimensi-
une m + 1. Mulymea vectorilor de forma

(’yloa Yty - -+ » Ylar—15 Y20, Y215 -+ Y2a0—15+ -+ » Yn+1,05 Yn+1,15 - - s Yn+1,an41 *1)

formeazd spatiul vectorial R™t1,

Conditiile (1.8.33) determind o aplicatie liniard Hy, : Py, — R™FL. Deoarece

spatiile P, si R™TL sunt de dimensiune finitd i dim(P),, = dim (Rm+ 1) =

m-+1, pentru a demonstra ca H,, este bijectiva este suficient sa demonstram

ca ea este injectiva.

Aceasta revine la ardta cd dacd p € Py, $i Hy(p) = 0 atunci p = 0.
Intr-adevir, conditiile (1.8.33), pentru yi; = 0, i = Ln+1, j =

0,a; — 1 ne asigurd cd polinomul p se divide in mod necesar cu polinomul w

dat de
n+1

w(x) = H (x —x)" .

i=1

Dar w este polinom de grad m + 1 iar p este polinom de grad cel mult m i
de aici urmeazd ca p nu poate fi decat polinomul identic nul. Cu aceasta,
existenta st unicitatea polinomului lui Hermite este doveditd.

Observatia 1.8.2. Cazul particular al polinomului lui Hermite cand n =0
se reduce la polinomul lut Taylor de grad cel mult m, adica:

(1.8.34) H(z1,m+1; flz) =

= e+ T gy L0 e
cu restul dat de relatia
Fmt () m
(1.8.35) R(f,z) = m(fv —z)"

unde ¢ se afla in cel mai mic interval ce confine punctele 1 si x.



50 Interpolare in R gi C

1.9 Diferente divizate pe noduri multiple

Consideram nodurile de interpolare (1.2.5) si fiecarui nod x; 1i atagam
un numar natural a;, pe care 1l numim ordin de multiplicitate al lui z;, i =
1,n+41.

Presupunem ca f este derivabila pana la ordinul m 4 1 pe multimea E.
Putem defini, de exemplu, diferenta divizata de ordinul 1 pe nodul dublu z;
astfel:

. ) — f(x; .
(1.9.1) [, x;; f] = lim M = fl(x;), i=1,n+1.
T—T T — X

In general

(192) @1,301,.. s L1y L2, L2y e oo 3 L25 ooy Tt 1s L4155y Ln+1s f] =

a; Ori as Ol an1 OT1
. 1 -1 1 i—1
= lim [fvl,azg),...,xgal );...;xi,xz(» ),...,SL‘EG );...
mgj)ﬂxi
1 -1
---;5Un+1v$£w)rl""7 7(1?1+l );f )

()

unde toti x;”” sunt diferiti intre ei, adica azgj) #* xg) pentru i # k si l # j.

In ipotezele adoptate este ugor de vazut ca are loc egalitatea

(8) (-
(1.9.3) Ty Tiy ooy T 5 f] = fk('xz) pentru k<m-+1.

k+1o0ri

In cele ce urmeazd vom arita ci in ipotezele de derivabilitate care au
fost impuse asupra functiei f, limita (1.9.2) exista si deci diferenta divizata
pe noduri multiple definita astfel are sens.



Diferente divizate pe noduri multiple 51

Pentru aceasta consideram reprezentarea (1.7.4) a diferentei divizate, adica:

~1
1 = x? xy f(z1)
—1
1z 3 xh f(z2)
1 oz alyy - xﬁﬂ f@na
(1.94) [z1,22,...,Tp+1; f] = 5 P ~ =
1 @ G xy
1 29 x3 =t
2 -1
Lo np1 ooy 0 T30 T

D(:L'l,xg, ey T4l f)
D(x1,x2,. .., Tngr; o)

Cu notatia de mai sus, egalitatea (1.9.2) revine la calculul limitei:
(1.9.5)

(1) (a1—1) (1) (az—1) (1) (ant1-1),
lim D(zy,zy7, ..., 23 y T2, Ly g eey Ty e T 1, Ty g s ey Ty (] i f)
10) D (1) (a1—1) (1) (az—1) (1) (@nt1-1), 41
e —az; D(xy, 277, ..y 25 L, T2, Ty ey Ty yoes T 1y Ty 1y weey Ty ] T )

unde azgj) #ab, i#ksauj#L
(1)

Daca inlocuim in (1.9.5), de exemplu, pe 2y’ cu z; suntem condusi la

o nedeterminare de forma —, gi tinand cont de ipotezele facute asupra lui

f, putem aplica regula lui L’Hopital. Calculand dupéa regulile cunoscute

derivatele determinantilor ce apar in (1.9.5) in raport cu xgl) si Inlocuind

(1)

in linia a doua pe x;’ cu x1, aceasta linie, In cei doi determinanti, va avea
urmatoarea forma:

0 1 221 327 -+ (m—127% f(x1)
in determinanul de la numarator si
0 1 2x; 327 - (m—12P 2 ma]?

in determinantul de la numitor. Celelalte linii evident nu se schimba.
Calculand derivatele de ordinul 1 in raport cu a:f) si inlocuind cu $§2)

cu z1 observam ca liniile de rang 2 gi 3 din ambii determinanti sunt identice.

Este deci necesar sa mai aplicam odata regula lui L’Hopital si in acest caz
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(2)

dupa inlocuirea lui z;” cu x1, linia de ordinul 3 din cei doi determinanti va
arata astfel:

00 2 3-2-21 -+~ (m=1)(m—=2)z73 (1)
respectiv
00 2 3221 -~ (m=1)(m—=2)27"2 (m—-1)m 272,

Continuand acest procedeu dupa a; — 1 pasi vom obtine pentru primele aq
linii din cei doi determinanti urmatoarea forma

1 oz x2 - a:‘lll_l z]! wclll_l e il f(z1)
1 2z -+ (a1 —1):6'1“_2 alxllll_l (a1 +1)zft - (m— 1)90{"72 f(z1)
a1+ 1), (m—1)

0 0 o - (a1—1) ailzy

!
o7 fe D (@)

!
1 (m—aq)!

2!

in determinantul de la numarator, respectiv o forma similara in determinan-
tul de la numitor, care se obtine din acesta prin inlocuirea lui f(x) cu ™.
Procedeul de mai sus continua pana la epuizarea tuturor nodurilor z; ¢ =
1,n + 1, cu ordinele lor de multiplicitate a;.

Urmeaza acum sa dovedim ca determinantul obtinut la numitor dupa
aceaste transformari nu este egal cu zero.
Pentru aceasta sa observam ca daca consideram un polinom de grad m, cu
coeficienti ag, ay, . .., a;, necunoscuti, adica:

(1.9.6) P(z)=ao+ a1z + -+ apz™

si cerem sa se detrmine acest polinom astfel incat sa fie verificate conditiile:

(1.9.7) PO (z) = f9(zy), i=T,n+1;j=0,0a,—1,

atunci obtinem un sistem de m + 1 ecuatii cu m + 1 necunoscute al carui
determinant principal coincide cu determinantul obtinut la numitorul fractiei
(1.9.5) dupa toate transformarile indicate mai sus. Dar sistemul (1.9.7)
ne determina coeficientii polinomului lui Hermite, despre care am aratat
(Observatia 1.8.1), ca exista gi este unic. De aici rezulta ca coeficientii
ag, a1, ..., ay din (1.9.6) se determind in mod unic cu conditiile (1.9.7) si
deci este evident ca determinantul in cauza este diferit de zero.
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Din cele aratate mai sus rezulta imediat egalitatea (1.9.3), adica:

1oy af - ! f(x1)
0 1 2z --- (k=1Da2F  f'(x)
00 0 - (k=1 feD(z)
00 0 - 0 F®) (1) S (1)
@1,x1,...,f1.ﬁ— U o 22 . o & B
hLon 0 1 221 - (k=122 kaf™!
00 0 - (k=1 Kkl
00 0 - 0 k!

Formula de recurenta a diferentelor divizate pe noduri simple poate fi
extinsa si In cazul nodurilor multiple astfel:
Din definitia diferentei divizate pe noduri multiple avem:

[\I’l,.’L’l,...,xl;1'2,1'2,...,.CCQ;...;$n+1,xn+1,.--,$n+l;f] =

al ori a2 ori An41 ori
_ (1) (a1—1) (1) (a2—1)
= lim {:cl,xl oo T y T2, Ty e, Ty yenn
(1 pont1—h), (9) !
ST, Ty i1y Ty 3 f s g F
dar
1 1 1 -1 1 (ant+1—1)
|:IE1,IE§ )7 .. 1’-<1a1 >7x27‘%é >7"'7xgu2 >7"'7xn+17m5r§>»15 "'vxncz!—lJrl 5 f} =
1 1) (2 1 -1 1 (any1—1)
= Hm( ) x§ ) x§“1 ) 2o m; )7...,méa2 )7...7xn+1,m£lll,,..,mna_‘_frl ;f] -
In+1 — 21

— a; — apt1—1
- |:I17‘T51)7‘T§2)7"'7w§a1 ) L2 ‘rél>3'~~3‘r; ' 1)7 il 511-&)-17"'71’.51,-‘—14—1 )7f]:| .
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De unde trecand la limita in egalitatea de mai sus obtinem:

T, Ty B3 T2y 3 T2 Ty T 3 | =

ap OTl as OTl ant1 Ori

1
= - {:Cl,.%'l,...,.%1;3}2,[132,...,1}2;...;xn+1,xn+1,...,l‘n+1;f}—
Tnt+1 — 21 ~~

a1—1 ori as Ori ani1 OTl

—{1‘1,1’1,---7961;902,9627~--,9€2;--~,$n+1,$n+1,~--,9€n+1;f] .

-~

aq Ori ag OT1 any1—1o0ri

Formula de recurenta de mai sus ne poate servi usor pentru calculul diferentelor
divizate, pe noduri multiple, prin recurenta.

1.10 Polinomul lui Hermite sub forma lui Newton

Sa consideram polinomul de interpolare sub forma lui Newton pe nodurile
de interpolare

(1.10.1) (1) (a1-1) (1) (a2—1)

T1,Ty ..., s T2, Ty 5. n., Ty ye e

1) (ant1-1)
ey Tl Ty s T .

Din (1.6.6) obtinem:

(1102) 8 (ool a0l s
T ) = fe) + etV f) @ =)+ o al? ] - )
) (w - mgn) + 4+ [m,x&l),mgz), .‘.,a:(l‘”_l) ;f] (x—z1) (az _ 55(11)) . (m _ acg'“_Q)) n
[ a2l s f] @ =) (=20 (2= 2l ) 4
+ [ml,m?),...,x&“lfl),xg,mgl); f] (x —21) (m _ m(U) - (z _ xgalﬂ)) (@ — ) + ..
+ [ml’x51)7“.Jgarl),x%x(;)’ '"737(2(1171)7 ~--7$n+1,$53-;)-17...»

,..,x;ﬁ"fl_l); f] (z — 1) (x - x§1)> (m - x§a171>> sy (T — Tpg1).e

(95 — l‘i}_‘)_l) (x _ $£:1:,1+172))
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cu restul:
R(z) = {xl,xgl), ... ,a;gal_l), e Tty e e xgll, . 733214&1—1)’ x; f}
(1.10.3) (x —x1) (w—x&l)) e , (az—mgal_l)>

oo (T = xpt1) (x - xg}rl) . (a: — xfﬁ‘flfl)) :

Trecand la limita in egalitatile (1.10.2) si (1.10.3) cand .CEZ(j) — x; obtinem
pentru polinomul lui Hermite si restul corespunzator urmatoarele reprezentari:

(1.10.4) H(z15a1,22;a2,. .., Tpgt; angr; flo) =

= f(x1) + [z, 215 f] (& — 21) + [21, 21,215 f] (@ — 1) + ...

+[$17x17--‘7$1;f} (z—2) '+ [ﬂfl,xla---,xl;xz;f (x —x1)" +
—_———— —_———
al ori a1 ori
+[$17$17--~,9E1 32, X2 - f} (x —21)" (v —22) + - -
—_———
aj Ori
—I—[xl,xl,...,xl;xg,mz,...,ajg,...,xn+1,mn+1,...,mn+1;f]-
a1 ori as ori An 41 ori
(x—x)(r—22)® .. (x — 2n)™ (x — Tpyr )2+t

si

(1.10.5) R(x) = [$1,$1,...,l’1,LL‘Q,l’Q,...,ZL’Q,...

ay Ori as Ori

e T, Tyt 1y ooy Tt 1, T f} (x —21)"(x — 22)®.c(x — Ty 1)L

An41 ori

1.11 Forma integrala a diferentelor divizate

Contributii importante in aceasta directie a adus D.V. Ionescu [59], [60],
folosind aga numita metoda a functiei (.
Pentru fixarea ideilor, consideram nodurile de interpolare numerotate in or-
dine crescatoare, adica

(1.11.1) 1 <Xy < -0 < Ty < Tpyl
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si functia f € C[TOLu,an]' Fiecarui interval [z;, x;11], ¢ = 1,n, 1i atagam cate

o functie ¢;, i = 1,n care verifica ecuatiile diferentiale

(1.11.2) gpgn)(w) = 0, pentru orice z € [x;,xiy1], i = 1,n.

Aplicand formula de integrare prin parti in mod repetat fiecarei integrale de
forma

(1.11.3) /goi(a:)f(")(a:)dx, i=T1n,

T

si tindnd cont de (1.11.2), obtinem

[ @ @)ds = [(a) @) - afa) 0D )+
(1.11.4) +o (—D"‘%oﬁ”‘”(m)f(x)}?1 » t=1n.

Daca adundm membru cu membru egalitatile (1.11.4) obtinem:

Tn+1

(1.11.5) / (@) (@) do = F(f)

unde F este o functionald ce depinde de f, f/,..., f® 1, asa cum rezults
din (1.11.4) si ¢(x) = p;(x) pentru = € [z, xit1], i = 1, n.
In continuare vom arata ca egalitatile:

0 daca f(z)
1 daca f(x)=2a",

', 1=0n-1

(1.11.6)  [21, %2, ..., Tnt1; f] = {

enuntate in Proprietatea 1.5.3. caracterizeaza complet diferenta divizata de
ordin n a functiei f, daca tinem cont cd aceastd functionald este gi liniara
(Proprietatea 1.5.1).

Intr-adevir, daci notdm cu G o functionald definitd pe multimea functiilor
f cu domeniul de definitie dat de multimea formata din punctele (1.11.1),
atunci are loc egalitatea:

n+1

(1.11.7) G(f) = Nif(z),
=1
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unde \; € R, i = 1,n 4 1 si nu depind de functia f.
Daca scriem ca functionala G verifica egalitatile (1.11.6) obtinem pentru \;
urmatorul sistem:

n+1 .
Sl = 0, j=01,....n—1
i=1

n+1

Z )\zl'? =1
i=1
la care daca adaugam relatia (1.11.7) si eliminam A1, Ag, ..., A\p4+1 obtinem:
1 1 1 e 1 0
I T2 T3 cee Tn+1 0
a? 3 R 0
0 =0

ATt a0
xy Ty e 1

f@1) flz2) f(zs) - flap) G(f)

de unde folosind (1.7.4) obtinem:

1 1 1 e 1

xr1 xo T3 s Tn+1

T ST SR

G
flx) f(x2) f(xs) - fl@nn
G(f): ~ :[mlyx27"'7xn+l;f]7

1 1 1 - 1
z1 Z2 T3 o Tpgl
g 3 x3 e x%ﬂ
ryoxy oxy Lo

ceea ce trebuia demonstrat.
Revenim acum la functionala F' data de (1.11.5) si observam ca pen-
tru ca ea sa reprezinte diferenta divizata pe nodurile (1.11.1) este necesar si
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suficient ca in valoarea acestei functionale pe functia f sa nu figureze valo-
rile derivatelor functiei f pe noduri, adica in F(f) sa dispara termenii care
contin valorile f(x;), f"(x;), ..., f™ Y(x;), i = T,n + 1. Pentru aceasta
este necesar gi suficient ca functiile ;, i = 1, n, sa verifice conditiile

pr(@1) = @i (@) = = " D (a1) =0

o1(22) = o) = P (w2) = P (@2), .., "D (w2) = 9" (2)

0o (23) = 3(x3), Py(x2) = Pi(@3), .., 05 2 (w3) = oy~ (w3)
(1.11.8)

Gn1(n) = on(En), Pt (@no1) = (@), 037 (@0) = 0D (@)

On(Tns1) = Po(@ny1) = = oD (1) = 0.

Cu aceste conditii functionala F' este liniara si se anuleazi pentru f = a?,
i = 0,n — 1. Este necesar ca pe linga conditiile (1.11.8) s& impunem conditia
suplimentara

(1.11.9) Flz™) =1.

Aratam in continuare ca ecuatiile diferentiale (1.11.2) cu conditiile (1.11.8)
si (1.11.9) ne conduc la o solutie unica.
Daca consideram functiile ¢;, i = 1, n sub forma:

— )1
a(s) = MG
s—x1)" 1 s—xo) 1
i) ¢ = MR+ A U
s—x1)" ! s—xo) L S—Tn n—1
Qpn(S) = Al(@l%)'_‘_)@%_k"{')\n((n_%). ’

atunci ele verifica ecuatiile (1.11.2) impreuna cu conditiile (1.11.8) pentru
orice valori ale parametrilor A1, Ao, ..., A,. Determinam parametrii A\;, ¢ =
1,n cu cele n — 1 conditii ce trebuie verificate de functia ,, pe punctul x,1
si cu conditia (1.11.9).

Cele n — 1 conditii din (1.11.8) ne conduc la sistemul de ecuatii:

(1.11.11) A1($n+1 - 561) + )\2($n+1 - SCQ) + -+ )\n(anrl — :L‘n) =0

)\1(.CC7L+1 — 1‘1)2 + )\2($n+1 — SU2)2 + -+ )\n($n+1 — :Un)2 =0

M(Zner —20)" P X (Tng1 —22) o A (T — )" =0
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Introducem un nou parametru A,41 cu conditia:
(1.11.12) AMFX+ -+ A+ A1 =0,

sistemul (1.11.11) devine:

A1z + XoTo + o+ Apmp + Ai1Tpg1 =
(1.11.13) Mz + 0 Aexd + 0 4+ A+ Azl = 0
M+ bt 4+ Al o+ Nl = 0,

care impreuna cu ecuatia (1.11.12) ne determina parametrii A\;, i = 1,n + 1
in afard de un factor. Solutia sistemului format cu ecuatiile (1.11.12) si
(1.11.13) este data de egalitatile:

A A

(1.11.14) ! - 2 — ...

(xg,xg,...,a:n+1) V(x17x37"')xn+l)

_ (_1)n)‘n+1 _
Vizy,x9,...,2n)
unde cu V(y1,92,...,yn) am notat determinantul lui Vandermonde al nu-
merelor y1,%2,...,Yn S1 a este un parametru ce se va determina cu conditia
(1.11.9).
Din (1.11.10) deducem egalitatile

(1.11.15) PP =M+ A+ N, i=1n

Folosind egalitatile de mai sus si conditiile (1.11.8) obtinem pentru F urméatoarea
reprezentare:

F(f) = (=D)"al[f(x1)V(x2,23,.. ., Tpy1) — fx2)V (21,23, ..., Tpg1) + -

+ (—1)nf($n+1)V($1, Z2,. .. ,.len)]
sau .
1 x% R A f(z1)
1 =z 2 ... gt T
Fp=a| ! T )
1 apn 22y o 2iy f(@ng)

din care tinind cont de (1.11.9) rezulta

1

V(z1, 22,y Tpy Tpt1)

o=
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adica
Loa o e a fla)
Lowy  ay - ayh o f(a)
1w 2dy o 2 flaen)
F(f): 1 2 n—1 n = [-7/'1,.%'2,...,.1'”+1;f]
$]_ .’I;l ce l‘l ./1:1
1 73 ngl xh
2 -1
L SR T BRI NS R AT

de unde tinand cont de (1.11.5) obtinem:

(1.11.16) [T1, 22, ..., Tny1; f] = / o(x) - f(2) da

xr1

unde ¢ : [z1,Zn11] — R, @o(x) = @;(x), pentru = € [z;,x;41], ¢ = 1, n, adica
restrictiile lui ¢ la intervalele [z;, x;+1] coincid cu functiile ;.
Daca introducem notatiile

( ) r—1x; daca x>z
r— T4)+ = .
’ 0 daca = <z,

atunci functia ¢ se poate reprezenta sub forma:

o)t (@ (0 = ans)y !
S W et VE S W eV SIS W i o2 VL S
Plw) = M—r it Ty e P A T

care dupa cum se vede nu este altceva decat functia spline de ordin n — 1 ce
verifica conditiile (1.11.8).

Reprezentarea (1.11.16) a fost obtinuta a pentru prima data de catre G.
Peano [27].
De asemenea, aceeasi reprezentare se mai poate obtine si folosind dezvoltarea
tayloriana a functiei f pe punctul 11 cu restul sub forma lui Peano, pentru
valorile lui f pe punctele x; ,7 = 1, n si reprezentarea diferentei divizate data
de (1.7.4). Acest mod de abordare al problemei apartine, dupa cum se afirma
in [60], lui P. J. Laurent.

Tinand cont de (1.11.14) si de reprezentarea parametrului a, data ulte-
rior, observim ci pentru );, i = 1,n + 1 avem urmatoarele reprezentari:

i1 VI(T1, 22, T 1, Tig 1, Tig1)
V(.%'l,.%'g, ey xn+1)

Ai = (—1)
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Pentru proprietati suplimentare si detalii asupra functiei ¢ recomandam
cititorului lucririle [59], [60]. In aceste lucrdri autorul construieste toats
teoria interpolarii cu polinoame, pornind de la definitia diferentei divizate
ca fiind o functionala liniara ce verifica egalitatile (1.11.6) si pentru care
se construiesc, aga cum am procedat mai sus, functiile @;, i = 1,n+ 1 ce
determina functia f din reprezentarea (1.11.6).

1.12 Interpolarea functiilor de variabila complexa

Este evident ca formal, si in cazul functiilor de variabila complexa poate
fi scris polinomul lui Lagrange, dar studiul restului in acest caz nu se mai
poate face cu metodele pe care le-am folosit In cazul functiilor reale de o
variabila reala, deoarece pentru functiile complexe teorema lui Rolle nu mai
functioneaza.

Fie I' o curba plana simpla inchisa si f o functie de variabila complexa
definita pe I' si In interiorul curbei I'. Presupunem ca f este analitica pe
domeniul de definitie specificat. Consideram in interiorul curbei I', n 4+ 1
noduri de interpolare

(1.12.1) 21,22,y 2041, 2 £ %) dacd i #j

si notam cu w(z) = (z — 21)(z — 22) - - (2 — Znt1)-
Fie P o functie data de relatia:

1 w(s) —w(z)
1.12.2 Plz)=— | ————= d
(1122) ()= g7 [ L0 T ds
r
unde integrala din membrul drept este egala cu suma rezidurilor functiei
de sub integrala corespunzatoare fiecarui punct din sistemul (1.12.1). Dar
rezidul pentru un punct arbitrar z; din (1.12.1) este dat de egalitatea:

w(s) —w(z) w(z)

slggk w(3)(s — 2) f(s)(s —z1) = f(%)m )
adica
(112.3)  P(z) = Lnif(zk)L Lz, 2 2 f12).
2mi £ W(zg)(z — 2k) e ’

Daca scriem egalitatea (1.12.2) sub forma:

r r

2 ) w(s)(s—z)
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si daca tinem cont de formula lui Cauchy atunci obtinem egalitatea

B _ w(z) f(s)
f(z) = L(z1, 22, ., 2n41; f12) + omi /w(s)(s—z) ds.

Astfel restul in formula de interpolare a lui Lagrange este dat in acest caz

de egalitatea ) #s)
R(z) = 270 F/w(s)(s —2) ds.

REFERINTE

Pentru redactarea acestui capitol am folosit lucrarile: [27], [39], [42], [59],
[60], [86], [88], [115], [126], [127] si [129].



Capitolul 2

Derivate de ordin superior
ale functiilor inverse si
functiilor compuse

In acest capitol vom aborda problema calculului derivatelor de ordin
superior pentru functii compuse si functii inverse.

Forma generala a acestor formule ne va fi necesara, in capitolele urmatoare,
la studiul metodelor de iteratie de tip interpolator.

2.1 Derivatele functiilor compuse

Fie I un interval al axei reale si f : I — R o functie. Notam cu K
multimea valorilor functiei f, adica K = f(I). Fie g : K — R si functia
h=go f,unde h: I — R h(z) = g(f(x)) pentru orice x € I.

Functia h este functia compusa a celor 2 functii f si g. Fie xg € [
un punct din interiorul intervalului / si » € N un numéar natural. Asupra
functiilor f si g vom face urmatoarele ipoteze:

(i) functia f este derivabila, pand la ordinul n inclusiv, pe punctul z;

(ii) functia g este derivabild, pdnd la ordinul n inclusiv, pe punctul
Yo = f(zo)-

Forma generala a derivatei de ordin superior pentru functia i pe punctul
o este data de urmatoarea teorema.

Teorema 2.1.1. Daca functiile f si g verifica ipotezele (i) si (ii), atunci
functia h admite derivate de orice ordin k € N, k < n, pe punctul xo st

63
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derivata de ordin k este data de relatia:

(2.1.1) h®) (o) Z g (f V(o) ,

(%)

unde coeficientii uy,’ (xo), i = 1,2,...,k sunt dati de urmatoarele relatii:

(i) k!
(2.1.2) Uk = Z (a)!(1N)a - (ag)!(2D)22 ... (ag)!(K!)**
] [f/(xo)]al [f//(l“o)]@ o (f(k) (xo))ak

unde suma de mai sus se extinde asupra tuturor solutiilor intregi nenegative
ale sistemului

ap+ay+---+a = 1
(2.1.3) {1 ? §

a1+2a2+-~+kak = k.

Demonstratie. Vom proceda prin indutie completa atat in raport cu i cat
i in raport cu k.
Pentru k£ = 1 avem:

(2.1.4) W (w0) = g'(f(@0)) - f'(z0) -
In acest caz sistemul (2.1.3) are numai solutia a; = 1 deoarece in acest caz

1
avem i = k = 1. Din (2.1.1) pentru k = 1 obtinem ugl) = an-an f(xo) =
f'(xg), adica (2.1.1) este adevarata pentru k = 1.
Presupunem ca formula (2.1.1) este adevarata, unde coeficientii MS) sunt
dati de (2.1.2). Derivata de ordin k + 1 a functiei h se obtine din (2.1.1)
astfel:

k

P =3 L G0 (1 (0)) ) (w0) £ (20)+9) (1 (0)) [ (0)] } =
=1
k+1

(2.1.5) Zg ,ukJ)rl

unde coeficientii u,(f) verifica relatiile:

“+1
W (@o) = ul (o) f(wo) + [ (20)] ) i=2,3,.. ks
(21.6) ¢ ul (@) = [V (@0)];

w0 (@0) = P (w0) f/(0) -
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Pentru i = 1 sistemul (2.1.3) are solutia unicd a; = ag = -+ = ag_1 = 0,

ar = 1 gi deci u( )(xo) = f®)(x0) si deci din (2.1.6) avem M;(glll(%) =

f(k+1)< )

Tot din swtemul (2.1.3) pentru i = k obtinem a; = k ag = a3 =--- =

ar, = 0 si deci uk ( 0) = [f'(xo)]k si daca folosim (2.1.6) avem: ué]fll) =
[f(z 0)]k+1-
Din cele aratate mai sus, este clar ca primul si ultimul din coeficienti dati
de (2.1.2) au forma indicata. Ne folosim acum de prima relatie din (2.1.6)
pentru a demonstra valabilitatea relatiilor ce ne dau coeficientii intermediari.
Trebuie deci sa dovedim ca, coeficientii ,u,(i)rl, i = 2,k au forma cores-
punzétoare ce rezulta din (2.1.2) pentru k£ + 1. Din formulele de recurenta

(2.1.6) avem:

(2.1.7) f’(xo)u,(ffl)(xo)z
k! / 1T gl 2 k
= a0 () TR [ 0)] " [ (20)] 2 ... [F® (o)) ™

unde by = a1+ 1, bo = ao,..., by = a i a1, a2 ...ax verifica sistemul
a+az+ -+ ag = 11— 1;

(2.1.8)
a1 +2as+---+ka, = k.

Este clar ca daca (2.1.8) este verificat de aj,as,...,ak, atunci by, by, ..., by

verifica sistemul
b1 +by+ -+ b = 1

by +2bo+---+ kb, = k+1.

In cazul in care bx41 = 0 atunci avem

i k!
2.1.9) f(zo)ul™ (xo) = :
( 9) f (xO)/’Lk (.TO) Z (al)!(ll)al o (ak)'(k')“k
) [f/(xo)]bl [f”(l’o)]bQ o [f(k) (.’L'())]bk [f(kJrl)(l‘o)}ka

unde by, ba, ..., by verifica sistemul:

by +by+ -+ b+ b = i
(2.1.10) L BTk '

by +2bs+ -+ kb + (E+ )b = k+1

Observam ca in sistemul (2.1.10) bgy1 nu poate lua decéat valorile 0 sau 1.
Dar pentru biy; = 1, rezultd by = by = --- = by, = 0 si deci In mod necesar
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i trebuie sa fie dat de ¢ = k + 1, adica singurul sistem verificat de bg11 =1
este
b1 +ba+ -+ bi + brt1 = k+1;

In acest caz coeficientul corespunzator p,(f:ll) a fost deja stabilit la Inceputul

rationamentului nostru. Asa deci (2.1.9) are loc si pentru k + 1.
Pentru cel de-al doilea termen din dreapta relatiei (2.1.6) avem:

7 / k! . / a1
el = 3 ey 2l ol -

(2.1.11) D) [P ()] R (w0)]

unde prima suma se extinde asupra tuturor solutiilor in numere intregi
nenegative ale sistemului

ai+az+---+a = 1
(2.1.12) L §
a1+ 2a9+ -+ kap = k.
Fie (a1, a2, ...,ax) o solutie a sistemului (2.1.12). Se observa ca daca unul

din numerele a;, i = 1, k este zero, atunci termenul corespunzator din suma
indexata de la (2.1.11) este zero si deci nu intervine nici o modificare.
Daca (a1, as .. .ay) este solutie a sistemului (2.1.12), atunci pentru ag41 =0

avem
ar+as+ -+ ag+ aggq = 1

ap +2az + -+ kap + (k+1ag1 = k.

Se constata cu usurinta ca solutiile:

by =a1—1, bp=az+1, bg =as,...,bp = ai, bpt1 = ag41;

bi =ai, bo=as—1, bg=az+1,...,bp = ai, bpt1 = ap41;

(2.1.13) b1 =a1, bp=ag,...,bi1 =a;1b; =a; — 1, biy1 =

=aj+1+1,...,bp = ag, bgp1 = a1

b1 =ai, bo =ag,...,bp =ar — 1, bpy1 = agp1 +1
verifica sistemul

bi+by+ - +bg+b = i
(2.1.14) { 1+ b2 k T Ok+1

bl+2b2+"'+kbk+(1€+1)bk+1 k+1.
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Din (2.1.14), (2.1.6) si (2.1.11), schimband ordinea de insumare in (2.1.11),

obtinem coeficientul u,&lil(xo) sub forma

(2.1.15) pl!), (o) =

k+1 ! / ai [ pn az ak+1
B Z (aq)!(11)ar. ( a!k+1)[(k + 1)!]ak+1 [f (:UO)} [f ($0)] [fkﬂ(xoﬂ

unde suma de mai sus se extinde asupra tuturor solutiilor sistemului

a;+az+ -+ ag4 = 1
ar+2a2+ -+ (E+1aryr = k+1

Cu aceasta teorema este demonstrata.

2.2 Cazuri particulare

In cele ce urmeazi vom aplica formula (2.1.1) pentru a obtine cateva
derivate succesive ale functiei compuse.
1. k= 1. In acest caz sistemul (2.1.3) va avea forma

ay = 1
(2.2.1)
ay = 1

si deci suma (2.1.2) va avea un singur termen, adica

" a0) = g £ ao) = £

de unde obtinem formula binecunoscuta:

(2.2.2) W (xo) = g'(f(0)) f'(20) -
2. k = 2. In acest caz avem urméitoarele dous sisteme

a1 +a = 1

(2.2.3) L
a1+ 2a2 = 2,

si
a1 +a = 2

(2.2.4) P
a1 +2as = 2
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Sistemul (2.1.3) are singura solutie a; = 0,a2 = 1, iar sistemul (2.2.4) are
solutia unica a; = 2,a9 = 0.
Avénd in vedere cele 2 solutii si (2.1.2) obtinem

|

) = gy /) = 1" (eo),
!

uy(ao) = ﬁ [£/(20)]* = (o)

si de aici, tinand cont de (2.1.1) avem:

2

(2.2.5) W' (zo) = g'(f (o)) " (zo) + ¢" (f (o)) [ (z0)]” -

3. k = 3. In acest caz trebuie sa determinam solutiile urmatoarelor 3
sisteme:

(2.2.6) ai+ag+az = 1;
- a1 + 2a2 +3a3 = 3,

(2.2.7) ai+az+az = 2;
o a1+ 2a9 +3a3 = 3,

si

(2.2.8) apt+az+taz = 3;

a1+ 2a2 +3a3 =

Este usor de vazut ca sistemul (2.2.6) are singura solutie a; = az = 0, a3 = 1.
La fel sistemul (2.2.7) admite numai solutia a1 = az =1, ag = 0. In sfarsit,
sistemul (2.2.8) are solutia unica a; = 3, ag = ag = 0.

Din acestea, tinand cont de (2.1.2) obtinem:

3!
ZRCONS (O (110 - (01)(21)° - (11)(31)! f"(wo) = 1" (wo)
p (z0) = ’ o= 3f"(x0) f"(x0) ;

AN (aHT - 2100 (3Y
(3) _ 3! T
iy (@) = (3113 - (01)(21)0(01) (31)0 (o))"

Folosind acesti coeficienti avem:
(2.2.9) h'"(x0) =
=g (f(20)) " (z0) + 39" (f(x0)) f" (xo) f'(x0) + g" [ f(z0)] [f' (x0)]

3



Cazuri particulare 69

4. k = 4. Consideram urmatoarele sisteme:

(2.2.10) a1 +ag +a3z+aq = 1;
o a1 + 2a2 + 3az +4ay = 4,
(2.2.11) a1+ az +as + ayg = 2;
o a1 + 2a + 3az +4ay = 4,
(2212) a1 +ag +asz+ag = 3;
- a1 + 2as + 3a3 +4ag =

si

(2.2.13) ai +az+az +as = 4

a1 + 2a0 + 3az +4ay4 =

Pentru sistemul (2.2.10) avem solutia unica a; = a3 = a3 = 0 §i aqg = 1.
Sistemul (2.2.11) are 2 solutii i anume: as = a4 = 0, a; = az = 1 si inca
a1 = a3z = aq = 0, ag = 2. Sistemul (2.2.12) are solutia unica a; = 2 ag = 1,
a3 = ag = 0. In sférsit, (2.2.13) are de asemenea o singuri solutie ag = a3 =

as; = 0 a; = 4. Coeficientii ,uy) (x0), i = 1,4, corespunzitori sunt dati de

urmatoarele relatii:
) = f (4)(5U0);
(wo) = Af'(wo)f" (o) + 3[f"(z0)]*;
wP (o) = 6] (20)]* " (wo) ;
(@) = [f'(z0)]"

Derivata de ordin 4 a functiei h va avea forma:

(2.2.14) hB(z0) = ¢'(f(z0))fD(xo) +
+ o (F(@o)) {4f (20) " (wo) + B[ (x0)) "} +
+ 69" (f(20)) [/ (@0)]* " (x0) + g (F(x0)) [f'(x0)]"
5. k = 5. In acest caz trebuie rezolvate urmitoarele sisteme:
ay + as + as + as + as = 1;

(2.2.15)
a1 + 2a9 + 3as + 4a4 +5a5 = 5,
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(2216) a1+ as +as+ag+ as = 2;
- a1 + 2a9 + 3a3 +4aq +bas = 5,
(2.2.17) a1+ az + a3 + a4 + as = 3;
- a1 + 2a9 + 3as + 4a4 +5a5 = 5,
(2.2.18) ay+ag +az+aq+as = 4;
o a1 + 2as + 3as + 4aq4 + bas =

si

(2.2.19) a1+ az + az + aq + as = 9;
o a1 + 2a9 + 3az + 4a4 +5a5 = 5.

Pentru sistemul (2.2.15) se constata ugor cd a; = az = a3 =a4 =0sias =1
este singura solutie. Sistemul (2.2.16) are doua solutii si anume:

a)a; =a4=a5=0,a3=1,a3 =134

b) a2:a3:a5:0, a4:a1:1.
De asemenea sistemul (2.2.17) are tot 2 solutii:

a)ag =a4=a5=0,a1 =2,a3 =1si

b)ar =1, a2 =2, a3 = a4 = a5 =0.
Pentru (2.2.18) avem solutia unicd a1 = 3, ag = 1 a3 = a4 = a5 = 0.
La fel pentru (2.2.19) avem solutie unica a5 = az = a3 = a4 = 0 si a1 = 1.
Suntem astfel condusi la urmatorii coeficienti:

1 (zo) = FO(a0);

u$ (o) = 10f"(wo)f" (x0) + 5" (w0) FD (o) ;

u (o) = 10[f(20))* 1" (x0) + 15" (z0) [ (x0)]*;
u @ = 10[f(20)]’ " (z0) ;

u (o) = [F(20)]”.

Folosind coeficientii de mai sus, obtinem pentru h(®) (zq) urmitoarea relatie:
(2.2.20) h®)(x0) = ¢’ (f(20)) f® (w0)+

+ 9" (f(x0)) {10f”(900)f”'(900) + 5/ (o) fY (370)} +

+ 9" (f(0)) {10[£/(@0)) 21" (w0) + 151 (wo) [ (20)) } +

)
+10gW (f(0)) [/ (x0)]> f" (x0) + 9 (f (o)) [ (x0)]”-



Cazuri particulare 71

Desigur, pe masura ce ordinul k£ al derivatei functiei h creste, relatiile core-
spunzatoare devin din ce in ce mai complicate. Din acest motiv ne oprim
aici cu analiza cazurilor particulare ale Teoremei 2.1.1 si in continuare vom
analiza relatiile obtinute, pentru cazul g = f~!, adica g este inversa functiei
f.

Fie V = V,, o vecinatate a lui xg. Presupunem ca functia f : V — U,
V C R, unde U = f(V) este bijectivi, deci exista f~!(y) pentru orice y € U.
In acest caz h(z) = g(f(z)) = f~1(f(z)) = = pentru orice z € V.

Relatiile (2.2.2), (2.2.5), (2.2.9), (2.2.14), (2.2.20) si cele care se obtin
pentru £ > 6 impreuna cu relatia (2.1.1) ne dau posibilitatea ca in anu-
mite ipoteze sa obtinem, din aproape in aproape, succesiv derivatele functiei
inverse 1.

Din relatiile specificate mai sus avem:

[ffl(yo)}/f/(xo) =1, unde yo= f(zo)

[ffl(yo)}/f”(ifo) + [ffl(yo)]” [f'(z0)]" =0
3

[ (wo)] " (o) + 3[F 1 (o))" (o) ' (xo) + [F 2 (w0)]" [f'(x0)]” =0
(2.2.21)

k . .
[f ™ (o)] (l),u;(f)(xo) =0,
i=1
unde /L](j) (o) sunt dati de (2.2.2). Asa cum rezulta din demonstratia Teo-

remei 2.1.1, coeficientul derivatei de ordin k a functiei f=! va fi [f’(xo)] (k)
si deci in ipoteza f'(x) # 0 din (2.2.21) obtinem succesiv:

(2.2.22) [ (o)) = f/(lxo) ;

_ " f”(xo)
9.2.23 1 _ I ;
( ) [f (y())] [f,(xo)]3

") o) = 3[f"(x0)]”

(2.2.24) [ (o))" = TSk
g

Este acum clar ca din (2.2.21) putem obtine derivatele de orice ordin ale
functiei f~1.
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2.3 Derivatele functiei inverse

Fie I C R un interval si f : I — R o functie. Consideram xg € I, zg
punct interior al lui /. Notam cu V = V,, o vecinatate a lui zo, V C 1.
Presupunem ca restrictia functiei f la V' admite o functie inversa definita pe

U= f(V).

Fie p = f|v, atunci existd o1 : U — V si ¢! (¢(x)) = & pentru orice
zeV.

In cele ce urmeazi, vom nota cu yo = ¢(xo) si cu yén) = ™ (x0),
n=12...,
Are loc urmatoarea teorema:

Teorema 2.3.1. Daca functia f verifica conditiile
i. restrictia @ o lui f la'V este bijectivd;
1. f admite derivate pe punctul xg pand la ordinul n € N, inclusiv;
iii. f'(wo) # 0,
atunci functia =1 = o= admite derivate, pe punctele yo = f(xo) = ¢(x0)
succesive, pand la ordinul n, inclusiv si au loc relatiile:

(2.3.1)

; —1+44 i i (k) \ %
1 k)~ (2k =2 — i)l (—1)F I i\ Syl y
[T o) =3 iolis! . iglyh2-1 \ 1! 2€0) VR

yo
k=1,2,...,n

unde suma de mai sus se extinde asupra tuturor solutiilor, in numere intregi
st nenegative, ale sistemulus

i9+2i3+3ig+---+(k—1ip, = k—1;

(2.3.2) o o
tg i3 +ig+ - +iptin = k-1.
Demonstratie. Notam cu P, = P(y}),y{, ... ,y(()k)) un polinom ce depinde

de variabilele yéi), i=1,k.
Aratam prin inductie ca

(2.3.3) [0 ()] " = (~1)"

Intr-adevar pentru n = 1 avem:

[0 (wo)] = i, adick Py =1.

o
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Presupunem ca (2.3.3) are loc pentru n = k, adica exista polinomul Py, astfel
incat

(k) _ k-1 bk
(2.3.4) [o(yo)]™ = (-1) Py T
(4]
Din (2.3.4), derivand in raport cu y, obtinem:
sy e PR =2k = DP ()" g 1
(2.3.5) [(:0 (yo)] =(-1) N Ak—2 T
(w0) Yo
2
_ (v, @R DPeyoys — () B _ e Penn
=(=1)"- 373 = (1" — 5
(o) (o)
de unde rezulta ci polinoamele P verifica relatia de recurenta
(2.3.6) Pei1=QRk—1D)Py —yoPL, Pi=1, k=12 ...
Fie acum P, sub urmatoarea forma
(2.3.7) Pe=" A(iviz,..in) (o)™ (W)™ ()™
Relatia (2.3.6) ne da posibilitatea sa observam ca pentru k > 2, P, nu are
decat un singur termen ce contine pe y(()k) si acest termen este ( —1)"3 (y{)) k_Zy(()k).

Tinand cont de aceasta observatie, in ceea ce privegte coeficientii Ay, avem
doua posibilitati si anume i, = 1 sau i, = 0.

Dacd i, = 1 atunci Ay (i1, 42,..., i) = Ag(k —2,0,0,...,0,1) = (=1)~.
Pentru iy = 0 avem Ay (i1, 42, ..., i) = Ak (i1, i2,. .., ik-1,0).

Ne propunem, in continuare, sa stabilim o formuld de recurenta care
sa fie verificatd de coeficientii Ag, £ = 1,2,...,. Observiam mai intai ca
daca unul din indici (2‘1, 19, ... ,ik) este negativ, atunci trebuie sa consideram
coeficientul Ay, (z’l, 12, ... ,ik), corespunzator, egal cu 0.

Formula de recurenta (2.3.6) ne conduce usor la urmatoarele afirmatii:

Termenul din (2.3.7), ce contine produsul (y{))i1 (y{]’)i2 e (yékil))lkfl .

(y(()k)yk se obtine prin una din urmatoarele operatii. inmul@ind cu (2k—3)yy

termenul

A (inin = Vg, i) () (08)" 7 (w8 0)

sau inmultind cu —y;, derivatele termenilor care corespund urmatorului sir
de multimi ordonate de indici

(i17i2_17i37"')ik—1); (7’1 _177;2+17i3_17i4)~"ik—1);

(il —1,i2,’i3+1,’i4—17...,ik_1); ceey (il —17i2,i37...7ik—2+1,i1€_1—1)
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si deci are loc urmatoarea formula de recurenta
(2.3.8)  Ag(ir,i2,...,0k-1,0) =
= (2k — 3 — 1) Ag_1 (i1, 92 — 1,43, ..., ik—1) —

[\

= (i + 1) Ap—r (i = Lydg, iy + Lyijpn — 1, yig—y)
=2
Pentru i = 1 are loc relatia
(2.3.9) Ap(k —2,0;0,...,0,1) = —Aj_1(k — 3,0,0,...,1).

Pe mai departe, notam cu Zj, (k > 2) multimea sirurilor finite de numere
intregi nenegative de forma (i1, 42, ...,) care verifica sistemul:
k k
Y G-Dij=k-1 i1=(k=1)= ij.
j=2 =2
Vom arata ca suma din (2.3.7) se extinde asupra multimii Zj.

Procedam prin inductie completa si anume: se verifica fara dificultate
prin calcul ca proprietatea are loc pentru k =1 si £k = 2. Presupunem ca ea
are loc pentru k = s, s > 2 si aratam ca este adevarata gi pentru k = s + 1.

Observam ca pentru a obtine polinomul Psy; din Ps, conform (2.3.6),
se fac urmatoarele operatii:

a) Se inmulteste Ps cu (2s — 1)y” i aceasta Inseamni ca exponentul 7o
se mareste cu o unitate, iar restul exponentilor nu se schimba. In continuare
avem:

i+ 1)+ > (G —1Dij=14+> (j-1ij=1l+s—1=s

j=3 Jj=2
si
S s
s— g+ 1+) | =s—1=) ij=i.
j=3 J=2
b) Din regula de calcul a derivatei lui Ps rezulta ca trebuie sa schimbam
pe ip cu iy — 181 441 cu ipp1 + 1 si apoi Atermenul obtinut se Inmulteste cu

—y(, pentru fiecare p = 1,2,...,s — 1. In acest caz, pentru prima relatie
avem:

p—1 s

G-V + - — 1) +p(ips+1)+ > (—1)i; =

j=1 Jj=p+2

S

=y —-lij—p+l+p=s—1+1=s.

<.
[|
I\
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iar pentru cea de-a doua relatie rezulta:

p—1
S—Zij—(ip— — (ipp1+1) — sz—s—sz—zl—i—l
j=2

Jj=p+2

Din rationamentele de mai sus rezulta ca, daca pentru P suma core-
spunzatoare se extinde asupra tuturor solutiilor ce fac parte din Z, atunci
pentru P, suma se extinde asupra tuturor solutiilor ce fac parte din Zs ;.

In continuare vom demonstra pentru coeficientii A urméatoarea relatie

(2k — 2 —iy)(—1)4 1
Lol ()20 (k)

iolig!. ..
Este ugor de vazut ca (2.3.10) este adevarata pentru k = 1 si k = 2. Daca
1 = 1 atunci avem:

(2.3.10)  Ag(iv,iz, ... ik) =

Ap(k —2,0,0,...,0,1) = (=1)*.

In sfarsit, daca i, = 0, din ipoteza ca (2.3.10) are loc pentru k = s — 1,
tindnd cont de formula de recurenta (2.3.8), avem:

As(il,i% s 7is—150) = (25 —3- /L.].)As—l (ilaiQ - 177:3) . 'ais—l)_
s—2
(5 + 1) Ag_q1 (i1 — Lydo, oo ij + 1441,y igm) =
j=2
(25—4—2’1)'(—1)“ g -2

iglig! . ie_1! (202 [(s — DJis—1

. (25 —4 — i1 + 1) (- 1)“ Yijpi(j+1)!
2 ) R @ [ D ()7

=(2s—3—1iy)

B (2s —3—1i)! (-1
igldgl L is 1207 (s — Zslzﬂj

ZQ! 13- .

dar
n

D ijej=2s—2—1i

=2
adica avem
(25—2—i1)! (—1)1
ioligl. . is—1! (is)! (21)%2 - ()3 ... [(s — 1)!]ts-18!

unde evident i, = 0. Cu aceasta teorema este demonstrata.

As(il,’iz, A 7is—1,0) —
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2.4 Cazuri particulare

Ca si In paragraful 2.2 vom analiza §i aici cateva cazuri particulare ale
formulei (2.3.1), pentru diverse valori ale ordinului k& de derivare.
1. k = 2. In acest caz, sistemul (2.3.2) are forma
io =1
1+ip=1
adica i7 = 0 si 4o = 1 este unica solutie. Din (2.3.1) obtinem

-1 //__y
(2.4.1) o))" =~

2. k = 3. Sistemul (2.3.2) are forma:
19 + 213 = 2
i1+ 12 +i3 =2
cu solutiile iy = 1,43 =1sgiio =0saui; =0, 12 = 2, i3 = 0.
De aici obtinem

(2.4.2) [0~ (w0)]"” = _M .
[vo]

3. k = 4. In acest caz rezultd sistemul
10+ 2i3 4+ 314 = 3
11+i0+i3+14=3

Cele 3 solutii ale sistemului de mai sus se pot aranja in urmétorul tabel:

il ig i3 Z‘4
2 0 0 1
1 1 1

0 3 0 0

De aici urmeaza:

— [l oS + 10y gl — 15 W)

(2.4.3) [~ (wo)] ¥ = %
[yo]
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In continuare vom mai analiza solutiile sistemului (2.3.2) pentru cazurile k =
5 si k = 6, lasand pe seama cititorului sa deduca relatiile corespunzatoare
ce dau formulele de calcul pentru derivatele de ordinele 5 si 6 ale functiei
inverse.

Pentru k£ = 5 sistemul:
19 + 213 + 314 + 4i5 =4
i1 +i2+iz+ig+is =4

are solutiile cuprinse in tabelul ce urmeaza

(51 19 13 14 i5

W N N = O
O O = N o
O N O = O
O O = O ©
= O O O ©

In sfargit pentru k = 6 avem sistemul:
19 + 213 + 3i4 + 405 + 51 = 5
i1+i2+ig+ia+is+ig =5

cu solutiile

| | w| | |~ o
ol ~| o ~| | w| ot
o o ~| v o ~| ©
o o ~| o ~| o ©
ol »| o of o o ©
—| o o o o o o

Pe mai departe, pentru k > 7, se observa ca formula (2.3.1) devine din ce in
ce mai complicata.

REFERINTE

In redactarea notiunilor continute in acest capitol am folosit lucrarile [88],
[102], [115] si [146].
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Capitolul 3

Derivarea si integrarea
numerica

3.1 Problema derivarii numerice

Prin derivare numerica vom intelege aproximarea valorilor derivatei f’
prin valorile derivatei unei functii de interpolare ¢ de forma (1.3.4), asociata
functiei f. Derivand oricare din reprezentarile functiei de interpolare, se
obtine o formula de derivare numerica.

Presupunand ca sunt indeplinite toate conditiile din Teoremele 1.3.2 si
1.3.3, in cele ce urmeaza vom folosi pentru f o formula de aproximare data
in capitolul 1, prin relatia (1.3.12a):

(3.1.1) y(x) = Z a;pi(x) + /z K(z,s)Y(s)ds, unde a€FE
i=0 @

care verifica ecuatia Lyy1[y] = ¥(z).

Teorema 3.1.1. Fie @q, o1, ..., p, un sistem interpolator, 1;, i = 0,n sunt
combinatii liniare ale functiilor @; $i ¢ functia interpolator data de (1.3.4),
atunct pentru orice r avem

PP (x) = fO (2) = 3" P () / " K (21, 8) Lo [f(s)]ds
i=0 Li

unde functia K : E x E — R este data de (1.3.9).
79



80 Derivarea si integrarea numerica

Demonstratie. Afirmatia rezulta plecand de la relatiile (1.3.12a) si (1.3.12b)
(3.1.2) F@) = pla) + 3 0i(a) [ Klaiso)Lunal(s))ds =
i=0 i
D+ Y [ Ko@) Lualf(s)ds
i=0 v i

Tinand cont de (1.3.9), de ¥;(x;) = d;; si de concluzia Teoremei 1.3.2, avem:

La[f(s)] = Wipo(s), -, on(s), F(s)] - W go(s), - - ou(s)]-

Diferentiind membru cu membru in (3.1.2), rezulta
P = ¢+ 3wl [ K Ll s +

+ sz K (i, @) Ln11[f (2)].

Deoarece
sz K (i, ) Ly [f(z)] =
= Lnlf Z Z Gj(@)j(@i) = Lnta[f(@)] Z¢z(x)Gz($) =
=0 7=0 =0

rezulta ca

B13)  F@=d@)+ Zn;w;(x) [ K Ll

Diferentiind la fel memebru cu membru relatia (3.1.3) se obtine
) = o)+ i o) [ K Lo ol +

- Zw@ K (21,2) Ly [f ().
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Analog
S @)K (6, 2) L [ (2)] =
i=0
= Lo [f@)] > vi(2) Y Gi(a)(a) =
i=0 i=0
= Lt [f@) Y U @)Gil) = Lo @) 22|
i=0
Adica .
F@) = ¢"(@)+ Y0l [ Koo Lualf(5)ds.
i=0 Ti
In acelagi mod derivata de ordinul k£ va fi:
(3.14) F9@) = o¥@) + 30w [ Ko Lanl(5)ds.
i=0 Ti

In continuare vom prezenta formule de derivare numerica concrete, in
functie de formulele de interpolare folosite.

3.2 Formula de derivare numerica in cazul
interpolarii Lagrange

Consideram cazul interpolarii Lagrange prezentata in paragraful 1.6, sub
forma (1.6.7)

(3.2.1) f(x) = L(z1, 22, ..., xp; flz) + [21,22,..., 20, 7; flw(z),
cuw(z) = ﬁ (x — ;).
i=1

Teorema 3.2.1. Daca f : [a,b] — R, punctele x1,x9,3,...,2, sunt
nodurile de interpolare (1.2.5), f € C"*[a,b], atunci pentru orice x € [a,b]
existd ¢; € co{x1,xa,...,Tn,x} (infasuratoarea converd a mulfimii {xy, zo,
ey Tp,x}) astfel incat

(3.2.2) LW (@1, 2, ..., 2; flz) =

_ f(k) (z) — Z " :— Bl . C']Zcf(""‘l)(ci)w(k_l) (z).
1=0
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Demonstratie. Afirmatia teoremei va rezulta din derivarea relatiei (3.2.1).
Mai intai vom demonstra ca
i

(3.2.3) . [xl,xg,...,xn,:v;f] =l [xl,...,xn,:v,...,x;f], 1< k.
——

dz’
i+1 ori

Plecand de la definitia derivatei, avem:

1
}lliir(l)gaxl,xg,...,xn,a:%—h;ﬂ - [:cl,xg,...,a:n,x;f]) =

:}llln’(l) [$1,$2,..-,$n,$+h,$;f] = [xlyx27"'7xna$ax;f]a
N

adica (3.2.3) este adevaratd pentru ¢ = 1. Presupunem ca (3.2.3) e adevarata
pentru ¢ < k. Un calcul simplu ne conduce la relatia

1
E([wl,mg,...,xn,x—i—h,...,w+h;f] — [xl,xg,...,:pn,aﬁ,...,x;fD =
N——
i+1 ori i+1 ori
= [ml,xg,...,xn,x+h,...,x+h,x;f]+
i+1 ori

+ [xl,:cgj...,xn,x—l—h,...,x—l—h,xm;f]—i—

i ori
St [:z:l,:cg,...,a;n,x—i—h,x,...,x;f].
——
i+1 ori

Trecand la limita pentru h — 0 si bazandu-ne pe continuitatea diferentelor
divizate, rezulta

d .

I [xl,xg,...,xn;x,...,x;ﬂ = (z—l—1)[351,132,...,:):n,x,...,x;f]

x N—— N——
i+1 ori i+2 ori

adica (3.2.3) este verificata prin inductie.
Prin derivare memebru cu membru a relatiei (3.2.1) obtinem:

dk

L(k)(l’l,m, o T, fla) = f(k)(x) T Aok ([951,9627 ey T, 5 f] 'W(x)) =

i

k
= f(k)(x) - chzc ddxz [IEl,.’L‘Q, cee ,In,l';f] : w(k*l)(x) =
1=0

k
= 0@ =Y ol oy flw®T (2)
[ (@) iz; pillen,wa, . an, . w; floTY ()

i+1 ori
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Aplicand Teorema 1.6.2, rezulta ca exista ¢; € co{x1,...,zy,,x} astfel incat
1 )
coom ]| = ———f (), adicd (3.2.2).
[x17$27 y Ty Ty 7x;] (7’L T 1)'f (61)7 adlica ( )

i+1 ori

Teorema 3.2.2. Fie f:[a,b] — R o functie de clasaC™ pe [a,b] six1, 2, ..., Tn
noduri de interpolare (1.2.5). Pentru orice xo € [a,b] \ co{x1,...,zp} si
0 <i<n exista ¢; € co{xg,x1,...,2} astfel incat

(3.2.4) L (z1,22,. .., @p; flwo) = O () — % £ (e)w (z0) .

Demonstratie. Conform ipotezei xog & co{z1,...,z,} rezulta ca Vi = 0,n,
w®(z0) # 0. Fie atunci b; € R a.i.

(3.2.5) FD (o) — LO (21,29, ..., 205 flzo) = biw® ().

Dar functia g(x) = f(x) — L(x1, ..., zp; flx) — bjw(x), se anuleaza cel putin
de n ori in co{z1,...,z,}. Conform teoremei lui Rolle, g se anuleaz
cel putin de n — i ori in co{x1,...,z,}. Avand in vedere alegerea lui b; si
faptul ca zo & co{x1,...,z,} rezulti ci ¢ se anuleazd de n —i + 1 ori in
co{x1,...,xn, 0}

Aplicand din nou teorema lui Rolle, derivata de ordin n—i a lui ¢( are
cel putin o radacinad in co{xg,x1,...,z,}. Exista deci ¢; € co{zo,...,xn}

astfel incat £ (¢;) — byjn! = 0, deci b; = —‘f(") (¢;) si afirmatia teoremei
n!
rezulta din (3.2.5).

3.3 Integrarea numerica a functiilor

Multe probleme practice conduc in final la calculul functionalei

b
(3.3.1) Z(f) ::/ f(x)dx,

unde, pentru simplitate, vom propune ca f € Cla,b]. Rezolvarea problemei
(3.3.1) nu este posibila totdeauna, de exemplu daca primitiva functiei f nu
poate fi gasita sau daca valorile functiei f sunt cunoscute In urma unor
masuratori, doar intr-un numar finit de puncte.

Din aceste motive se cauta metode simple care pot aproxima functionala
considerata. Astfel de metode ne conduc in general la formule de forma:

(3.3.2) To(f) = (b—a) Y wpf(wp),
k=0
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numite formule de cuadratura, unde xg, z1, . .., Z, € [a,b] sunt distincte doua
cate doua si se numesc abscise sau nodurile formulei, wg,w1,...,w, € R
se numesc ponderi iar produsele w;(b — a), i = 1,n se numesc coeficientii
formulei.

Nodurile zg, x1,...,x, fiind date, se pune problema determinérii pon-
derilor wg, wy, . .., w,, astfel ca formula de cuadratura (3.3.2) obtinuta sa fie
cat mai bund. Intr-un anumit sens o formuld de cuadraturd este cu atat mai
buna cu cat gradul sau de exactitate este mai mare.

Definitia 3.3.1. Numarul p € N* se numeste grad de exactitate al formulei
de cuadratura I, dacd sunt satisfacute egalitdtile:

T (z") = ZI(z%), pentru i=0,p

(3.3.3) To(zPtY) #£ I(aPth).

Altfel spus, gradul de exactitate al formulei T, este, prin definitie, cel mai
mic p € N*, care satisface conditiile (3.3.3).

Observatia 3.3.1. Formula de cuadratura (3.3.2) este o aplicatie I, :
Cla,b] — R aditiva si omogend, adica

(334) In(af+/89) :(XIn(f)—i-ﬁIn(g), Vf,gEC[G,b], Oé,ﬁER.
Folosind aceasta, este usor de vazut ca are loc:

Observatia 3.3.2. Formula de cuadratura Z, are gradul de exactitate p,
daca gi numai dacd Z,(P) = Z(P) pentru toate polinoamele P de grad mai
mic sau egal cu p si In(P) # Z(P) pentru polinoame P de grad mai mare
sau egal cu p+ 1.

3.4 Formule de cuadratura de tip interpolator

Definitia 3.4.1. Numim formula de cuadratura de tip interpolator o apro-
zimare a lui Z(f) data de

b
(3.4.1) Zn(f) ::/ Qn(x)dx,

unde Q, este un polinom de interpolare a lui f, in raport cu mulfimea

de puncte (xq, f(x0)), (x1, f(x1)),. .., (¥, f(zn)) € R, cun € N* fizat si
nodurile distincte doua cate doud xg, 1, ..., T, € [a,b].

Observatia 3.4.1. Gradul de exactitate a formulei de cuadraturd de tip
interpolator I, este evident cel mai mic n.
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Expresia explicita a formulei de cuadratura de tip interpolator, cu noduri
simple, este data de urmatoarea teorema:

Teorema 3.4.1. Formula de cuadratura (3.4.1) in cazul cand @, este poli-
nomul lui Lagrange, are forma

(3.4.2) To(f) = (b—a) Y _wpf(zx),
k=0
dewyi= [P T] ~—dt sit; = 2% j—Om: k=0
unde wg 1= OJ:otk—tj $Lt; = b—a’j_ yny R =U,n

Demonstratie. Folosind formula de interpolare Lagrange pentru Q,,, rezulta:

n n
— _ LT =Xy
Qu =) flex)Ly, unde Ly(z)= H P
h=0 e

deci
n b
=Y f(zx) | Lg(z)dx.

Calculand integrala din relatia de mai sus, rezulta:

/abLk(a:)da: = /H e Ry

T — Ty

t—1;
= —a/ Ldt = (b— a)wy,
Jj=0 k_t

J#k

ceea ce trebuia demonstrat.

Observatia 3.4.2.  a) Formula (3.4.2) are avantajul cd ponderile wy, nu
depind de capetele intervalului a si b pe care e definitd functia f. Ponderile
wy, depind doar de nodurile xj din intervalul [a,b).

b) Ponderile wy, au proprietatea ca

(3.4.3) > wp =1,
k=0

deoarece gradul de exactitate a formulei (3.4.2) este cel putin 0, iar pentru
f=1 avem

(b—a)d wp=T,(1)=Z(1)=b—a.
k=0
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3.5 Formulele de cuadratura Newton-Cotes

Daca nodurile zj din formula de cuadratura (3.4.2) sunt echidistante, se
obtine formula de cuadraturd Newton-Cotes.
Renumerotand nodurile x, astfel ca xg = a si x, = b, vom obtine
b—a

rxp:=a+kh, k=0,1,...,n, h= ,
n

iar formula de cuadratura, in acest caz, se numeste Newton-Co6tes inchisa.
Cu aceste notatii ponderile wy, in cazul formulei Newton-Cotes au propri-
etatea datda de urmatoarea lema:

Lema 3.5.1. Ponderile wg, k = 0,1,...,n, corespunzatoare formulelor
Newton-Cotes sunt date de relatiile:

(3.5.1) / H S_‘]ds pentru  k=0,n.
7=0

J#k

Demonstratie. Folosind (3.4.2) cu substitutia t; = —, obtinem:
n

1nt—— _
wk—/ ”dt /HZjd

J#k

Proprietatea de simetrie a ponderilor wy corespunzatoare formulelor
Newton-Cotes este data in

Lema 3.5.2. Ponderile wy, k = 0,n din formulele Newton-Cétes satisfac
egalitatea

(3.5.2) Wp_p = Wi, pentru k=0,n.

Demonstratie. Folosind proprietatea polinoamelor lui Lagrange Ly, avem:

Li(a+b—any) = Ly <b—|—a— (a—i—(n—j) (b“‘>>> _

n

—a

b .
Ly (a + 4 ) = Ly(xj) = 0kj = Lp—p(xn—;), pentru j=0,n.

Din unicitatea polinomului de interpolare rezulta

Lyk(z) = Lgla+b—2), z€]la,b],
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si de aici

1 ’ d 1 b b d
Wp—k — m i Ln_k(ﬂ?) xr = m/a Lk( —|—CL—$) €r =
1 b
= Li(t)dt =
b—a/a k(t)dt = wy,

cu precizarea ca in ultima egalitate am facut substitutia z = b+ a — .

Observatia 3.5.1. Pentru n > 2 par, formulele Newton-Cotes inchise, au
gradul de exactitate n 4+ 1. Adicd, dacd in formula de cuadraturd functia f
este un polinom de grad impar, formula Newton-Cétes inchisa este exactd.

3.5.1 Cazuri particulare ale formulelor de cuadratura
Newton-Cotes

a) In cazul particular cu n = 1, folosind proprietatile ponderilor
date in (3.4.3) si (3.5.2) avem:

wyg+w = 1

Wo = wq,
de unde

U)O:wl:i.

Astfel se obtine formula trapezelor
a)+ f(b b
(3.5.3) () = (b— a)w ~ / f(@)dz.
a
Aceasta formula este exacta pentru cazul polinoamelor de grad unu.

b) Pentru n = 2 se obtine formula lui Simpson, care este exacta
pentru polinomul de grad 3.

354 70 =0-af (47 (5) +50)) = [

unde am aplicat proprietatile (3.4.3), (3.5.1) si (3.5.2), rezultand:

1/23—1 s—2d 1
wo = = . S=—, wy=w
72 ), 0-1 0-2 60 -

2
wlzl—wo—w2:§.
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¢) Pentru n = 3 se obtine formula lui Newton:
(3.5.5)

70) = -a)g 1@+ 37 (250) w31 (“52) 450) ~ [ swa

d) Pentru n = 4 rezulta formula lui Milne (sau Boole-Villarceau):

(35.6) Zu(f) = (b-a)g <7f()+32f< 4+b>+12f<2(a4+b))

+ 32f(az3b>+7f > /f

Aceasta formula este exacta pentru polinomul de grad 5.

e) Pentru n = 6, se obtine formula lui Weddle (sau Hardy), care nu va
fi o formula exacta pentru polinoame de grad sapte. In acest caz ponderile
vor fi:

41 9 9 34
W] = W5 = —— ,Wq = W4 = w3 = ——
1 5 y W2 4 3 105

o =16 = 240 35 280

deci formula de cuadratura se poate scrie

9
35

B fas) + goc I )+%fx5) /f

f) Pentru n = 8 se obtine urmatoarea formula de cuadratura

35T T = (- ) (g flan) + o Sl + oo

Ts(f) = 2bs35o (989 f (w0) + 5888 (x1) — 928 (x2) + 10496 f (x3)—

(3.5.8) — 4540 (x4) + 10496 f (5) — 928f (26) + 5888 f (x7) +

+ 989f(xg)) /f Ydx .

Observatia 3.5.2. a) Se poate observa ca incepand de la n = 8, in for-
mulele de cuadraturd Newton-Cétes inchise, apar ponderi negative. Acest
lucru contrazice faptul cd integrala este o limitd a unei sume integrale care
are ponderi doar cu valori pozitive. Din acest motiv, formulele Newton-Cétes
sunt utilizate practic doar pentrun < 7.

b) Suma valorilor absolute a ponderilor depaseste valoarea 1 (3.4.3), in
cazul n > 8, acest lucru amplificand erorile de rotungire.
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Urmatoarea teorema, prezentata aici fara demonstratie, justificad acest
lucru:

(n) , (n) (n)
0

Teorema 3.5.1. (Teorema lui Kusmin) Ponderile wy ', w; ,...,wyn  ale

formulei Newton-Cétes inchise, au proprietatea cad:

n
Z |wl(€n)| — 00 pentru M — 00.
k=0

Observatia 3.5.3. Analog se pot construi formule de cuadraturad, cu noduri
echidistante, dar care nu con{in si capetele intervalului de integrare. Acestea
se numesc formule de cuadratura Newton-Cdtes deschise sau formulele lui
Steffensen care, pe intervalul [—1,1] au nodurile date de

25+ 2

3.5.9 = —1 ) =0,1,...,n.
( ) x] +TL+27 .7 - 7n

Observatia 3.5.4. O formula de cuadratura mult mai simpla este formula
dreptunghiului, care in cazul cel mai simplu, pentru n = 0 si xg = a se
obtine:

Zo(f) = (b—a)f(a),
care se numeste formula dreptunghiului la stanga sau

Lo(f) = (b=a)f(b), cu n=0 gi xo=b,

care se numeste formula dreptunghiului la dreapta.

+b
Formula punctului median, pentrun =0 si zg =

To(f) = <b—a>f<b§“) .

are forma

3.6 Evaluarea erorii in formulele de cuadratura

In acest paragraf se analizeaza eroarea de aproximare sau restul in for-
mulele de cuadratura.

Definitia 3.6.1. Spunem ca functia g : [c,d] € R, ¢ < d, are semn constant
pe intervalul [c,d] dacd g(x) > 0 pentru orice x € [c,d], sau g(z) < 0 pentru
orice x € [c,d].
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n
Fie Z,(f) = (b — a) Zwkf(azk) o formula de cuadratura cu gradul de
k=0
exactitate p € N, p 2 n, unde presupunem ci f € Cﬁ:_b}, xy € [a,b], k = 0,n.

— v Ty —a . o A
Pentru fiecare kK = 0,n aratam tp = b . Consideram in completare
—a
. . Tr; —a
nodurile zp41,Tpt2,...,2p € [a,b] si t; = 2

,b=n+1,n+2,...,p

Are loc urmatoarea teorema:

Teorema 3.6.1. Cu notatiile de mai sus, daca Z(f) = / f(x)dx, atunci
a

are loc relatia

(b— a)p+2 1
3.6.1 Z(f) -1, <¢p~——"t— max ‘ (r+1) ‘
361 Z0) ~Tu()| S 6oy ma [0
unde
3.6.2 C, = t — ti|dt.
(362) = [ Hor i
Dacd insd ty, k=0,n corespund nodurilor de interpolare iar tyi1,tgi2, ..., tp €

p
[0,1] se pot alege astfel ca produsul H(t —tx) sa pastreze semn constant pe
k=0
[0,1], atunci are loc relatia:
b— a)Pt?

3.6.3 I(f) — Io(f) = 1 b= )
(3.6.3) () =Tu(F) = Oy L5 £

unde & € [a,b] este un punct bine determinat si

1 P
(3.6.4) C;:/ [ — te)at

0 k=0
Demonstratie. Fie x,,41,...,2p € [a,b] puncte arbitrar alese, astfel incat
T1,T2,. .., Tn, Tntl,-- -, Tp sa fie distincte doua cate doua.

Notam cu P, polinomul de interpolare al lui Lagrange cu nodurile x;,
i =0, p si valorile f(z;),1=0,p.
Din faptul ca Z,(f) are gradul de exactitate p, rezulta:

To(f) = (b—a) Y _wpf(zx) = (b—a) > wpPp(zr) = In(Py) = Z(Pp)
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si deci

b
365) L)L) =1 ~I(P) = | (F(x) = Py(w)da.
Se cunoaste din Teorema 1.4.3 ca
w(@)v(z) P (¢(x))
(p+1)!

unde w(z) = (z — zo)...(z — zn), v(z) = (T — Tny1) ... (2 — zp) §i {(2)
este valoarea intermediara a functiei € : [a, b] — [a, b]. In ipotezele precizate,
inlocuind (3.6.6) in (3.6.5) se obtine:

(3.6.6) f(x) = Pp(z) = , € la,b],

1 b
36T TN =Tl = ooy [ @@ (@),
Alegem punctele $£H_)1, cey X ( ) e € [a,b], m=1,2,..., astfel incat
TQy L1y o ,a:n,zrgj_)l, e ,m]gm)

sa fie distincte doua cate doua (vezi (1.2.5)), si cu proprietatea ca zj* — x,
pentru m — oo, (k=n-+1,...,p).

p
Notand cu vp(z) = ] (= — xlgm)) si luand v(z) = vy, (x) In (3.6.7), se

k=n+1
obtine:
1 b
|Z(f) — Zn(f)] mgél[a}g ‘ F (¢ )‘/ lw(@) v (x)|de <
1
(p_|_1) fIg[ib p+1) </ |w |d$+

~ o) ) — oz

Trecand la limita in ultimul termen al sirului de inegalitati, termenul al
doilea tinde la zero pentru m — oo, deoarece sirul de functii v, converge
uniform la v pentru m — oo, pe intervalul [a, b]. Deci avem:
1
I(f) -1 <Cp—r (pH+1)
() =T < By o 177 0()
cu

¢ = min / H|x—xk\dx—
a

Tng1,e-,Zp€la,b]

= (b—a)Pt? min / H |t — tg|dt,

n+17 atp 0 1]
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unde prima egalitate se obtine din continuitatea functiei w(z) si a doua
egalitate rezulta din substitutia z = (b — a)t + a. De aici rezulta estimarea
(3.6.2).

Pentru a demonstra estimarea (3.6.3) se considera z, = (b — a)ty + a
pentru k = n+1,...,p, de unde rezulta ca produsul wv este de semn constant
pe intervalul [a, b], presupunem ca

w@v(z) 20, x€la,bl.

Procedand analog, facem o majorare

b
I(f) = Tu(f) < xﬂ“W@/w@M@w,

— Imna.
(p+1)! e€lap]

pentru m — oo si ficind o minorare rezulta:

b
! anWa/wmwmm

Z(5) = Tlf) = gy min

In aceste evaluari, pe langa ipotezele precizate, am tinut seama de faptul ca
produsul wv este de semn constant pe [a, b].

Tindnd cont ci f®P*+1) este o functie continui, va exista o valoare
€ € [a, b], astfel incat

1 b
1) =T = i 1770 [ wlaiionte,

si dupa ce se face substitutia z = (b — a)t + a, se obtine evaluarea (3.6.3).

3.7 Formule Newton-Cotes compozite

Pentru calculul numeric al integralei

b
1(1) = [ fa)do.
in unele cazuri se face o diviziune a segmentului [a, b] de forma:
b—a

(3.7.1) xr =a-+kh, pentru k=0,1,2...,.N, h= I

si pe fiecare subinterval (zj_1,xy) se aplica o formuld de cuadratura pentru
aproximarea integralelor

Tk
/ flx)dz, k=1,2,...,N.
Tk—1

Insuménd rezultatele, obtinem o noua formula numita formula de cuadratura
compozita.
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3.7.1 Formula dreptunghiului compozita

Formulele dreptunghiului compozite (Observatia 3.5.3) cu o diviziune
data de (3.7.1) au forma:

formula dreptunghiului la stanga,

N b
(3.7.3) To(h)—hZf(xk)z/ f(x)dx
k=1 a

formula dreptunghiului la dreapta.
Erorile corespunzatoare acestor formule sunt date in

Teorema 3.7.1. Fie f : [a,b_] — R continuu diferentiabild pe intervalul
la,b]. Atunci exista valorile £,& € [a,b] astfel incat:

b —a
(37.4) [ f@de = 2oy =232 b 119),

b . B
(375) [ f@de = Zon) = 23 h- 1@,

b—a

unde h = N si Zo(h) si Zo(h) sunt date in (3.7.2) si (3.7.3).

Demonstratie. Considerand integrala pe subintervalul (xx_1, z)), va exista
&k € [Tk—1,2K] Cu

Tk 2
/ f(a:)d:c—hf(:zk_l):h?f'(fk)7 h=1,...,N.

Insumand dupa k, rezulta

N

h2 b—a 1L,
[ e - zo(n) = > la) =Tt e g s,

k

II
B
Il
—

Tinand cont de inegalitatile:

N
min f'(@) < =3 £(&) < max f'(z)

z€la,b] N 1 z€[a,b]



94 Derivarea si integrarea numerica

si aplicand teorema de medie pentru functia f’, rezultd ca existd o valoare
¢ € [a,b] cu

N
A
k=1
de unde rezulta reprezentarea erorii data de (3.7.4).
Pentru a demonstra (3.7.5) se procedeaza analog.
3.7.2 Formula trapezului compozita

Formula trapezului compozita se obtine din formula trapezului (para-
graful 3.5.1), aplicata pe fiecare subinterval (zg_1,xf):

N-1
h
(3.7.6) Zy(h) = 5 (f(a) +2 ; flag) + f(b ) / flx
Reprezentarea erorii in acest caz este data in

Teorema 3.7.2. Fie f : [a,b] — R de doud ori continuu diferentiabild pe
[a,b]. Atunci exista o valoare & € |a,b] astfel incat

/f o~ Ti(h) =

b—a

f7(€), € € [a,b]

unde h =

st 1 (h) data de (3.7.6).

Demonstratie. Analog Teoremei 3.7.1, exista & € [xx_1, Tk] cu
g h W,
f(z)dx — 5 [f(@h—1) + flan)] = I/ (&), k=1,2,...,N.
Th-1

Insumand dupa k se obtine:

b —a
[ r@de-nim) = =35 @) =Tt e 5 Y ) -

k=1 k=1

_ b—a 2 "
= R ).

Am folosit teorema mediei pentru functia f” care garanteaza existenta valorii
¢ € [a,b], pentru a avea egalitatea adevarata.
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3.7.3 Formula lui Simpson compozita

Analog si formula lui Simpson compozita se deduce din paragraful 3.5.1,
aplicandu-se pe subintervalul [xy_1, zx]:

(3.7.7)
h N N—1
I2(h):g <f(a)+42f($k—1/2)+22f($k +f(b ) / fl
k=1 k=1
unde z, = a + kh, h = b—Ta’ T—1/2 = Tt + T

Reprezentarea erorii in acest caz este data in

Teorema 3.7.3. Fie [ : [a,b] — R de patru ori continuu diferentiabila pe
[a,b]. Atunci exista o valoare £ € [a,b] cu

[ ente - = -2,

unde h = (b —a)/N i Ia(h) data de (3.7.7).
Demonstratie. Analog demonstratiei teoremei anterioare, pentru k =
1,2,..., N exista & € [r_1, zx] astfel incat

5

[ 5@ = 7o) + 45 (o) + )] = =55 V@),

Insuméand dupa k rezulta

b N_oops
/a f(z)dz — Zy(h 22— =

k=1
b—
2880

ba4

(4)
550 LT ©)-

|
[ij
|

k=1

La fel am folosit teorema mediei pentru functia f(4 care garanteazi existenta
lui £ € [a, b], astfel incat sa avem egalitatea demonstrata.

Observatia 3.7.1. In formula compozita a lui Simpson, se cere ca ordinul
de diferentiabilitate a functiei f sa fie de doud ori mai mare decdt in formula
compozita a dreptunghiului sau a trapezulus.

Pentru functii suficient de netede, formula lui Simpson este preferatd,
deoarece comparatd, de exemplu cu formula trapezelor, acuratetea este mult
mai bund.
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3.8 Formulele de cuadratura de tip Gauss

Formulele prezentate in capitolele precedente se caracterizeaza prin fap-
tul ca se dadeau nodurile x; si se proceda la obtinerea ponderilor wy. For-
mulele de cuadratura Gauss au proprietatea ca, se Incearca printr-un al-
goritm determinarea punctelor xj si a ponderilor wy, astfel incat formula
de cuadraturd obtinuta sa posede grad de exactitate maxim. Mai concret,
in acest paragraf vom arata ca, printr-o alegere convenabild a parametrilor
(g, wg), se poate obtine o formula de cuadratura, cu n noduri, exacta pentru
polinoame de grad cel mult 2n — 1.

In cele ce urmeazd considerdm integrala

b
(3.8.1) 7(5) = [ f@p(w)is

unde f : [a,b] — R este o functie data si p este o functie pondere. In cele ce
urmeaza vom considera numai integrale pe intervale finite, adica:

—xo<a<b< .
Definitia 3.8.1. Functia
p: a,b] — (0,00]

se numeste functie pondere dacd este continud pe portiuni, pe intervalul
deschis (a,b) gi integrabild pe tot intervalul |a,b].

Pentru calculul numeric al integralei (3.8.1) vom considera cuadraturi
de forma:

(3.8.2) To(f) = wif(ax).
k=1

Vom cauta nodurile x;, si coeficientii wy In asa fel incat gradul de exactitate al
formulei (3.8.2) sa fie cat mai mare. Notiunea de cuadratura prin formule de
interpolare si grad de exactitate poate fi aplicata si integralelor cu ponderi.
Rezultatul se va numi formula de cuadratura de tip Gauss.

Un rol important pentru studiul acestor formule il joaca polinoamele
ortogonale, pe care le vom aminti in cele ce urmeaza.
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3.8.1 Polinoame ortogonale

Fie P multimea polinoamelor cu coeficienti reali.

Definitia 3.8.2. Pentru o functie pondere data p : [a,b] — (0,00], definim
o aplicatie (-, ) : P x P — R, prin

b
(n®=i/p@M@M@Wh,mmqu€P

si numdrul ||p|| = (p,p)*/? numit norma lui p.

Aceasta aplicatie este un produs scalar pe spatiul polinoamelor cu coeficienti

reali P.

Definitia 3.8.3. a) Doua polinoame p,q € P se numesc ortogonale,
daca (p,q) = 0.
b) Complementul ortogonal al mulfimii P, C P este dat prin

={peP:(p,q) =0, VqgePu},

unde Py, este subspatiu liniar al lui P, format din polinoame de grad cel mult
n.

Un exemplu de poligoane ortogonale poate fi obtinut prin procedeul de
ortogonalizare Gram-Schmidt, aplicat monoamelor 1, z, 22, ... :

(3.8.3) po=1,

n— 1

7p] . .
0 HPJH2 b

(3.8.4) n=12,....
Jj=

Se poate usor observa ca polinomul p,, obtinut mai sus, are proprietatea ca

este de grad n, cu coeficientul lui ™ egal cu 1 si are loc relatia:

(3.8.5) Pn € Py .

Teorema 3.8.1. Polinoamele ortogonale date de relatiile (3.8.3) si (3.8.4)
pot fi obtinute folosind urmdatoarele trei relatii recursive:

p=1, pp=x-0
Pn+1 = (fv_ﬁn)Pn—%%Pn—la n:1727"‘7

(xpn’ pn)

unde fn = =5 1P

, pentrun =0,1,2,...,

vzl
Ipn-1l]

n = pentru n=1,2,....
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Demonstratie. Se observa ca polinoamele pg si p; reproduc polinoamele
din (3.8.3) si (3.8.4).

Folosindu-ne de principiul inductiei matematice, presupunem ca poli-
nomul p, este ortogonal pe toate polinoamele pg, unde 0 < &k < n — 1 si
verifici relatiile (3.8.3) si (3.8.4). Notdm apoi ¢,11 := ( — Bn)Pn — V2Pn—1
si intentionam s& demonstram ca gp+1 = pny1 §i ca verifica relatiile (3.8.3)
si (3.8.4).

S& demonstram c& g,11 € P;-. Pentru aceasta ne folosim de egalitatea
(PnyPn—1) = 0 si de definitia lui 3, si obtinem:

(Qn+1apn) = ((x - ﬂn)pn - %%pn—hpn) = (ﬂfpmpn) - ﬂn”pn”2 =
(TP Pn)
(ijnvpn) — R ||pn||2 =0.
v

Deoarece p,, este ortogonal pe polinoamele de grad mai mic sau egal cu n—1,
iar grad (xpp—1 — pn) < n rezultd ca:

(gni1:on-1) = ((@ = Bu)Pn — VoPn-1,Pn-1) =
= (= = Bu)pnsPn1) — V2|pn-1]® =
(P, Pn—1) = Bn(PnsPn—1) — (PnsPn) =
(P 2Pn—1) — (P, Pn) = (P, TPn—1 — pn) = 0.

La fel se poate arata ca pentru orice k € {0,1,...,n — 2} avem:

(3.8.6) (qn+1,pk) = (xpnapk) - ﬁn(pn,pk) = (pna I’pk) =0.

De aici rezulta ca polinomul g,+1 este ortogonal pe polinoame de grad cel
mult n. Aceeasi proprietate o are si poninomul p,11 si deoarece polinomul
Gn+1 are coeficientul termenului de grad maxim egal cu 1, avem

: 1
T=ppyl —@n1 €P si T =pup1 —n1 € Py,
de unde pn4+1 = gn+1, ceea ce am dorit sa demonstram.

Teorema 3.8.2. Radacinile x1,xs,...,T, ale polinomului p, sunt reale,
distincte i avem:

, _ (L Ly)
Z; = —F 0 J=L...,n
(387 1L
T nor— Tk
Li(x) = ;
i@ = o=
k#j

adica L; sunt polinoame fundamentale Lagrange corespunzatoare radacinilor
T1,L2y...,Tp.
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Demonstratie. Pentru a demonstra ca radacinile polinomului p,, sunt reale,
in ipoteza ca p, € R[X], presupunem prin absurd ca p, ar avea o radacina
complexa. Aceasta ar implica faptul ca p,, are factori de forma:

pn() = ((x — a)* + ) q(z) (2541 = aip)

si g(z) € R[X] de grad cel mult n — 2.
Dar

(P @) = (& — @)?q,q) + 8%(a.9) = | (& — a)al* + F[lq|* = 0,

ceea ce contrazice ipoteza ca polinomul p,, este ortogonal pe orice polinom
de grad cel mult n — 1.

Analog, pentru a demonstra ca radacinile polinomului p,, sunt distincte,
presupunem ca A ar fi o radacind dubla a lui p,,, deci p,, are forma:

pn(x) = (x — N)?g(x), unde gradg=n—2.

Atunci (pn,q) = ||(z — X)?q||?> = 0, ceea ce este imposibil.
Pentru a obtine reprezentarea radacinilor data in (3.8.7), fie

(3.8.8) wy(z) = Pl®)

Tr—x;
Polinomul p,, fiind ortogonal pe orice polinom de grad cel mult n — 1, rezulta
ca p, L wj si deci
2
0= (wj, Pn) = (wj, 2w;) — (W), Tjw;) = (wj, 2wj) — @;lw;|*,

de unde
(3.8.9) Tj= s

Din (3.8.9) si (3.8.8) si din faptul c& polinoamele w; si L; difera printr-un
factor constant, rezulta
(L, Lj)
I1Z;11?
Cele mai cunoscute polinoame ortogonale folosite in formule de cuadratura
de tip Gauss, pe intervalele gi cu functiile pondere corespunzatoare sunt:

l‘j:

polinoame Legendre, cu p(z) = 1, pe (—1,1);

polinoame Cebagev, cu p(z) = (1 — :c2)_%, pe (—1,1);

polinoame Jacobi, cu p(z)=(1—z)*(1+2)?, a >—1, 8 >—1, pe (—1,1);
polinoame Hermite, cu p(z) = e~ pe (—o0, +00);

polinoame Laguerre, cu p(z) = e *2%, a > —1, pe (—o0,00) .
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3.8.2 Alegerea optimala a punctelor z; si a ponderilor wy

Urmatoarea teorema stabilegte conditiile in care, pentru n puncte zy si
ponederi wyg, gradul de exactitate a formulei de cuadratura Gauss este 2n—1.

Teorema 3.8.3. Fie x1,x9,...,x, numere reale distincte din intervalul
(a,b) $i wi,ws, ..., w, numere reale arbitrare. Pentru ca egalitatea

(3.8.10) (p,1) = wip(x:)
=1

sa aiba loc pentru orice polinom ortogonal p de grad cel mult 2n — 1,
(p € Pan—1), este necesar i suficient ca x1,Ta, ..., T, 4 coincidd cu radacinile
polinomului ortogonal p, (vezi (3.8.7)), iar

n
T— ‘
w; = (Li,1) wunde Li:H : k €EPr_1,i=1,n
w1 bi Tk
ki

reprezintd polinoame fundamentale Lagrange corespunzdatoare mnodurilor
T1,T2, ..., Tp.

Demonstratie. Presupunem formula (3.8.10) adevarata pentru orice poli-
nom de grad cel mult 2n — 1. Fie

wx)=(x—x1)(x—xz2)...(x—2x,) si plx)==2

unde k£ € {0,1,...,n —1). Aplicand (3.8.10) polinomului p(z) rezulta:

n

(w,2%) = (z*w, 1) = (p,1) = > _wjp(a;) = Y wafw(a;) =0,
i=1 j=1

deoarece w(z;) = 0.

De aici rezulta ca w este ortogonal pe polinoame de grad cel mult n—1, adica
w € P,Jl-_l. Dar aceasta proprietate o are si p,, iar grad(w —p) < n —1,
rezulta ca w — p este ortogonal pe w — p, deci w = p.

In continuare, folosind (3.8.10) cu p = L, avem:

n
(Lj, 1) =Y wiLj(ag) = wy,
k=1

deoarece L;(zy) = 6ji.
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Pentru a demonstra suficienta, presupunem ca x1, o, . . . , £, sunt radaci-
nile polinomului p, si ca w; = (Lj,1). Fie p un polinom de grad cel mult
2n — 1, p € Pay,_1, pe care 1l scriem sub forma:

P=DpPnq+T,

unde ¢ si r sunt polinoame de grad cel mult n — 1. Deoarece py(z;) = 0,
rezulta ca

p(z;) =r(x;), j=1,2,...,n.

Polinomul r se poate scrie cu formula de interpolare Lagrange, relativa la
nodurile z1, xo, ..., x,, astfel:

n

r(@) =Y () L) =Y pla;)Li(x).
j=1

j=1
De aici egalitatea (3.8.10) este usor de demonstrat:

(0 1) = (@pn) + (1) = (1) = > play) - (L5, 1) = Y wp(a).
j=1

J=1

Observatia 3.8.1. Ponderile wi au st o alta reprezentare, $i anume dacd
luam p = L? in (3.8.10) avem:

(3.8.11) wj = (L3,1) = (L;, Lj) > 0.

Observatia 3.8.2. Formula de cuadraturd Gauss are ponderile pozitive pen-
tru orice n, in contrast cu formula Newton-Cétes care are si ponderi negative
de lan > 8.

Definitia 3.8.4. Formula de cuadratura
n
(3.8.12) To(f) =) wif(x:)
i=1
pentru f € Cla,b], cu z; $i w; calculati ca in Teorema 3.8.3, se numeste
formula de cuadratura Gauss.

O consecinta directd a Teoremei 3.8.3, este

Corolarul 3.8.1. Formula de cuadratura Gauss data in (3.8.12) este o
cuadratura prin interpolare si are gradul de exactitate cel pufin r = 2n — 1.
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Demonstratie. Pentru o functie f € Cla,b], fie un polinom de interpolare
Lagrange Q,—1 € P,_1 corespunzator nodurilor x; si valorilor f(x;). Din
(3.8.10) avem:

ijf(l‘j) = ijanl(l‘j) = (anla 1) )
j=1 J=1

iar din Teorema 3.8.3 se cunoagte ca (3.8.10) are loc pentru orice polinom
de grad cel mult 2n — 1, de unde rezulta gradul de exactitate dat.

Urmaétoarea teorema da o reprezentare a erorii in cazul folosirii formulei
de cuadratura a lui Gauss.

Teorema 3.8.4. Pentru o functie f € C*"[a,b], restul in formula de cuadraturd
Gauss (3.8.12) este dat de:

b
3513 7()~7u() = (G [ Ph@a)de) 7(E) =
—a 2n+1 1n
— % </0 [ t)?o((b—a)+ a)dt) 2 (¢)
k=1
cu ty = a:k_—aa pentru k =1,2,...,n si cu o valoare & € [a,b].

Demonstratie. Gradul de exactitate a cuadraturii Gauss (3.8.12) este,

conform Corolarului 3.8.1, 7 = 2n — 1. Alegem in plus fata de x1,x2, ..., ZTn,
punctele x,+1 = T1, Tpto = To,...,Toy = Tp, atunci
2n n
2 2
k=1 k=1

care are semn constant pe [a, b] si relatia (3.8.13) se demonstreaza analog cu
demonstratia data la Teorema 3.6.1.

Observatia 3.8.3. O consecintd a Teoremei 3.8.4 ne aratd ca gradul de
exactitate al formulei lui Gauss este r = 2n — 1 si acesta este optimal.
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3.9 Formule de cubatura

Prin formula de cubatura se intelege o formula de aproximare numerica
a unei integrale multiple.

Complexitatea calculului aproximativ a integralelor pe domenii multidi-
mensionale consta in: o mare varietate a domeniilor de integrare, dificultatea
metodelor de construire a formulelor de interpolare, numarul mare de noduri
in care se calculeaza valorile pentru functia integrata, costul mare al imple-
mentarii pe calculator, etc.

Fie functia f : D — R, D C R" si functia nenegativa p : D — R numita
functie pondere. Notam cu x = (z1,...,2,) §i dx = dzxy, ..., dz,.

Definitia 3.9.1. Numim formuld de cubaturd o relatie de forma:
39D I = [ pf6dxx L(f) = 3w ()
k=1

unde wi € R, k = 1,m se numesc coeficientii (ponderile) formulei de cu-
batura, iar x € D, k =1, m sunt nodurile formulei de cubaturd.

In obtinerea formulelor de cubatur (3.9.1) se folosesc metode similare
cu cele folosite la obtinerea formulelor de cuadraturd. Astfel, unul din pro-
cedeele folosite consta in aproximarea functiei de integrat printr-o functie mai
simpla, cel mai adesea printr-un polinom, dupa care se determina constantele
wg, astfel ca formula (3.9.1) sa fie exacta pentru functia aproximanta.

Cele mai cunoscute tehnici in deducerea formulelor de cubatura sunt:
metoda formulelor tip produs gi metoda formulelor nonprodus.

3.9.1 Formulele de cubatura de tip produs

Formulele de cubatura de tip produs au la baza metoda separarii vari-
abilelor, iar domeniul de integrare este in general rectangular.

Vom incepe cu un exemplu de aproximare a unei integrale duble.
Fie domeniul dreptunghiular D = [a, b] x [¢,d] C R? i (m+1)(n+ 1) noduri
distincte din acest domeniu: M = {zg,...,Zm} C [a,b]; N ={yo,...,yn} C
[e,d] si M x N = {(zj,y;)|i=0,m, j =0,n} C D.
Consideram formula de interpolare a lui Lagrange relativa la functia f : D C
R? — R, cu f € C™TLn+(D) si nodurile (x;,;), i = 0,m, j = 0,n dati de
relatia

(392) f(l‘, y) = Lm,n(mv y) + Rm,n (f(ﬂ?, y)) ) (:Ca y) €D
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unde

este polinomul de interpolare Lagrange pentru o functie de doua variabile,
iar Ry, »(f(x,y)) este restul.
Am notat cu

o Y1 T Tk

2) TY—Y

2 — Yk
L (y): ’ ]:0,7’L

" kl;IOyj_yk

polinoamele fundamentale de interpolare Lagrange relative la punctele multimilor
M, respectiv N.

Integrand formula de interpolare (3.9.2) se obtine formula de cubatura pro-
dus, pentru acest caz:

b d m n
393) [ [ elwai ey =3 wisf @) + Bl

i=0 j=0

unde p este o functie pondere.

Daca functia pondere este p = 1, coeficientii w; ; ai formulei de cubatura
sunt obtinuti din produsele coeficietilor formulelor de cuadratura (unidimen-
sionale), astfel:

b d
Wi 2/ Lgf,i(w)dm/ L2 (ydy, i=0,m, j=0n
a c

In acest caz, daca consideram nodurile echidistante, adica z; = a + ih,

) S b—a d—c )
yj=c+jgk,cui=0,m,j=0n, h= L k= - , se obtine formula

de cubatura de tip Newton-Cotes.
In cazul particular m = n = 1 se obtine formula trapezului:

b pd
(3.9.4) / / flx,y)dxdy =
_ (b—a)(

= +_C) [f(ajc) —|—f(b,0) +f(a7d) +f(b’d)] +R1’1(f) '
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Pentru cazul general cand D C R"”, scopul este de a gasi o transformare
de coordonate:
1= wz1(ug,...,up)

Tn = xn(ula s >un)

astfel ca integrala pe domeniul n dimensional [, p(x) f(z)dz s& se transforme
intr-un produs de integrale unidimensionale

/ o1 (un) g )l - . / (1) g )t

Atunci formula de cubatura se va obtine din produsul a n formule de cuadratura
pentru integrale unidimensionale.

In cazurile particulare, cand domeniul D este un hipercub (n-cub), o
hipersfera (n-sfera) sau un hipersimplex (n-simplex), se pot construi formule
produs de n formule unidimensionale, fiecare folosind M puncte si avand
gradul de exactitate p. Formula de cubatura, va avea M" puncte si gradul
de exactitate p. Dezavantajul acestui procedeu este ca numarul de puncte
creste foarte mult cu dimensiunea n a domeniului D.

In cazul cubului n-dimensional, D, = [-1,1]* C R", considerfim ci
D, = D,UDy cu D, C RPsi D, C R? cun = p+ q. Presupunem ca
integrantul are proprietatea ca

(3.9.5) p(x1,...,xn)f(z1,...,20) =

=pp(x1,...,2p)g(z1, ..., 2p) pg(Tpt1s - - s Tn)h(Tpst, ..., Tp)

si ca pe domeniile D), si D, avem urmatoarele formule de cubatura:

Np
(3.9.6) / pp(x1,. ., xp)g(xr, .. xp)day, ... da, & Zbig(al, Ce, )
i=1

Dy

de grad p si

(3.9.7) / Pa(Tpi1s .-y xn)h(Tpi1, ... xn)dTpyn, ... dey, &

q
Nq

~ Z cih(Bp+1s-- - 5n)

J=1

de grad q.
Cu aceste notatii si ipoteze, se poate obtine urmatorul rezultat:
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Teorema 3.9.1. Forma de cubaturd

N, N,

(3.9.8) / @) f@)dr =33 wif (i)

i=1 j=1
este de grad r = min(p,q) cu N = N, - Ny puncte, unde w;; = b; - ¢; st

Lij = (Oé]_,O[Q,. . '7O[paﬁp+17"' 7/877,) .

Demonstratie. Integrand (3.9.5) si folosind formulele (3.9.6) si (3.9.7)
rezulta afirmatia teoremei.
Pentru cazul simplexului n-dimensional T,,, generat de varfurile

{(1,0,...,0,0),(0,1,...,0,0),...,(0,0,...,0,1),(0,0,...,0,0)}

unde 75 este un triunghi, iar 73 un tetraedru, vom folosi o transformare de
coordonate, pentru cazul particular p = 1 si f(z) = 2%, a = (aq,...,qp),
care sa ne permitd sa transformam formula de cubatura pe T}, intr-un produs
de formule de cuadraturi.

Se cunoagte ca pentru orice n-simplex 7', generat de punctele aq, . .., ap+1,
nesituate in acelasi hiperplan, exista o transformare afina

r = qo+ au,

nesingulara, ce transforma 7T, in T, deci este suficient sa cunoastem formulele
de cubatura pe T, pentru a putea calcula formula de cubatura pe orice n-
simplex T'.

Plecam de la

1 1—x1 l—z1——xn
(3.9.9) / x%dr = / / .. / (o agrdry, .. dey,
T 0 Jo 0

folosind, pentru (3.9.9), transformarea de coordonate

rr =11 =MW
(3.9.10) x2 = y2(1 — 1) =y2(1 — 1)
xn:yn(l_yn—l)-“(l_yl) :yn(l_xl_"'—ifn—l),

si tinand seama ca limitele de integrare pentru z; sunt 0 < z; < 1—z;—---—
Tn—i—1, & = 1,n, care se vor transforma pentru y; In 0 < y; < 1,7 = 1,n,
jacobianul transformarii (3.9.10) este

J=0—y)" "1 —1)" ... (1 —yn_1).
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Integrala (3.9.9) devine:

(3.9.11) / x"dr =

1 1
:/ / (1—y1)’61...(y—yn,l)ﬂ"”yfl...yg"dyl...dyn
0 0

unde
51 = ag+--+a,+n—-1
B2 = az3+--+a,+n—2
Bn-1 = Qp_1.

Rezulta ca integrala (3.9.11) va fi este un produs de n integrale unidimen-
sionale, de forma:

1
I, = / (1 —y)" *pe(yr)dys, k=T,n
0

cu pr(yi) = Y~ (1 —yp)**+1 17T un polinom de grad ag + agi1+- -+ ay
in variabila yg.

Adica, daca vom avea n formule de cuadratura, fiecare de grad p, se
poate obtine o formula de cubatura pe T}, tot de grad p.

3.10 Aplicatii ale integrarii numerice in metode de
element finit

In metodele de element finit, elementele matricei de ”rigiditate” (ma-
tricea coeficientilor sistemului algebric) si ale vectorului de solicitare (ter-
menul liber), se exprima prin integrale uni, bi sau tridimensionale, definite
pe domenii (elemente) uni, bi sau tridimensionale: [a,b]; [a,b] X [c,d], re-
spectiv [a,b] X [c,d] x [e, f].

Printr-o transformare o, bijectiva si bicontinua, aceste domenii (ele-
mente) se transforma in domenii (elemente) de referintd corespunzatoare
[—1,1], [-1,1] x [-1,1], respectiv [—1,1] x [-1,1] x [-1,1]. Avantajul este
ca pe aceste elemente de referinta se calculeaza o singura datd abscisele gi
ponderile din formulele de integrare aproximativa, iar prin transformarea
o se pot calcula formulele de integrare numerica pe domeniile (elementele)
reale ale problemei.

Prezentam integralele unor monoame pe elementele de referinta, care
sunt cele mai folosite in metoda elementelor finite.
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Integrala pe domeniul de referinta unidimensionala [—1, 1]:
0, daca k este impar

1
(3.10.1) / a*de =

1 PR daca k este par.

Integrala pe domeniul de referinta patrat [—1, 1] x [—1,1]:

1 1
(3.10.2) / / 2ylde dy =
-1J-1

Integrala pe domeniul de referinta triunghiular:

3.10.3 1 l_wkldd R
(3.103) /0/0 SR T T

Integrala pe domeniul de referinta cubic:

11 gl
(3.10.4) / / / 2ylzmde dy dz =
-1J-1J1
0,

= 8
(k+1)(I+1)(m+1)’

0, daca k saul este impar

—— , daca ksil t .
CESESIE aca k sil sunt pare

daca k sau [ sau m este impar

daca k si [ si m sunt pare.

Integrala pe domeniul de referinta tetraedric este:

1 11—z l-z—y LN m)
3.10.5 kylzmdz dy dz = .
(3.10.5) /0/0 /0 YR = G Y m+ 3)!

Metoda Gauss de integrare numerica este foarte utilizata in aproxi-

marea cu metoda elementelor finite, unde daca avem r abscise z; si r ponderi

w;, se poate obtine integrala exacta a unui polinom de grad m < 2r — 1.
Procedeul consta in aplicarea formulei de cuadratura unui polinom P(z):

1
(3.10.6) /_1 P(z)dx = wy - P(x1) + -+ - +w, - P(z,)

si determinarea celor 2r coeficienti ai polinomului P(x), impunéand ca poli-
nomul

(3.10.7) P(x) = a1 + agx + -+ - + agx®
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sa verifice exact relatia (3.10.6).
Inlocuind (3.10.7) in (3.10.6) rezulta:

1 1 1
(3.10.8) a1 / dx + ag/ rdr+---+ azT/ 227 e =
-1 -1 -1

= a1(wy +wa + - -+ w,) + az(w121 + woze + -+ Wpxy) + -+
+age (w1 +woay T 4wl ).

Pentru ca (3.10.8) sa fie verificata identic, este necesar ca:

1 T
2
iy = = 2% a=0,2,4,...,2r —2
/_136 X ] ;wle « r
1 '
/a:ada: = O:Zwiaﬁ?; a=1,3,5...,2r—1
-1 i=1
adica
(w1 +we+ -+ w, =2
w1T1 + wexe + -+ wpxy =0
(3.10.9)

Wl N

wlx% +w233% +~-+wrmz =

2r—1 _ _
L wizy T w2 = 0.

Acesta este un sistem de 2r ecuatii algebrice cu 2r necunoscute (w;,x;),
¢ = 1,7, liniar in w; si neliniar in x;, care se rezolva impunand conditia ca

w; >0
(3.10.10) .
x; € (—1,1), i=1,r.

In cazul r = 2, aproximarea va fi exactd pentru un polinom de grad
2r —1 =3, din (3.10.9) se obtine w1 =wy =1 §i 1 = —xg = i
V3
Metoda Newton-Cotes de integrare numerica, folosita in aproximarea
cu metoda elementelor finite consta in: se fixeaza apriori abscisele x; si
ramane sa se determine r ponderi wy, ..., w,, astfel ca relatia (3.10.6) sa fie
identic verificata pentru un polinom de grad r — 1. Abscisele z; € [—1,1]
sunt simetrice fata de x = 0 si echidistante:

—1.

L —9
i r—1
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Dupa calcule, considerand functia polinomiald reprezentata printr-un poli-
nom Lagrange de grad r» — 1, se obtin ponderile

1

w; = / Li(z)dx.
-1

Observatia 3.10.1.

a) Ponderile ce corespund absciselor simetrice fatda de x = 0, sunt egale.

b) Pentru un numar dat de puncte de integrare (x;,w;), gradul mazim
al polinomului care dd integrala exactd cu metoda Newton-Cétes, este mai
mic decdt gradul mazim al polinomului obfinut cu metoda Gauss.

c) Integrarea termenilor continand polinoame de interpolare Lagrange L;
este mult simplificata, deoarece L; se anuleazd in abscise x; cu i # j.

d) Pentru a micsora volumul de calcul, in practica aproximarii cu ele-
mente finite, se doreste micsorarea numarului de puncte de integrare (x;, w;).
Numdarul minim al punctelor de integrare depinde de tipul domeniului (ele-
mentului) pe care se face integrarea, pastrand conditia ca matricea coeficientilor
sistemului (de rigiditate) sa ramana nesingulara.

REFERINTE

In redactarea acestui capitol am folosit lucriirile [54], [55], [102], [122], [138],
[140] si [141].



Capitolul 4

Interpolarea inversa si
metode de iteratie

Una dintre problemele care a condus la interpolarea inversa, este pro-
blema rezolvarii numerice a ecuatiilor.

Polinomul de interpolare inversa, indiferent daca acesta este polinomul
lui Lagrange, Hermite sau Taylor, este in general polinomul de interpolare
al functiei inverse a unei functii date. Polinomul de interpolare inversa,
corespunzator unei functii, poate fi scris, si el in multe cazuri are sens, chiar
daca functia data nu are o functie inversa, pe intervalul care contine nodurile
de interpolare.

In capitolul de fata si in cele ce vor urma, vom studia interpolarea inversa
cu un scop bine definit si anume, cu acela al constructiei unor aproximari
convenabile pentru radacinile unei ecuatii date.

Fie I C R un interval al axei reale si fie f : I — R o functie data.
Pentru fixarea ideilor vom presupune ca f admite o functie inversa pe in-
tervalul I, adica exista functia f~' : F — I, unde F = f(I), astfel incat
ffl( f (a:)) = x, pentru orice x € I. Presupunem de asemenea ca ecuatia
f(z) = 0 admite o radacina T € I. Tinand cont de cele de mai sus, rezulta
ca T = f~1(0). Este deci normal si ne punem problema de a gisi metode de
aproximare ale valorii functiei f~! in punctul y = 0.

Fie ¢ o functie care aproximeaza functia f~! cel putin intr-o vecinitate
a punctului y = 0, atunci are loc o formula de aproximare de forma:

(4.0.1) F ) =ely) + R[f 1]

Daca neglijam functia R [f_l; y] si punem y = 0 in formula (4.0.1), atunci
obtinem pentru T urmatoarea aproximare:

(4.0.2) 7 2 (0).
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Eroarea de aproximare a formulei (4.0.2) se poate evalua cu ajutorul ine-
galitatii:
[T~ (0)] = [R[f10]] .

Asupra functiei ¢ se impun in mod natural doua cerinte si anume:

a) functia ¢ si aproximeze cdt mai bine functia f~!, adici valoarea
absoluta a functiei R [ 4 y] in punctul y = 0 sa fie cat mai mica;

b) functia ¢ si prezinte anumite proprietati de simplitate in ceea ce
priveste calculul valorilor sale.

Functiile care respeca cea de-a doua cerinta cel mai bine, sunt evident,
polinoamele, deoarece calculul valorilor lor se reduce la efectuarea celor patru
operatii aritmetice elementare. De aceea, in cadrul capitolului de fata, vom
arata cum se construiesc aceste polinoame.

4.1 Polinomul de interpolare inversa al lui Lagrange

Consideram functia f definitd pe intervalul I gi notam cu F imaginea
intervalului I prin functia f, adica f(I) = F. In intervalul I luam n+1 puncte
distincte pe care, pentru fixarea ideilor, le numerotam in ordine crescatoare,
adica:

(4.1.1) T <Xy <+ <Xy < Tyt -

Notam cu y;, ¢ = 1,2,...,n + 1 valorile functiei f pe punctele din sistemul
(4.1.1), adica y; = f(a:z), i =1,2,...,n+ 1. In ipoteza ficuti la inceputul
capitolului de fata, rezultd ca y; # y;, daca i # j, i,j = 1,2,...,n + L.
Se observa ca putem presupune ca y; # 0 pentru ¢ = 1,2,...,n + 1. In
interpolarea inversa, drept noduri de interpolare se considera numerele reale
yi,i = 1,2,...,n + 1, iar drept valori ale functiei f~!, al cirui polinom de
interpolare il construim, consideram chiar numerele x;,7 = 1,2,...,n + 1.
Se pune deci problema sa contruim un polinom de grad cel mult n care pe
punctele y;,i = 1,2,...,n+ 1 se ia valorile z;,7 = 1,2,...,n + 1. Existenta
si unicitatea unui astfel de polinom rezultd din paragraful 1.4. Tot din
paragraful 1.4 se deduce si forma polinomului cautat, adica:

n+1

4.1.2 L Y1, Y90,---, Y 15 T
“12) ( " ; Zy yi)w (yz)

n+1

unde w(y) = T (v~ ).
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Daca tinem cont de forma restului in formula de interpolare a lui La-
grange, vom fi condusi la urmatoarea formula de aproximare:

n+1 - (n+1)
o w(y) (9]
(4.1.3) ) = ;xl (y — yi)w' (vi) " (n+1)! )

unde £ este un punct cuprins in interiorul celui mai mic interval care contine
punctele y;, i = 1,2,...,n+ 1 si punctul y. Evident, ca formula (4.1.3) sa
fie adevarata, este necesar sa facem ipoteza ca functia f este derivabila de
n + 1 ori pe intervalul I, fapt ce ne asigurs ca f~! este derivabila pe F, asa
cum rezulta din paragraful 2.2.

Din formula de aproximare (4.1.3) si din cele comentate la inceputul
capitolului de fata, rezulta o formula de aproximare pentru radacina T a
ecuatiei:

(4.1.4) flz)=0.

Aceasta formula se deduce din (4.1.3) pentru y = 0, adica:

n+41 (0 fﬁl(f) (n+1)
3 © | ]

(4.1.5) TS0 =~ pt Ty (vi) (n+1)! w(0)
Observam ca pentru w(0) are loc reprezentarea

(4.1.6) w(O0) = (=)™ -y yo Yt -

Daca punctele z;; ¢ = 1,2,...,n + 1 se aleg dintr-o vecinatate restransa a

lui 7, atunci ne putem astepta ca valorile functiei f pe aceste puncte sa fie
apropiate de zero si deci cantitatea w(0) care este produsul acestor valori,
sa fie, cu atat mai mult, mai apropiata de zero. Putem deci neglija restul
in formula (4.1.5) si obtinem pentru calculul lui T urmatoarea formula de
aproximare:

n+1 T
(4.1.7 Z ~ —w(0) .
) ; yiw' (yi)
Din (4.1.5) si (4.1.6) rezulta urméatoarea inegalitate:
n+1
_ T M1
4.1.8 Z 4+ w(0 < Y1| -+ |Yn+1l,

unde M, 11 = sup (ffl(y))(nﬂ)‘.
yeF
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Vom examina in continuare cateva cazuri particulare.

1. Cazul n=1. In acest caz vom obtine o metoda bine cunoscuta
si anume metoda coardei. Fie x1,x2 doua puncte din vecinatatea radacinii
ecuatiei (4.1.4) si yi1,y2 valorile functiei f pe aceste puncte, atunci vom
obtine:

r1(y —y2) | x2(y — 1)

4.1.9 L(y,y2 [ Hy) =
( ) ( v) (y1 —y2) Yo — Y1
si
(4.1.10) T~ L (3/172/2; f_1|()) _ T1y2 — T2Y1
Y2 — Y1
cu evaluarea
—_  T1Y2 — T2lh1 Mo
(4.1.11) |$_W s <5y lnl-leel,

unde daca tinem cont de formula (2.4.1) atunci trebuie sa presupunem ca
M> satisface inegalitatea

()
[ ()]

unde supremumul de mai sus se considera in raport cu x cand acesta parcurge
cel mai mic interval care contine pe T, 1 si 2. Formula (4.1.10) se mai poate
obtine, agsa cum vom arata mai jos, si prin interpolare directa. Daca scriem
polinomul de interpolare al lui Lagrange de gradul 1 pe punctele x1 si =2
care ia valorile y;, respectiv yo, atunci vom obtine:

(4.1.12) sup ' < My,

) = y1(z — x2) N y2(z —21)

(4.1.13) L (z1,z9; f|x

Xr1 — T2 o — X1
Daca rezolvam acum ecuatia
(4.1.14) L(zy,x9; flz)=0,

obtinem pentru T urmatoarea aproximare:

(4.1.15) T 2AY2 T T2Y1
Y2 — Y1

adica aceeagi aproximare ca cea obtinutd prin interpolare inversa cu formula
(4.1.10).
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Formula de aproximare obtinuta se poate scrie mai elegant daca se folos-
esc diferentele divizate introduse in primul capitol al volumului de fata si
anume se vede ca (4.1.10) se mai poate scrie:

(4.1.16) szl—% =z

sau

(4.1.17) fﬁwz—% = z3,

unde aga cum am vazut [r1,x2 : f] = w
2 =T

Daca consideram restul in formula de interpolare a lui Lagrange, exprimat cu
ajutorul diferentelor divizate, atunci obtinem urmatoarea egalitate pentru
valoarea functiei f pe T si anume:

0=f(@) = flz1)+ 21,29 fl1@T—21) +
+  [w1, 20,75 f] (T —21) (T — 72)

din care, dacd tinem cont de (4.1.16) si impartim cu [z1,x2; f], obtinem
pentru diferenta T — x3 urmatoarea egalitate:

(4.1.18) Toay =

(T — a:l)(f — :L'Q) .
Daca presupunem acum ca existda constantele M7, Ms, mq, mo astfel incat
au loc urmatoarele inegalitati:

0<my < |[z,y; fl] £ M

si

0 < my < [z, ;2 f]| £ Mo,
unde z, y; z sunt puncte oarecare din cel mai mic interval ce contine punctele
x1,T2 §i T, atunci obtinem urmatoarea inegalitate:

M-
(4.1.19) ]n\}—i ‘T—:L‘l{ . |T—l’2‘ < ’f—l’g‘ < m—f ‘T—:L‘l{ . |T—l’2‘ .

Inegalitatea de mai sus ne da o evaluare a diferentei dintre T si aproximatia s
obtinuta cu oricare din formulele (4.1.16), (4.1.17) sau (4.1.15). Cu formula
(4.1.19) am obtinut, pentru eroare, atat o margine inferioara, cat si una
superioara.
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Exemplu numeric. Se da ecuatia:
23— 922 +6=0.

Aceasta ecuatie are trei radacini, aga cum usor se poate arata cu ajutorul
sirului lui Rolle, 7 € (—1,0); T2 € (0,1); T3 € (6,10).

Ne propunem sa gasim o aproximatie a radacinii Zo. Se constata cu usuringa
ca Tz € (0,8;0,9). Notam cu ay aproximatia ce se obtine, adica avem:

z1ys — yira _ 0,8(—0,561) —0,9(0,752)  1,1256
Y2 -y —0,561 — 0,752 ~ 1,313

=0,85727...

Se arata ugor ca atunci cand x € (0,8;0,9) are loc identitatea:

L m
(/@) |~ (13,77)3
Tinand cont de formula (4.1.11) vom obtine:
10— 0,85727...| < —20 (0,561)(0, 752) <
’ = (13,77)3 ’ ’ -
5, 3155872 54

< 0.003.

~ 2610, 969633 < 26109

Am obtinut o aproximatie a radacinii i evaluarea erorii data de formula de
mai sus.

2. Cazuln = 2. In acest caz polinomul de interpolare inversa are urma-
toarea forma:
w1y —y2)(y —ys) | 22y —y1)(y — ys)
(y1 —v2)(y1 —y2)  (y2—v1)(y2 — v3)
z3(y — y1)(y — y2)
(y3 — y1)(ys — y2)

(4.1.20) L (y1,y2, 3 fy) =

de unde obtinem pentru T urmatoarea aproximatie:

_ T1Y2Y3 T2Y1Y3
4.1.21 TR Ty =
( ) (v1 —y2)(y1 —w3)  (y2 —v1)(y2 — ¥3)
T3Y1 Y2

(Y3 —y1)(y3 — y2)

Folosind formula (2.4.2) obtinem pentru evaluarea erorii urmatoarea inegal-
itate:

_ M;3
T — 4] = 30 ly1] - ly2| - |ys],
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unde, tinand cont de formula (2.4.2), am presupus ca

F" (@) f' (@) = 3[f" ()]
! ()

M3 = sup

unde supremumul de mai sus este considerat in raport cu x cand acesta
parcurge cel mai mic interval ce contine punctele Z, x1, x2, x3.

In cazul de fata, polinomul de interpolare al lui Lagrange de gradul doi,
pe nodurile x1, x2, x3 nu ne da totdeauna rezultate bune, deoarece acesta
sau are doua radacini reale si in acest caz suntem pusi in situatia sa alegem
pe cea mai buna, adicd aceea care aproximeaza mai bine radacina cautata,
sau se poate intampla sa nu admita nici o radacina reala si in acest caz, nu
suntem condusi la nici un rezultat. Din aceste motive metoda interpolarii
directe nu se aplica, in general, pentru rezolvarea ecuatiilor. Daca polinomul
de interpolare obtinut este de grad prea mare, atunci o problema dificila este
chiar separarea radacinilor reale ale acestuia.

Metoda interpolarii inverse, asa cum am vazut, ne ofera totdeauna o
aproximatie pentru radacina ecuatiei considerate, de aceea ea se aplica cu
foarte bune rezultate cand radacina ecuatiei considerate este o radacina
simpla, adica f'(Z) # 0 si cand dispunem de un interval destul de mic in
care am reusit sa izolam radacina respectiva.

Daca calculam prin recurenta diferentele divizate ale functiei inverse si
folosim polinomul lui Lagrange sub forma lui Newton, vom obtine pentru
aproximatia x4 urmatoarea reprezentare cu ajutorul diferentelor divizate:

(4.1.22) rem g — d@)__ [on oz f1f (@) ()

(1,205 f]  [w1, w5 f] [0, 235 f] [0, @35 f]

4.2 Polinomul de interpolare inversa al lui Taylor

Consideram functia f : I — R, unde I este un interval al axei reale si
2o € I un punct interior intervalului I. Vom presupune ca functia f admite
o functie inversa f~1: f(I) — I, adica f~! (f(x)) = x pentru orice = € I.

Asupra functiei f facem urmatoarele ipoteze:

(i) functia f admite derivate pana la ordinul n + 1 inclusiv in itervalul
Isi f'(z) # 0 pentru orice z € I

(i) ecuatia f(z) =0 are o radacing T in intervalul L.

In ipotezele de mai sus, daci tinem cont de rezultatele paragrafului 2.3,
privind derivatele functiei inverse, si de formula (1.8.34), rezulta urmatoarea
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egalitate:
(4.2.1) f‘l(y)zf‘l(yo)+(fll#o))(y—yowr-wr
-1 (n) -1 _ (n+1)
# 00 gy ULt B0 i) e

unde y € f(I); yo = f(xo) si 0 < @ < 1. Datorita ipotezei (ii) rezulta ca are
loc egalitatea:

(4.2.2) T=f"10) =20 —

et (F7H( — 0)g)) "
(n+1)!

n+1
sau daca neglijam restul, obtinem urmatoarea aproximare pentru radacina
T a ecuatiei in cauza, adica:

[/ wo)]

(4.23) Trxo— T

f(@o) +--- 4+ (1)

Daca notam cu x1 aproximatia obtinuta, adica:

[ 0)]’

(424) r1 =g — 1

f(zo) + -+ (—1)

n!

atunci avem urmatoarea evaluare pentru valoarea absoluta a diferentei T—x1,
adica:

)f*l ((1— H)yo)("ﬂ)‘

4.2.5 T— = ml <
M,
< n+1 n+1
)
unde )
- +
Mp41 = sup ‘f (- e)yo)(n )‘ :
0<6<1
Se observa fara dificultate ca daca zg se alege suficient de apropiat de
T, atunci f(zp) este aproape de zero si deci cu atat mai mult ‘f(avo)‘wrl se

apropie de zero, adica x1 este o aproximare mai buna decat xy pentru .
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Ca gi in paragraful anterior, vom considera si aici cazurile particulare ce
rezulta din formula generala pentru diferite valori ale lui n.

1. Cazul n = 1. In acest caz, din formula (4.2.4) si formula care ne di
prima derivata a functiei inverse, obtinem metoda tangentei sau metoda lui
Newton-Raphson, adica:

f(xo)
4.2.6 =0 — .
(426) T i)
Folosind formula (2.4.1) si formula (4.2.5) obtinem:

M-

(4.2.7) 7 — a1 £ 57 |f (o)
unde

1"

z€l (f’(.fl?))

Ca si metoda coardei, metoda tangentei poate si ea sa fie obtinuta din poli-
nomul lui Taylor de gradul 1, adica aproximand radacina ecuatiei f(z) =0
prin radacina ecuatiei f(zo) + f'(zo)(z — x0) = 0.

Din acelesi motive ca cele expuse in paragraful precedent, formula lui Taylor
pentru functia f cand n > 1 nu ne conduce, in general, la rezultate bune,
vom continua cu cazurile particulare ce decurg din (4.2.4).

2. Cazul n = 2. In acest caz daci folosim (4.2.4) si (2.4.1) obtinem metoda
lui Cebasgev de ordinul 3, adica:

flwo) 1 f"(xo)f*(wo)
f'wo) 2 [f!(x0)])’

Folosind acum formulele (2.4.2) si (4.2.5) avem:

(4.2.8) 1 =29 —

(4.2.9) 7 — 21| < M FEDE

1" (@) f(@) =3[ (@)]°
[11(@)]”
3. Cazul n = 3. Vom obtine metoda lui Cebagev de ordinul 4, adica:
flao) 1 £ (@o)[f (o)
ffzo) 2 [f/(x0)]
(" () f"(x0) = B[f"(z0)]") f(0)
3U[f(20)]°

unde M3 = sup,¢g

2

(4210) rKT = 0 —

_|_

)
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cu evaluarea

(4.2.11) |z — x| = % | f(xo)|*

unde M4 = sup 10f/($0)f”(.%'0)f”/(.%'0) — [fl(iﬁo)]Zf(4) (xO) —15 [f/(l'o)]g
x€l (f’(fb‘o))7

Asa cum am procedat pana aici se pot obtine si celelalte formule de
aproximare pentru n > 3, dar ele pe masura ce n creste, se complica tot mai
mult si devin greaoaie in calculele numerice.

4.3 Polinomul de interpolare inversa al lui
Hermite

Ca si In paragrafele precedente vom presupune ca functia f : I — R este
inversabila pe intervalul I si derivabila pe interiorul intervalului I pana la
ordinul m + 1 inclusiv.

Fie a1, a9, ..., ant1;n+ 1 numere naturale care satisfac relatia a; +as +
-++ 4 anpt1 = m+ 1. Consideram de asemenea n + 1 puncte pe intervalul I
pe care le notam cu 1,22, ..., Tpt1-

Presupunem ca pe fiecare punct z;, ¢ = 1,2,...,n + 1 cunoagtem atat
valoarea functiei f cat si valorile derivatelor sale pnaa la ordinul a; — 1,
adicd cunoagtem valorile f(z;), f'(zi),...,f @ D(x;), i = 1,2,...,n + 1.
Atunci, daca tinem cont de rezultatele capitolului 2, noi cunoastem valorile
functiei inverse pe punctele y;, i = 1,2, ...,n+1, unde y; = f(z;), precum si
derivatele functiei f~! pe aceste puncte. Avem f~!(y;) = z;, iar derivatele
succesive ale lui f~! se calculeaza cu ajutorul formulei (2.3.1).

Din cele de mai sus si din paragraful 1.8, rezulta ca exista un polinom
de gradul m, H,,(y) care satisface conditiile:

(4.3.1)  Hup(y) = f'w)=m, i=1,2,...,n+1
HO () = (F'w)?, i=12...n+1,j=12...,a,—1

Conform formulei (1.8.29), polinomul H,,(y) are forma:

(4.3.2) Hp(y) =
n+la;—1la;—j—1

Yy Y

i=1 j= k=0

N N L A
(=) k!j![ w(y) Lzyi (y —ya) Ik
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unde cu w(y) am notat produsul:

)anJrl

(4.3.3) wy)=w—y)" W —y2)".. (¥ = Ynt1

Daca procedam ca si in paragrafele precedente, vom obtine pentru radacina
T a ecuatiei f(x) = 0, urmatoarea aproximare:

n+la;—la;—j—1

B 1 — )@ ] ® (—1)aimi=k (0
T o 2_22 Z yz k;ljl [(y Yi) } ( ()yl-)aijk()’

=1 7=0 = T w(y) Y=VYi

cu evaluarea erorii

‘f— wn+2‘ < m+1 ' {f ‘ ‘f(x2>}a2 o ‘f(xn)‘anﬂ

unde M, 1 = sup (f_l(y))(mﬂ)‘ .
yef()

4.4 Metode iterative de tip interpolator
Consideram din nou ecuatia:
(4.4.1) f(z)=0

unde f : I — R si presupunem ca aceasta ecuatie are o singura radacina
7 € I iar functia f admite o functie inversa f=!: f(I) — L

Consideram n + 1 aproximatii ale radacinii Z a lui f, continute in inter-
valul I, fie acestea x;, ¢ = 1,2,...,n+ 1, x; #xj, 4,5 =1,2,...,n+ 1.
Din formula (4.1.7) obtinem o noua aproximatie pentru = si anume:

n+1

(4.4.2) Tnt2 = —w1(0) Z

- Y wi (¥i)

T

n+1
unde prin wi(y) am notat functia wi(y) = [] (y — vi) iar prin y; am notat
i=1
valorile functiei f pentrux =z;,1=1,2,...,n+ 1.
Consideram in continuare drept aproximatii ale radacinii  numerele
2,3, ...,Tpye S cu ajutorul loc calculam o noua aproximatie x, 43 astfel:

n—+2

(4.4.3) Tn+g = —w2(0) Z #

> Yi WQ(yi)
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n+2

unde cu wy(y) am notat functia we(y) = [[ (y—w:) iarcuy;, i = 2,3,...,n+2
i=2
am notat valorile functiei f pentru x = x;.
Presupunem ca am calculat aproximatiile zp, xgi1,...,Znrk ale lui 7,
atunci aproximatia x,yr+1 se calculeaza astfel:
n+k
Notam cu wi(y) = > (y — yi), unde y;, i = k, k+1,...,n+ k sunt valorile
i=k

functiei f pentru z = z;, atunci avem:

n+k

1.4.4 kit = —wop(0) ST 2L
( ) Ln+k+1 (/Jk( )gylwz(yl)

i k=1,2...., .

In modul descris mai sus, procedeul poate continua indefinit i astfel obtinem
un sir de aproximatii (:Es):il ale radacinii T a ecuatiei (4.4.1).

Exista totusi cateva neajunsuri de care trebuie sa tinem cont cand cal-
culam elementele sirului (:1:5)211 si anume:
Atunci cand am dedus forma polinomului de interpolare inversa al lui La-
grange, am presupus ca valorile y;, ¢ = 1,2,...,n + 1 ale functiei f pentru
x = x; sunt diferite intre ele, dar in decursul calculelor, pentru obtinerea
elementelor girului (xs) Zil, sistemul de puncte pe care interpolam se schimba
de la un pas la altul prin scoaterea unui punct din vechiul sistem si adaugarea
in locul lui a unui nou punct. Se poate intampla ca noul punct adaugat sa
coincida cu unul din punctele vechi si atunci, evident, sirul (xs):il incepe
sa devina stationar incepand cu pasul amintit, sau se mai poate intampla ca
noua aproximatie sa nu apartind domeniului de definitie al functiei f.

Asupra acestor neajunsuri nu ne putem pronunta, fara a face ipoteze su-
plimentare asupra functiei f, si acest lucru il vom face in capitolele urmatoare
cand vom studia, cel putin in cazuri particulare, convergenta sirului (SCS)ZO:1~

Pentru calculul succesiv al elementelor girului (1: S)zil cu ajutorul metodei
(4.4.4), este necesar sa calculam la fiecare pas k de iteratie, atat pe wy(0)
cat si valorile functiei wy (y) pentruy =y;, i =k, k+1,...,k+n.

Vom observa pentru calculul practic ca exista legatura intre wy(0) si
wk+1(0) cat si intre wy (y;) si wy (v2)-

Pentru aceasta avem:
n+k

wi(y) = Z(?J — Yi)

i=k

si
n+k+1
wi+1(y) = Z (¥ — i),

i=k+1
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de unde deducem relatia de recurenta:

wi(y) (y - yn+k+1)

4.4.5 wir1(y) =

(4.4.5) () T

de unde deducem relatiile:

(4.4.6) wpsa(0) = Ok gy

Yk
Tot din (4.4.5) deducem:

w/():[%@Xy—%%ﬁ)+w@ﬂ@—yw—wmw@—wwmﬂ
v (v e

)

din care rezultd, pentru calculul valorilor lui wy, +1(y), urmatoarele formule
de recurenta:

w];(yi)(yi - yn+k+1)

(44.7)  Whay(yi) = v Uk
wr(Yi)

yi—yk’

L i=k+1,... k+n

i=n+k+1.

Relatia de recurenta (4.4.7) are loc pentru fiecare k = 1,2,... .

Algoritmul descris mai sus, ne da posibilitatea sa simplificam calculele
substantial, mai ales atunci cand avem in vedere un numar mare de noduri
de interpolare.

Daca folosim forma baricentrica a polinomului de interpolare inversa al
lui Lagrange, atunci din (4.4.3) deducem urmatorul procedeu iterativ:

i viw(yi) _
(448) Tn+k+1 = 77%#/9 1 y k= 1, 2, e

=k Yiwr (i)
Dam in continuare cateva cazuri particulare ale metodei de iteratie (4.4.4).

1. Cazul n = 1. In acest caz obtinem metoda coardei. Aceasta metoda
poate fi redatd mai clar daca scriem polinomul de interpolare inversa a lui
Lagrange sub forma data de catre Newton, adica cu ajutorul diferentelor
divizate.

Formula (4.1.17) ne da aproximatia z3 a lui Z, pornindu-se de la aproxi-
matiile x; si x9 sub forma:

R G
(4.4.9) T3 = T2 [.%'1, o2; f] .
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v v . . . (o] v .
Daca iteram acum succesiv, obtinem girul (:vs)s_l ale carui elemente sunt
date de urmatoarea metoda iterativa:

f(zg)
4.4.10 Tpg = ap — — 2R k=903
< ) P F [xkflywk;f]

Am obtinut astfel metoda iterativd a coardei. O alta variantd a acestei
metode se poate obtine pastrand pe x; fix si schimband de fiecare data
acelagi nod de interpolare. Vom obtine astfel urmatoarea metoda iterativa:

f(zg)

4.4.11 T =z — , k=23,....
( ) BT T T s /]

Metoda obtinuta se numeste metoda coardei modificata.
Interpretarea geometrica a metodei (4.4.10) este data in figura 4.4.1.

AY

X, a X1

————————

o
X \

o

\ &8

Figura 4.4.1

Dupa cum se vede in figura 4.4.1, daca xp_1 si xx sunt doud aproximatii
pentru 7, atunci noua aproximatie xx11 este abscisa punctului de intersectie,
al dreptei ce uneste punctele,

M1 (wp—1, f(zr-1))
si
My (g, f(xr))

cu axa Oz.
In cazul metodei (4.4.11) interpretarea geometrica se gaseste in figura
4.4.2.
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AY

X2,/ X i1 0 Xy b

Figura 4.4.2

Aici, x41 este abscisa punctului de intersectie dintre dreapta ce uneste
punctele M (z1, f(z1)) si My (zk, f(zx)) cu axa Oz.

2. Cazul n = 2. Acest caz ne conduce la metoda ce poarta numele
de analogul metodei lui Cebagev. Pentru a obtine aceastda metoda, pornim
de la trei aproximatii initiale, x1, x2, x3 ale radacinii T a ecuatiei (4.4.1)
si din formula polinomului de interpolare inversa al lui Lagrange sub forma
lui Newton si de relatiile [u,v; f7!] = ﬂ’ respectiv [u, v, w; f~1] =

T, Y,
- [SIT, Y, z; f]
[, y; fllz, 25 f[y. 2 f] .
noua aproximatie x4 urmatoarea relatie
flzs)  [z1, @0, 235 f1f (22) f(2s)
(w2, 33 fl [z1, @as fl[21, w33 fllws, zo; f]
Obtinem apoi analog o noua aproximatie x5 dacd pornim de la aproximatiile
To, T3 si x4, adica:

unde u = f(x), v = f(y) si w = f(z), deducem pentru

(4.4.12) Ty = T3 —

f(z4) [x2, 23, 45 f1f(23) f(24)

T g an ] [onws fllwe, o flws, aa /]

In general, daca aproximatiile xy_s,xk_1, x, atunci noua aproximatie xg1

o vom obtine astfel:

(44.13) wpp1 =g — flee)  we—gsme—vs wws f1f (=) f (k) ’
[Tr—1, k5 ] [Th—2, Th—1; flTh—2, 715 {21, 245 f]

k=3.4,...,.
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Am obtinut astfel un gir de aproximatii pentru radacina T a ecuatiei (4.4.1).

Se poate, si in cazul de facta, obtine o metoda modificata daca de exem-
plu fixam aproximatia xq iar celelalte aproximatii le inlocuim pe rand dupa
regula cunoscuta. Obtinem atunci urmatoarea metoda iterativa:

o fe) [z S (=) f(7R)
(4414) @iy =21 o1, 2k f] (21, 2= e, ors fll@e—1, ox; ]
k=34, ..,

Aceastd metoda o vom numi analogul modificat al metodei lui Cebagev.

4.5 Metode iterative de tip Cebasev

Aceste metode sunt generate de polinomul de interpolare inversa al lui
Taylor, care a fost expus in cadrul volumului de fata in paragraful 4.2.

Vom presupune si aici ca sunt indeplinite ipotezele in care am obtinut
formula de aproximare (4.2.3). In acest caz, din (4.2.4) obtinem prima
aproximatie z; a radacinii T a ecuatiei f(x) = 0 si anume:

[f~ (o)’ o lF 7 (o)™

(451) r1 =g — 1 oy

flzo) +--- 4+ (=1) [f (o)]"
unde prin [ffl(yo)]("), 1=1,2,...,n am notat derivata de ordinul 7 a functiei
inverse f~1, xo este aproximatia initiald a radicinii Z a ecuatiei f(z) = 0 si
yo = f(zo).

Fie acum zj o aproximatie oarecare a radacinii T a ecuatiei in cauza,
atunci noua aproximatie xy+1 o vom obtine cu ajutorul formulei:

L )
1!

n [ o)™

n!

flag) + -+ (1) [f ()]

k=0,1,..., .

(4.5.2) Th+1 = Tk —

Tinand cont de expresiile derivatelor succesive ale functiei inverse f~! date in
paragraful 2.3., obtinem ca si cazuri particulare ale metodei iterative (4.5.2)
urmatoarele metode:

1. Metoda iterativa a lui Newton. Aceastd metoda se obtine, aga
cum am vazut in paragraful 4.2., luand doi termeni din (4.5.2), adica:

Lf~ ()

1 f(l’k), kIO,l,...,.

Th+1 = Tk —
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Sau daci tinem cont de faptul ca [f~!(y)] = e rezultd urmatoarea
T
metoda iterativa:

f(zx) _
Py =01

Interpretarea geometrica a acestei metode se gaseste in figura 4.5.1.

(4.5.3) Th+1 = Tk —

0 /)E Xirp X1 Xk

Figura 4.5.1

Din figura 4.5.1 se observa ca, daca este data aproximatia xj a radacinii
T, atunci aproximatia x,1 se obtine ca abscisd a punctului de intersectie
dintre tangenta la graficul functiei y = f(z), dusa in punctul M(xk, f(xk)),
si axa Ox.

Ca si in paragraful precedent, putem obtine si aici diferite forme modi-
ficate ale metodei lui Newton. Prima forma a metodei amintite, o obtinem
daca pastram tot timpul in decursul calculelor pentru derivata functiei f
aceeasi valoare si anume valoarea sa in punctul zg. Obtinem atunci urmatoa-
rea metoda iterativa:

(4.5.4) Thil = T — ;,((Z’;)) . k=0,1,..., .

In calculul practic, aceastda metoda se poate dovedi, de multe ori, a fi
foarte utila, deoarece nu ne mai obliga la calculul valorilor derivatei functiei
f pe fiecare element al sirului (ms)zio. In multe cazuri, sirul obtinut cu
metoda (4.5.4) este convergent si viteza sa de convergenta poate fi destul de
rapida.
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O altd modificare a metodei lui Newton se obtine daca ne marginim
sa schimbam valoarea derivatei functiei f, pentru o noua aproximatie a
radacinii Z, numai la fiecare doi pasi de ietratie si anume, obtinem urmatoarea
metoda:

flxr) | flye)

f,(xk) 5 T4+l = Yk — f,(xk) 3

(4.5.5) Yk = T — =0,1,... .

Putem obtine si alte modificari ale metodei lui Newton, daca de exem-
plu ne propunem sa schimbam valoarea derivatei functiei f pentru o noua
aproximatie a radacinii T dupa un set de s pasi de iteratie s = 2. Nu ne
ocupam aici de acest caz.

In rezolvarea numerica a ecuatiilor, rezultate bune se pot obtine daca se
combina metoda lui Newton cu metoda coardei si anume daca procedam in
felul urmator:

Fie xg o aproximatie initiala a radacinii T a ecuatiei f(z) = 0. Cu
ajutorul metodei lui Newton, calculam aproximatia y;, adica

e f(zo)
P )

(4.5.6)

Calculam apoi cu ajutorul metodei coardei, folosind aproximatiile z¢ si yo,
aproximatia x1 cu formula:

o fw)
(457) 1 = Y1 [xo,yl; f] .

Presupunem ca am calculat aproximatia xj_1 a radacinii =, atunci aproximatia
urmatoare xj se obtine in felul urmator:

s = ae fl@p—1)
(45.8) f(@g—1)
m o= g —I
k Yk [ﬂfk_l,yk;f}, gLy ooy -

Interpretarea geometrica a metodei (4.5.8) se gaseste in figura 4.5.2.



Metode iterative de tip Cebasev 129

y A

Xk-1 0

Figura 4.5.2

Metoda lui Newton si metoda coardei se mai pot combina si in alt mod.
Fie ¢ si yo doua aproximatii ale radacinii T a ecuatiei f(x) = 0, atunci,
noua aproximatie x; se calculeaza astfel:

o= g f(zo)
f'(xo)’
yo— flyo)
[0, yo0; f]
- y1+21‘
\ 2

Daca consideram acum ca xy si y; sunt doud aproximatii de ordin k£ pentru
radacina T a ecuatiei in cauza, atunci aproximatiile yx 1 si xx41 se calculeaza
astfel:

( B flzk)
Zk"r]. = Tk — f’(l’k) 9
f(yr)
) L ey
+
\$k+1 = w, k':O,l,...,.

Interpretarea geometrica a metodei (4.5.9) se afla in figura 4.5.3.
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Vi Y1

Figura 4.5.3

Metoda coardei si metoda lui Newton se mai pot combina gi in alte moduri.
Noi nu insistam aici asupra acestora, lasand pe seama cititorului sa obtina
metode noi de rezolvare a ecuatiilor, combinand in diferite moduri cele doua
metode. Evident, cAamp de investigatie exista, nu numai cautand sa obtinem
metode noi prin combinarea metodei coardei cu metoda lui Newton, ci i prin
. . . . . .. [e.e] . .
studiul convergentei sirurilor de aproximatii (:L'n)nzo obtinute cu ajutorul
acestor metode.

2. Metoda lui Cebasev de ordinul 3. Aceastd metoda se obtine
din (4.5.2), dacd ne marginim la primii trei termeni din aceasta formula si
anume:

L~ (ww))
1!

L )"

Y [f(xk?)]27 k:()?l?a

flar) +

Thy1 = Tg —

sau daca tinem cont de formula (2.4.1) avem:

o fla) 1 ) ()
(4.5.10) Tyl = Tk Fles) 2 [

k=0,1,..., .

3. Metoda lui Cebagev de ordinul 4. Asa cum am procedat mai
sus, de data aceasta vom considera primii patru termeni din formula (4.5.2)
§i vom avea:

Thp1 = Tp— Wf(xk) +
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de unde, daca tinem cont de (2.4.1) si (2.4.2), avem:

(4.5.11) sy = zp — flaw) 1 fM@n)lf @]

flg) 20 [f(2r)]3

+ 1 P (@) £ (k) = 3(f" (2r))*
6 [f'(zx)]?

[f(z)]®, kE=0,1,..., .

4.6 Metode iterative de tip Aitken-Steffensen

Metodele iterative de tip interpolator expuse in cadrul paragrafului 4.4
prezinta importanta si din alt punct de vedere gi anume ele ne furnizeaza o
alta clasa de metode iterative, care pe langa faptul ca se pot aplica in conditii
mult mai generale decat metodele de tip Cebégev, din cauza ca acestea nu
impun In mod necesar ipoteze de derivabilitate asupra functiei f, aceste
metode, din punctul de vedere al rapiditatii convergentei, sunt comparabile
cu metodele de tip Cebagev.

Sa presupunem ca am reusit sa punem ecuatia:

(4.6.1) f(x)=0,

sub urmatoarea forma echivalenta

(4.6.2) g(x)=x—p(x) =0,

unde presupunem ca punctele fixe ale functiei ¢ coincid cu radacinile ecuatiei
(4.6.1).

Presupunem ca pe intervalul I functia f are o functie inversa si in acest
interval este continuta o singura radacina T a acestei ecuatii.
Notam cu xg o aproximatie initiala a radacinii T gi construim girul definit in
felul urmator:

:170 x() )
0o _
7 = ¢(20);
(463) g = o)
oy = e(zh).
Folosind acum in polinomul de interpolare inversa, drept noduri de interpo-
lare valorile y? =f (x?), 1 =0,1,...,n, putem obtine aproximatia urmatoare

a radacinii T cu formula:



132 Interpolarea inversa si metode de iteratie

n
unde prin wy(y) am notat polinomul wy(y) = [] (y — y?).
Jj=0
Fie acum zj o aproximatie oarecare a radacinii T a ecuatiei in cauza,
atunci aproximatia xx11 0 vom obtine in felul urmator.

Construim sirul xf, 1=0,1,...,n in felul urmator:
( .’L‘S = Xk,
xlf - S0($0) )
(4.6.4) ok = o(ah);
\ xfl = (P(xlrcz—l) ’

n
si notdm cu yF = f(2F), i = 0,1,...,nsi cu w(y) = ] (v — vF), atunci
avem: =0

(4.6.5) Ty = —wi(0 Z T k=0,1,...,

— Yy w (yz

sau folosind polinomul lui Lagrange sub forma lui Newton x;y1 se poate
reprezenta astfel:

(4.6.58) TR = af — [yo,yl,f‘l} Y6 + [y'é,y'f,yé“;f‘l Yoyt + ...

+(-1)" [y'é,y’f,---yﬁ;f’l] YOYL - Yno1 =
:L(yé:7ylf""7yﬁ7f_1|0)7 k:O?]‘?""
Metoda iterativa obtinuta mai sus poarta denumirea de metoda generala

a lui Aitken-Steffensen.
Semnalam gi aici cazurile particulare ale acestei metode.

1. Cazul n=1. In acest caz, daca xy este aproximatia initiala a
radacinii T a ecuatiei in cauza, avem:

xg = To;

2} = p(xg) = @(xo);

v = 9(23) = z0 — ¢(20);

y? = g(29) = @(x0) — ¢ (e(20)) -

Folosind in acest caz polinomul de interpolare inversa sub forma lui Newton
si considerand in locul lui f din (4.6.1) functia g din (4.6.2), vom deduce



Metode iterative de tip Aitken-Steffensen 133

pentru x; urmatoarea expresie:

o =z )

[z0, p(20); 9]’

adica )
T =0 — [z0 — ¢(x0)]

z0 — 2¢(z0) + o (p(x0))

Daca presupunem acum ca am reusit sa construim aproximatia xj a radacinii
T, atunci este usor de vazut ca x,q va avea urmatoarea forma:

B 2
[z — ()] k=0,1,..., .

(4.6.6) Tht1 = Tk — zi — 20(xk) + @(e(zr))

Interpretarea geometrica a metodei (4.6.6) se gaseste in figura 4.6.1.

(p(Xk) )E X1 X

Figura 4.6.1

Din formula (4.6.6) deducem usor ca zpii este abscisa punctului de
intersectie dintre dreapta y = z si dreapta ce uneste punctele My, (mk, @(xk))
si My (¢(xr), 0 (o))

Inainte de a trece si la alte cazuri particulare, ne oprim putin asupra
metodei (4.6.6) si aratam ca ea mai poate fi privita si dintr-un alt punct de
vedere.

S& presupunem ca functia ¢ este derivabild si sa notam cu a = ¢/ (7).
Admitem cd a # 1 gi a # 0 gi consideram functia:

(4.6.7) ¥ (x) = [p(x) — az].
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Se observa ca avem:

(4.6.5) (@) = [¢(@) —az] =7

si

>

(46.9) @] = — [¢/@ —a] =

Fie acum zg si ¢(x0) doud aproximatii ale radacinii T a ecuatiei z—¢(x) = 0.
Atunci putem aproxima derivata functiei ¢ pe punctul T cu diferenta divizata
a acestei functii pe punctele xg si p(x0), adica:

@(e(x0)) — @(x0)
p(zo) =m0

a =~

Inlocuind pe a in (4.6.7) obtinem:

ot () — 1 oy Pleo) —elo) |
S ) e ey M= B T
¢(z0) — o
zop(xo) — [p(x0)* [z0 — o(x0)]?

0
¢ ((20)) — 2¢(x0) + @0 ¢ ((x0)) — 2¢(x0) + @0
de unde In general vom obtine metoda (4.6.6).

Observatia 4.6.1. Dupa cum vom wvedea in capitolele urmdatoare, pentru
convergenta metodei iterative

Tpr1=¢ (), k=0,1,...,,

este important ca derivata functiei o*(x) sa fie apropiata de zero in vecindatatea
punctului fix al functiei ©*. Din acest punct de vedere, egalitatea (4.6.9) ne
arata ca metoda (4.6.6) poate da rezultate foarte bume in ceea ce priveste
convergenta sirului de aproximatii obtinut.

2. Cazul n=2. Daca notam iarasi cu xp aproximatia initiala a
radacinii T a ecuatiei in cauza, atunci vom avea:

x8 = 20;
af p(20) = p(zo) ;
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Inlocuind in (4.4.12) nodurile de interpolare z; = =z, T2 = ¢(z0),
T3 = go(cp(aco)) si schimband x4 = 21 si f = g, vom deduce:

p(p(@0)) — p(p(p(@0)))
[80(330)7 90(%?(370)) ] 9]

[z0, ¢(w0), @ (e(w0)): 9] [¢(x0) — ((x0))] [ (e(x0)) — @(@(e(x0)))]
[z0, ¢(x0); 9] [0(x0), @ (@(20)); 9] [0, p((20)); 9]

(4.6.10) 1 = p(p(z0)) —

si In general daca am calculat aproximatia xj, atunci o noua aproximatie
Zx41 se obtine astfel:

Calculim nodurile z§, ¥, & cu ajutorul formulelor
x§ = @
v = p(f) = elan);
3 = o(ah) = e(elar)

Procedand acum ca si in cazul formulei (4.6.10) vom obtine:

(4.6.11) zp41 = p(p(2r)) — p(p(r) — o(e(olar)))
)

o(zr), o(p(x)); 9]
[z, p(2r), p(@(xr); 9] [e(2r) — o(e(2r)

_ ]
]

[k, o(z1); 9] [e(2r), 0 (e(zk)); 9

k=0,1,..., .

In mod analog, folosind metoda iterativii generald (4.6.5), se pot obtine
metodele iterative de tip Aitken-Steffensen In cazul n =3, n=4,....
Evident, forma explicita a acestor metode se complica pe masura ce n creste
si de aceea nu insistam aici asupra acestor cazuri.

Vom indica in continuare un mod de a generaliza metoda (4.6.6).
Evident, procedeul care va fi aplicat aici, se poate extinde gi in cazul general.

Consideram ecuatia (4.6.1) si pentru rezolvarea acestei ecuatii consideram
urmatoarele doua metode iterative:

T = Sol(xkfl)a k= 0,1,...,
T = ()02(174571)7 k= 0,1,...,
unde presupunem ci punctele fixe ale functiilor 1 si @9 coincid intre ele gi
sunt acelesi cu radacinile ecuatiei (4.6.1).
Notam cu xp o aproximatie initiala a radacinii x a ecuatiei (4.6.1) si
presupunem ca T este singura radacina a acestei ecuatii, dintr-un interval I
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al axei reale. Vom considera atunci drept noduri de interpolare in (4.1.16)
numerele ¢1(xo) si p2(x0) si vom obtine o noud aproximatie z, astfel:

f (1 (20))
e1(20), p2(0); f]

21 = p1(z0) — [

sau

f(p2(0))
¢1(w0), pa(z0); f]°
Daca acum notam cu xj, o aproximatie oarecare a radacinii T atunci aproximatia
urmatoare xg11 este datd de una din urmatoarele metode iterative:

f (1))

Iy = 902($0) - [

(4.6.12) Tht1 = <p1(xk) — [(pl(xk) (p2(xk). f] 5 k= O, 1, ey .
(4.6.13) Try1 = p2(ok) — [801(2015;0292;81) f] , k=1,2,...,.

Metodele iterative (4.6.12) si (4.6.13) ne conduc la acelasi sir de aproximatii,
daca elementul initial x( este acelasi pentru ambele. Vom dovedi in contin-
uare afirmatia de mai sus. Pentru aceasta notam cu

g - fp1(2))
Vo= el ) e ]

©1 f
f(pa(2))
p1(x), p2(x); f]

z = 902(1:)_ [

si vom dovedi ca
z=1y.

Plecand de la relatia de recurenta pe care o verifica diferentele divizate,

e For(@) - (oa(2))
o1(2) — @2(2)

flea@)  fle2l@) o
@)oo f]  [ehpatay ] P e
de unde rezulta:

= [p1(2), pa(x); f]

sau
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adica

2=Y,
ceea ce trebuia sa demonstram.

Metode iterative de tip Aitken-Steffensen mai pot fi extinse si in alte
moduri, dar noi nu insistam aici asupra lor.

4.7 Metode iterative obtinute prin interpolare in-
versa cu ajutorul functiilor rationale de functii
liniare

Fie f : I — R o functie reala de variabila reala, unde I este un interval

al axei reale, si xg,x1, x2 trei puncte din intervalul I.
Consideram multimea functiilor ¢, o 3 de forma

ar +b

(4.7.1) o(z) = Py

unde «, 3, a, b sunt parametrii reali care trebuie determinati, cu conditia ca
functia ¢ sa coincida cu functia f pe punctele xg, x1 si x3, adica:

(4.7.2) o(wo) = f(@o), p(x1) = f(21), P(22) = f(22).

Presupunem ca zg # r1, 1 # o2, 2o # 22 si f(zo) # f(21), f(20) # f(22),
f(z1) # f(x2). Atunci, daca scriem conditiile (4.7.2) vom obtine urmatorul
sistem:

ary+b
m = f(z0);
ari+b

(4.7.3) m = flz1);
axre + b
m = f(z2).

Sistemul (4.7.3) contine 4 necunoscute, dintre care 3 sunt esentiale.
Daca la ecuatiile (4.7.3) addugam relatia (4.7.1) si eliminam parametrii
a,b,a si B dintre cele 4 relatii, obtinem egalitatea:

v—r wy—x (@) — flx) | flae) = fz)
r—x0 w2—x0 @) — flwo) flxa) — fl20)’

(4.7.4)
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de unde deducem relatia:

(4.7.5) p(z) — f(21) _ [x1, z2; f] -

o(x) = f(xo) [wo,22;f] = —mo’

Verificam acum, ca functia ¢ determinata cu formula (4.7.5), verifica conditiile
(4.7.2). Pentru z = z; din (4.7.5) deducem egalitatea p(z1) — f(x1) = 0
adica ¢(x1) = f(x1). Dacad x — xo, tot din (4.7.5) deducem egalitatea
¢(z0) — f(xo) =0, adica p(zo) = f(zo).

Pentru x = 2 din (4.7.5) deducem:

de unde avem:

p(x9)[f(21) = f(x0)] = flx2)[f(21) = flzo)],
adica
p(x2) = f(z2) -

Din (4.7.5) si (4.7.1) deducem valorile parametrilor a,b,« si 3 date de
relatiile:

a = f(x1)[zo, x2; f]1 — flzo)[w1, 225 f];
(4.7.6) b w1 f(wo)[21, 22; f] — 20 f(21)[T0, 225 f];

o (20, 225 f] = [21, 225 [

B = mifxy, 2o f] — xo[zo, z2; f] -

Dupa cum rezulta din (4.7.6) valorile parametrilor a, b, « si 3 se obtin usor
daca in prealabil se calculeaza elementele urmatorului tabel al diferentelor
divizate:

(20 f(x0)
(20, 72; f]

(4.7.7) z2  f(x2)
(21, 22; f]

z1 f(z1)

Pentru scopurile noastre, vom interpola cu ajutorul functiilor din familia
(4.7.1) functia inversa a functiei f. Presupunem deci, ca pe intervalul I



Metode iterative obtinute prin interpolare inversa 139

functia f este monotona si notam cu y; valorile acestei functii pentru x = z;,
i =0,1,2. Notam cu f~! inversa functiei f pe intervalul I si avem:

/
Considerdm acum multimea functiilor @q o g : R X {—%} — R ca fiind
multimea functiilor de forma:
a/y +
4.7. =
(4.7.8) e(y) R

si punem problema sa determinam acea functie din familia data, care pe
punctele y; ia valorile x;, i = 0,1, 2.
Tinand cont de formulele:
((fla) =y,  i=0,1,2;
F7 ) =i, i=0,1,2;

1
=17 .
[y07y2a f ] - [.%'0,.%'2; f} )
17 1

deducem pentru o', ¥, o’ si f/ urméitoarele expresii:

a = mry, 2 f] — @olwo, 215 f];
(4.7.9) bV = f(x1) xolzo, xe; ] — f(xo) x1[x1, 225 f];
o = [x1,m2; f] — [wo, x2; f];

B = f(x1)lwo, x2; f] — flzo)[z1, 23 f].

Presupunand acum ca ecuatia f(z) = 0 are o radacind T in intervalul I,
atunci avem f~!(0) = T si considerand c& functia datd de (4.7.8), unde
a', b o' si 3 sunt dati de formulele (4.7.9), aproximeaza functia f~!, vom
obtine pentru T urmatoarea aproximare:

_ Y mo fa)[wo, wa; f] — w1 flwo) w1, s f]
g f(a)[wo, w23 f] = fzo)lzr, x5 f]

Folosind formula de aproximare (4.7.10) putem obtine in mai multe moduri
metode de iteratie pentru rezolvarea ecuatiei f(x) = 0.

(4.7.10) 7 ~ (0)

Un mod de a obtine o metoda iterativa este acela ca sa pastram pe xg
si x1 ficsi si In cursul iteratiei sa schimbam de fiecare data pe xs.
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Pentru fixarea ideilor, sanotam cu a = xg, b = x1 i 20 = x2, atunci din
(4.7.10) deducem o prima aproximatie a lui T astfel:

af(b)la, z0; f] = bf(a)[b, zo; f]
f0)la, z0; f1 = f(a)[b; z0; f]

z1 =

si in general:

af(b)la, zi; f] = bf(a)[b, zi; f]
f0)a, zi; f]1 = f(a)[b, z; f]

Putem acum sa dovedim ca sirul (zn) _, generat cu metoda iterativa (4.7.11)
este convergent i T = lim z,, atunci f(Z) = 0. Pentru a dovedi acest fapt
n—oo

(4711) Zi+1 = = 1,2,...,

presupunem ca functia f este continua si are loc relatia:

f@) , b7 f]

fla) " a7 f]

In acest caz, trecand la limit#, pentru i — oo, in egalititile (4.7.11) deducem
egalitatea:

(4.7.12) z— O, ; |- bf(a)[g;{]

S
f0)a, 7; f] = fa)[b

de unde, printr-un calcul elementar se deduce egalitatea f(z) = 0.

i

Exemplu numeric. Si se aproximeze radacina pozitiva a ecuatiei:
2 —2=0.

Aplicand metoda (4.7.12) pentru a = 1, b = 2 si zp = 1,5, obtinem aproxi-
matiile zy = 1,411764; zo = 1,4142286 care difera la a cincea zecimala de
V2 =1,4142213....

O altd metoda iterativa care se poate deduce din (4.7.10) este aceea
pentru care pastram pe xg fix si iIn decursul iteratiei schimbam simultan pe
r1 Sl x2.

Fie deci xy = a, 1 = 29, 2 = 21, atunci din (4.7.10) obtinem:

_ af(zo0)la, z1; f] — 20 f(a)[z0, 21; f]
f(z0)la, 215 f] = f(a)[z0, 21; f]

si in general obtinem sirul (Zn)ZO:O generat de urmatoarea metoda iterativa:

af(zi—1)la, zi; [ — zie1f(a)[zi-1, 233 f]
f(Zz—l)[a, 25 f] - f(a)[zz‘—1, 25 f]

(4.7.13)  ziy1 = L i=1,2,...
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. v o. v v . o]
pentru care iarasi se dovedeste usor ca daca sirul (Z”)n—
T = lim z,, atunci f(z) = 0.
n—oo

o este convergent si

Presupunem in continuare ca functia f este derivabila pe fiecare punct
al intervalului I si mai presupunem cd zo = xg. Atunci, [xg,z9;f] =
[0, z0; f] = f'(x0) si din (4.7.10) deducem:

xo f(x1) f (o) — z1 f(xo)[x1, 0; f]
fx1)f(xo) — f(zo)[x1,xos f]

Daca acum notam zo = a si zp = x1 obtinem din (4.7.14) urmatoarea aproxi-
mare pentru T:

(4.7.14) T~

_ af(20)f'(a) — 20 f(a)[z0, a; f]
f(z0)f'(a) = f(a)[z0, a; f]
sau mergand mai departe obtinem sirul (zn)zozo generat de urmatoarea
metoda iterativa:

o~ WG (@) =z o)z i ]
" f(z)f'(a) — f(a)z, a; f]

i=0,1,...,.

4.8 Metode iterative obtinute cu ajutorul polino-
mului de interpolare inversa de tip Hermite

Fie [a,b] un interval al axei reale ca in paragraful 4.3 §i a1, a9, ..., ap41,
n + 1 numere naturale, astfel incit a; + ag + -+« 4+ an+1 = m + 1. Fie de
asemenea 20 € [a,b], i = 1,n + 1, n + 1 aproximatii ale radicinii 7 € [a,b] a
ecuatiei

(4.8.1) f(z)=0.

Presupunem ca functia f admite derivate pe [a,b] pana la ordinul m + 1
inclusiv. Evident atunci, tindnd cont de cele demonstrate in paragraful 2.3,
functia f~! (despre care presupunem ci existi), este derivabild pani la or-
dinul m +1 pe [¢,d] = f([a,b]). Folosind polinomul de interpolare inversa al
lui Hermite pe nodurile #?, i = 1, n+1 cu ordinele de multiplicitate, respec-
tiv a;, i = 1, n + 1 i notand cu :L'Z =), =18 -1, i=T,n+1
valorile functiei f~' pe nodurile de interpolare y; = f (:1:?), i=1n+1,
obtinem urmatoarea aproximare:

(4.8.2) 2 o= H (y1,a1;92, a2} - . - s Y13 @ns1; £ 1]0)

unde H este polinomul de grad m al lui Hermite pe nodurile y;, it = 1,n + 1
cu ordinele de multiplicitate respectiv a;, ¢ = 1,n + 1.
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In general daca se cunosc aproximatiile
0 ,.0 0
(4.8.3) Thy Ty - - s Thoy s

[a,]

. . v (1, .
aproximatia urmatoare x, . .| se obtine astfel:

(484) $2+n+1 :H(y/%a'l;yk-‘rlaa%"';yk-‘rn;anJrl)7 k= 1727"'>

H fiind, aga cum am specificat si mai sus, polinomul lui Hermite de grad cel
mult m, cu nodurile y;; = f (arg 4i)d= 0,7, cu ordinele de multiplicitate

respectiv a;, © = 1,n + 1.
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Capitolul 5

Convergenta metodelor de
iteratie

In acest capitol vom studia convergenta metodelor de iteratie semnalate
in capitolele anterioare. O atentie deosebitda vom acorda evaluarii erorilor
de aproximare si studiul stabilitatii numerice. De asemenea vom expune
rezultate privind ordinul de convergenta al sirurilor ce se obtin din metodele
de iteratie studiate. In atentia noastra va sta si studiul eficientei calculului.

5.1 Ordin de convergenta si indice de eficienta

Fie (z)n>0 un gir de numere reale. Presupunem ca sirul z,, este con-
vergent si notam cu T = lim x,,.

Definitia 5.1.1. Spunem ca sirul (zn)n>0 are ordinul de convergentda
reR; r >0, dacd exista n’ € N si ko, k1 € R, k1 > 0, ks > 0, constante
independente de n, astfel incat au loc inegalitatile

(5.1.1) ko‘l‘n — f|r < \an — f| <k |£Cn — T’T ,
pentru orice n > n'.
Are loc urmatoarea teorema:

Teorema 5.1.1. Daca sirul x, are ordinul de convergenta r € R, r > 0,
atunci are loc relatia

(5.1.2) r = lim
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Demonstratie. Din (5.1.1), pentru n > n’, deducem:
(5.1.3) Inkog+rn|z, —Z| S n|zptr — 7| S lnky +rinjz, — 7.

Deoarece lim |z,, — Z| = 0, rezulta ca exista n” € N astfel incat pentrun > n”
In |z, — 7| <0 si deci din (5.1.3) rezulta

In kg

In |z, — 7| > In &y "
In |z, — | In |z, — 7|

Zr+———mmm—,n>n
In |z, — T|

ﬁ
v

de unde trecand la limita pentru n — oo obtinem (5.1.2), ceea ce trebuia
demonstrat.

Observatia 5.1.1. Ardatam in cele ce urmeazd cd nu orice sir convergent
poseda un ordin de convergentd.

Pentru aceasta, fie de exemplu sirul (z,),>0 ai carui termeni sunt dati
de egalitatile:

1 1

14 - -
(5 ) T2k+1 2k+1 ) T2k (k/’—}—]_)k’

k=0,1,2,...,

Evident, limx,, = 0. Presupunem ca acest sir are ordinul r, » € R, r > 0.
Din inegalitatea (5.1.1) rezulta ca existd n’ € N astfel incat in mod necesar
au loc inegalitatile

ko<M§k1, n>n

= on - f‘r
R |Tnt1 — 7 . o
adica sirul (,,)n>0, unde J, = ﬁ trebuie, In mod necesar, sa fie
= Ty — T

marginit.
Pentru girul (5.1.4) avem:

5 = = ]{::12...
2k xgk 2%k + 1 ; ) 4

care este un subsir al girului (6,), dar care nu este marginit si deci sirul
(5.1.4) nu are ordin de convergenta.

Urmatoarea teorema se refera la unicitatea ordinului de convergenta.

Teorema 5.1.2. Daca sirul (xy)n>0 are ordinul de convergentd r € R,
r > 0, atunci r este unic.
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Demonstratie. Si presupunem prin absurd ca sirul (z,)n>0 are cel putin
2 ordine de convergentd p,r € R p > 0, r > 0 si r # p. Conform Definitiei
5.1.1 exista n’,n” € N gi constantele pozitive ko, k1, k(,, ¥} € R independente
de n astfel incat au loc relatiile

(5.1.5) kolzn —Z|" < |xpnt1 — 7| S kilon, — 7|7,
pentru orice n > n’ si
(5.1.6) kylzn —ZP < |xnt1 — 7| £ ki|z, — TP,

pentru n > n’.
Pentru n > max{n’,n"} sunt satisfacute simultan ambele relatii (5.1.5) si
(5.1.6).

Din (5.1.5) si (5.1.6) deducem:

|Tnt1 —Z| = kilzn — " = ki|zn, — T P|e, — TP S
k1 _ i
< fong 7 o — 7
0
adica
k
(5.1.7) 1< k—é\xn——r—p.

Analog din aceleasi relatii deducem:

T =T S kilon — TP = kilag — TP 2, -7
/
< k_(l) |Tnt1 — T| |20 — 27"
din care rezulta
/
(5.1.8) 1< Lz, 7P,
ko

Daca r > p prin trecere la limita din (5.1.7) rezulta 1 < 0 iar daca r < p din
(5.1.8) rezulta aceeasi relatie, ceea ce este absurd. Cu aceasta teorema este
demonstrata.

In cele ce urmeazi ne vom ocupa cu compararea vitezelor de convergenta
a doua siruri convergente care au limita comuna.

Fie (Zn)n>0 $1 (Yn)n>0 doud siruri convergente pentru care lim z, =
- - n—oo
lim y, = 7.
n—oo



146 Convergenta metodelor de iteratie

Definitia 5.1.2. Spunem ca sirul (yn)n>0 converge cel putin asa de rapid
ca girul (zn)n>0 daca exista n' € N astfel incdt pentru orice n > n' sa fie
verificate relatiile:

lyn — Z| = kfz, — 7|

unde k este o constanta pozitiva, independenta de n.

Definitia 5.1.3. Spunem ca sirurile (xn)n>0 i (Yn)n>0 au aceeasi vitezd
de convergentda dacd existda n' € N, astfel incdt pentru orice n > n’ au loc
relatiile

kolzn — 2| = [yn — 2| = k1lzn — 7,

unde ko, k1 € Ry sunt constante independente de n.

Urmatoarea teorema ne face legatura intre ordinele de convergenta a
doua giruri gi vitezele lor de convergenta.

Teorema 5.1.3. Dacad sirurile (Tn)n>0 §i (Yn)n>0 au aceeasi viteza de con-
vergenta i dacd in plus unul din cele 2 siruri are un ordin de convergentd,
atunci si celalalt sir are ordin de convergenta si ordinele celor 2 siruri sunt
egale.

Demonstratie. Notam cu 7 ordinul de convergentd a sirului (z,),>0 si
din ipoteza egalitatii vitezelor de convergenta a celor doua siruri rezulta ca
exista k({ si k{ constante reale, independente de n si n’ € N astfel incat

(5'1'9) kg‘xn - f| < ‘yn - f‘ < kl{’xn - E‘

pentru orice n > n’/ si de asemenea existd kg, k1 € R constante pozitive si
n” € N astfel incat pentru n > n” au loc relatiile:

(5.1.10) kolzn — Z|" < |2nsr — 7| < kilzn — 3"

Din (5.1.9) si (5.1.10) deducem relatiile

_ _ _ kg ko _
[Ynt1 — T| > kolzni1 — | > kgkolzn — 7" > (]3//)7« Yn "
IS8
si
Kk

[Ynt1 = Z| = Ky lona — 7| = Kkafon — 2" =

adicd pentru n > max{n’,n”} au loc relatiile:

Ky ko _ Kk
(KY)"

\yn - x\r < ’yn-i-l -z =
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care ne arata ca sirul (yn)n>0 are ordinul de convergenta r, ceea ce trebuia
demonstrat.

In cele ce urmeazi vom avea in vedere notiunile studiate pana aici, in
acest paragraf, in legatura cu rezolvarea ecuatiilor de forma:

(5.1.11) fz) =0

unde f : I — R, unde I C R este un interval al axei reale. Vom avea
in vedere aproximarea radacinilor ecutiei (5.1.11) cu elementele unor giruri
reale (,)n>0, generate de metode de iteratie de forma

(5.1.12) Toy1 =9g(Tn), x0€R, n=01,...,

unde g : I — I este o functie ce depinde evident de f, prin faptul ca orice
radacina a lui f este punct fix al lui ¢ si reciproc, orice punct fix al lui g este
radacina pentru f.

Mai general, dacd G : I* — I este o functie de k variabile a carei
restrictie la diagonala multimii I* coincide cu g, adici are loc relatia

pentru orice z € I, atunci putem considera siruri (z,)n>0, este generat de
asa numita metoda cu mai multi pasi, adica

(5.1.13) sk = G(Ts, Tst1y- -y Totk—1)s L0y---,Th—1 €1, s=0,1,....

Ordinul de convergenta al sirului generat de (5.1.12) respectiv (5.1.13) de-
pinde de anumite proprietati ale functiilor f, g respectiv f, G.

Pentru giruri generate de relatia (5.1.12) sau (5.1.13), vom foloai o
notiune mai slaba decéat cea data de Definitia 5.1.1 privind ordinul de convergenta.
Pentru aceasta presupunem cd oricare din girurile (xy)n>0, generate de (5.1.12)
sau (5.1.13), este convergent i limita lor T este radacing a ecuaties (5.1.11).

Definitia 5.1.4. Sirul (z)),>0 generat de (5.1.12) sau (5.1.13) are ordinul
de convergenid v 2 1 dacd ewista limita:

: L
(5.1.14) o= lim =7l

n—co In |z, — T

sta=r.
In cele ce urmeaza, asupra functiilor f si g vom face urmdatoarele ipoteze:

i. daca x € I atunci g(z) € I;

ii. exista limx, =T, unde (zp)p>0 este generat de (5.1.12);
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1. f este derivabild in T;
iv. pentru orice x,y € I are loc relatia 0 < |[z,y; f]| < m

unde m > 0, m € R, unde [z,y; f] este diferenta divizata de ordinul 1 a
functiei f pe punctele x si y.

Relativ la Definitia 5.1.4 are loc urmatoarea teorema.

Teorema 5.1.4. Daca functiile f si g verificd ipotezele i - v, atunci conditia
necesard si suficientd ca sirul (zp)p>0 generat de (5.1.12) sa posede ordinul
de convergenta r > 1, este sa existe

L 1D|f($n+1)|
(5.1.15) A= o )

siB=r.

Demonstratie. Egalitatea intre a i § date de (5.1.14) respectiv (5.1.15)
rezulta dupa cum urmeaza

o _ o Inff(@aga)| = In | f(znga)| + Inf2p — 2]
a = lim — = lim — =
n—oo In|x, — 7| n—oo  In|f(zy,)| —In|f(z,)| + In|x, — 7|

li 1H’f(l‘n+1)| _ln”f:wn—i-l;f” _

n—00 ln|f($n)| —1n|[f,xn;f]|

111’[57"13,1_’_1;]0”

In|zp41 — 7|

1 oenar J
)l W@l )]
TS M) Wmews) O W@l
In /x|

Aici am tinut cont de faptul ca lim f(z,41) = lim f(z,) = f(T) =0side
ipotezele 7 - 1v.

Urmatoarea teorema se refera la ordinul de convergenta al metodelor de
tipul (5.1.13).

Teorema 5.1.5. Dacd (up)p,>0 este un sir de numere reale, pozitive care
verifica urmatoarele proprietafi:

i. sirul (up)p>o0 este convergent si lim wu, = 0;
> pbo
ii. exista numerele reale nenegative o, g, . . ., Qpy1 §1un $ir (Cp)p>0, Cp >

0 pentru orice p = 0,1,..., st 0 < inf{c,} < sup{c,} < m, unde
m € R, m > 0, astfel incat au loc egalitatile
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_ ap,,002 QAn+1 — .
(5.1.16) Usynil = CsUg UGy .. Ugrn'y §=0,1,...;
.o, hlun—i—l
11, existd lim ——— = w > 0,
N Uy,

atunci w este raddcina pozitivd a ecuatiet
(5.1.17) Pt) =t"" — o 1t" — o™ — o — ant — g = 0.

Demonstratie. Din (5.1.16) obtinem:

1 1 = 1 ;
(5.1.18) lim St o gy PO SRl e
s—oo N Uy s—o0 InUpyg = n—00 1N Upy g
Dar au loc relatiile:
1
lim —= =0
5—00 1N Up 4
si
1 ; 1
lim N Usti = i:07n7

=
Inupys  wn?

care inlocuite in (5.1.18) ne conduc la relatia:
n
w”+1 — Z Oéi+1wl = 0,
i=0

adica w verifica ecuatia (5.1.17).

In cele ce urmeazi vom expune cateva proprietati legate de radacinile
ecuatiei (5.1.17).

Teorema 5.1.6. Daca coeficientii «;, i = 1,n+ 1 ai ecuatiei (5.1.17) sunt
nenegativi $i existd cel pufin un coeficient pozitiv, atunci ecuafia admite o
singurd radacind pozitivda.

Demonstratie. Fie ap # 0si o1 = ag = -+ = a1 = 0, atunci con-
P(t
sider&m ecuatia Q(t) = tkL_l) ="k 2 PR gt — ag. De

aici deducem Q(0) = —ay < 0 si lir}rl Q(t) = +o0, adica ecuatia Q(t) =0
n—-0o0

are cel putin o radacina pozitiva.
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Aratam ca aceastad radacina este unicid. Pentru aceasta, in @ facem schim-

1
barea de variabila ¢ = — si obtinem
u

1 1 _ _
H(u) = Q (a) = un—kt2 [aku" k24 appru” L4 any1u—1| =
1
= o).

Observam imediat ca R'(u) > 0 pentru u > 0 si deci R(u) are o singura
radacina pozitiva, ceea ce atrage dupa sine, tinand cont de cele de mai sus,
ca ecuatia P(t) = 0 are o singura radacina pozitiva.

O margine inferioard pentru radacina pozitiva a ecuatiei (5.1.17) este
data de urmatoarea teorema:

Teorema 5.1.7. Dacd existd cel putin unt; 1 < ¢ < n+1 pentru care c; > 0
in ecuatia (5.1.17) si o 2 0 pentru orice j = 1,n+1, atunci radacina
pozitivd t a ecuatiei in cauzd verificd relatia

n+1 p
(5.1.19) t>7= (Za)
=1

unde

n+1

pORe?

i=1
n+1 . :
Yo(i— 1oy

=1

p:

Demonstratie. Pentru a dovedi teorema in cauza, daca tinem cont de
Teorema 5.1.6, este suficient s& aratam ca P(7) < 0. Pentru aceasta vom
folosi inegalitatea mediilor:

1
ntl n+1
> Diti n+1 > i
=1 AP | =1 . > > =1 1
n+1 Z H(a/z) v 9 p%:oa (1@_0,1— an+ )
=1

Z Di
i=1

cu cel putin un ¢ pentru care p; > 0.
Aplicand inegalitatea de mai sus deducem

n+1

i—1
ntl ntl > oy
_ o n+l i—1) _ _n+l i=1
P(r)y=7""— Zaﬂ'l =7 — Zai s
i=1 i=1 Z Q;

=1
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dar conform inegalitatii mediilor ponderate avem:

n+1 1
Z ;T n+1
i—1)oy | ;2 1
n+1 H T
E az =1
=1

Daca tinem cont de aceasta inegalitate avem

1
n+1 n+1 ni»l
() (L) 5

=1

n+1
> (i=Day
=1

P(r)

A

n+1 p -
daci 7= > ;] ,unde p= ————.
= n+1 ]
Yo(i— 1)y
i=1
Tinand cont ca P(7) < 0 si tlim P(t) = +oo si de faptul ca ecuatia
— 0
P(t) = 0 are o singura radacina pozitiva, rezulta concluzia teoremei.

Este usor de vazut ci pentru marginea superioars a radacinii ¢ a ecuatiei
(5.1.17) are loc relatia

(5.1.20) t<1+ max {a;}.
15iSn+1

Observatia 5.1.2. Inegalitatea (5.1.19) se mai poate scrie

1—P(1)

(5.1.21) i>r=[1-PQ1)m0-7m
unde cu P'(1) am notat valoarea derivatei lui P in punctul t = 1.

Consideram in continuare cazul particular al ecuatiei (5.1.17) cand o =
Qg =+ =apt1 = ¢, ¢ > 1, adicd vom considera ecuatia:

(5.1.22) P gt gt gt — g =0

Daca notam cu d,41(q) radacina pozitiva a acestei ecuatii, atunci urmatoarele
proprietati se dovedesc fara dificultate.
a) 0n(q) = 0nt1(q), m=1,2,...;
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n+1
b) max q’n—H(q+1)} S 0nt1(q) g+ 1

¢) lim 0,(¢) =q+ 1.
In particular pentru ¢ = 1 din a) - ¢) deducem:
a’) 0n(1) < Onya(1)
2(n+1)
N 2 < (1 2
b) S S (1) <
¢’) lim §,(1) = 2.

Fie acum ay,as2,...,an,11 € R, a; =2 0, i = 1,n+ 1, despre care pre-
supunem ca verifica relatiile:

(5.1.23) Unt1 ZGp Z Ap1 2 -2 az 2 a1 20
si
(5.1.24) ap+ax+---+apy > 1.

Consideram ecuatiile:

(5.1.25) p(t) = " gt —apt™ = —agt —ay; =0

(5.1.26) q(t) =" — gt —agt™ ' — o —apt —ap 1 =0

si

(5.1.27) h(t) =" —a t" —a,t" "t — o —ay t —a;,,, =0

unde (i1,142,...,4in+1) este o permutare arbitrara a numerelor (1,2,...,n+1).

Fie a radacina pozitiva a ecuatiei (5.1.25), b radacina pozitiva a ecuatiei
(5.1.26) si ¢ radacina pozitiva a ecuatiei (5.1.27). Inegalitatea (5.1.24) ne
asigura ca radacinile pozitive ale ecuatiilor (5.1.25) - (5.1.27) sunt suprau-
nitare. Are loc urmatoarea teorema

Teorema 5.1.8. Daca coeficientii ecuatiilor (5.1.26)—(5.1.28) verifica relatiile
(5.1.23) i (5.1.24), atunci radacinile pozitive a, b si ¢ ale acestor ecuatii
verifica relatia

(5.1.28) 1<b=c=Za

Aceasta teorema ne spune ca dintre toate ecuatiile de forma (5.1.27),
ecuatia (5.1.26) are cea mai mica radacina pozitiva iar ecuatia (5.1.25) are
cea mai mare radacina pozitiva.
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Demonstratie. Pentru a dovedi teorema enuntata este suficient sa aratam
ca h(b) £ 0si h(a) = 0. Deoarece q(b) = 0 avem:

hb) = ()~ qlb) = (a1 — ai)b" + (a2 = aip)b" 4+

+  (an — ai,)b+ (ant1 — ai, ) =
= (b — 1)(a1 — ail)bnil + (a1 +as —a;; — aiz)b"*Q + -
+ <a1+a2+...+an_1_ai1_aiZ_..._ainil,b_i_...
+ (ar+ax+-+ap—a,;, —a,— - —aj,).
In relatia de mai sus, daca tinem cont ca b > 1 si pentru orice s =1,2,...,n
au loc relatiile
ar+az+---+as—ay —aj, — - —a;, =0,

atunci este clar ca h(b) < 0. Analog aratam ca h(a) = 0 si teorema este
demonstrata.

Pentru studiul convergentei metodelor de iteratie de tip Aitken-Steffensen
ne va fi utila urmatoarea teorema:

Teorema 5.1.9. Fie p1,p2,...,pnt1 € R; a1,0,...,ap+1 € R undep; 2 1,
a; 2 1,1=1,n+1, care verifica relatiile

(5.1.29) PL2p22 - 2 Ppyl, 1SS S apgts

Atunci dintre toate numerele de forma:

(5'1'30) Q= gy Piy + Qo Py Dky + =7+ Qg 1Pk1DEs - - - Phyga

unde (41,792, - Jn+1) §0 (k1, ko, ..., kny1) sunt permutari arbitrare ale nu-
merelor (1,2,...,n+ 1), cel mai mare este numarul

(5.1.31) Qmax = Q11 + aep1P2 + -+ - + Qp41P1P2 - - - Pyl -

Demonstratie. Din (5.1.29) rezulta relatia:

o p1+ agopip2 + o+ 0G, PID2 - Pl 2

(5.1.32)
Qi Py T Qo Dk Pk + *+ T+ Qi sy Dy Dk - - <Pk s

pentru orice permutare (ji, j2, ..., jn+1) i (k1, k2, ... knt1)-
Introducem urmatoarele notatii:

(5.1.33) bi=pip2...pi;, t=1n+1
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Cu notatia de mai sus vom arata ca are loc relatia:
(5134) ajlbl + Oéjzbg + -+ ajn+1bn+1 < apby + agby + -+ Qnt+10n+1

pentru orice permutare (ji,j2,...,Jn+1). Pentru aceasta vom proceda prin
indutie. Pentru n = 0 proprietatea este evidenta deoarece aj, = .
Presupunem ca inegalitatea este adevarata pentru n perechi de numere
(a1, b1) (a2, b2) ... (an, by), adica are loc relatia:

(5.1.35) o, b1 + by + - -+, by < aqby + agby + - -+ apby,

pentru orice a1 < ag < ag--- < ap gib <by <bg<--- < by.
Observam ca au loc relatiile

by —by <b3—by < - S by — by
si, deoarece ag < ag < -+ < aypy1, atunci din (5.1.35) deducem relatia

vy (b2 —b1) + ayy(bs — b1) + -+, (bpp1 —b1) =

(5.1.36)
az(by —b1) + az(bs —by) + -+ + apt1(bps1 — br)

Pentru fixarea ideilor sa presupunem ca j; = i. Folosind (5.1.36) avem

aj by 4+ ajby 4+ - 4 g, by = by (g, +ag, + 0 F ) F
+ (by — bl)aj2 + (bg — bl)aj3 + o 4 (bpg1 — bl)ajn+1 <

< bl(al +a2+~-+an+1) + (bg —bl)al + (bg —bl)a2+...
+ (b — b1)ai—1 + (bix1 — b1)ait1 + -+ (bpg1 — b1)ang1 <
< bl(al + a9 +---+an+1) + (bg —bl)OdQ + (53 —b1>a3+...
+ (b = br) o + (big1 — br)aipr + -+ + (b1 — bi)any1 =
=bia; +beao + -+ bpr1an1,

ceea ce trebuia demonstrat.

In realizarea practici a sirurilor generate de procedee de forma (5.1.12)
respectiv (5.1.13), pentru a obtine un element din girul in cauza, este necesar
un volum de calcule care depinde, pe de o parte de ordinul de convergenta al
sirului generat de metoda folosita, iar pe de alta parte de numarul de operatii
elementare ce se executa pentru a trece de la un pas de iteratie la urmatorul.
Daca in ceea ce priveste ordinul de convergenta, in cele mai multe cazuri, el
poate fi stabilit cu precizie, numaéarul operatiilor elementare necesare depinde
de foarte multi factori si din acest motiv nu poate fi stabilit cu precizie.
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Pentru a simplifica aceasta problema, s-a propus sa se ia in considerare
numarul de valori de functii ce trebuie calculate pentru a trece la un pas
n € N la pasul n + 1.

Notam cu m,, numarul de valori de functii ce trebuie calculate pentru a
trece in (5.1.12) respectiv (5.1.13), de la pasul de iteratie n la pasul n + 1.
Vom introduce in cele ce urmeaza, notiunea de indice de eficienta.

Presupunem ca sirurile (z,,),>0 generate de (5.1.12) respectiv (5.1.13)
sunt convergente si notam lim x,, = T, unde evident T este radacina a ecuatiei
(5.1.11).

Definitia 5.1.5. Numdarul real E se numeste indice de eficientd al metodei
(5.1.12) respectiv (5.1.13) daca exista

1
] — 7|\ mn
(5.1.37) [ = lim (22 =7
In|z, — 7|
siL=F.
Daca tinem cont de Teorema 5.1.4, atunci are loc

Teorema 5.1.10. Daca sunt verificate ipotezele Teoremet 5.1.4, atunci con-
ditia necesarda si suficienta ca metoda (5.1.12) respectiv (5.1.13) sa aiba in-
dicele de eficienta E, este ca sa existe

. (In |f<:cn+1>)w+n
.. = hm —_
(5.1.38) = < In [ ()

§i L1 =F.
Observatia 5.1.3. Daca exista

In ’$n+1 - E‘ — In ’f(xn—i-l)‘

w = lim =
In |z, — | In|f(2n)]

$i presupunem ca m, = r, pentru oricen = 0,1, ..., atunci are loc egalitatea

(5.1.39) E=uwr.
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5.2 Convergenta metodei iterative cu un singur
pas
Consideram ecuatia
(5.2.1) fl@)=0

unde f: I — R, este o functie, I = [a,b], a,b € R, a < b.
Presupunem ca ecuatiei (5.2.1) 1i putem pune in corespondenta o functie
¢ : I — T astfel incat ecuatia (5.2.1) sa fie echivalenta cu ecuatjia:

(5.2.2) x—p(z)=0.
Cu ajutorul functiei ¢ construim urmatorul gir de iteratii:
(5.2.3) Tnt1 = p(xn), x0€l, n=0,1,...,.

In ceea ce priveste convergenta sirului (n)n>0 generat de (5.2.3) are loc
urmatoarea teorema:

Teorema 5.2.1. Daca functia ¢ verificd urmdtoarele proprietdti

i. pentru orice x € I, p(x) € I;

1. exista ¢ € R, 0 < g < 1, astfel incat pentru orice ui,us € I, are loc
relatia

(5.2.4) p(21) = p(22)] < glur — ual,

atunci pentru orice xo € I, sirul (zn)n>0 generat de (5.2.3) este convergent,

T = lim =, este radacind a ecuatiei (5.2.1), T este unica radacing din I a
n—oo

ecuatiei (5.2.1) si au loc relatiile:

n

(5.2.5) |T — x| < ; |ry — x|, n=0,1,...
5t
(5.2.6) |Tpt1 — T £ - |Tpt1 —xn|, n=0,1,....

Demonstratie. Fie x4 si 2541 doua elemente din sirul generat de (5.2.3).
Din ¢. rezulta ca x5, xs41 € I si aplicand #i. rezulta relatia

541 —xs| S qles —zs—1|, s=1,2,..., xp €L
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Aplicand aceasta inegalitate succesiv vom avea:

(5.2.7) |zs41 — x| S ¢°|lz1 — o], s=1,2,....

Din relatiile de mai sus deducem:

(5.2.8) |zorp —@s| S (¢F+ T+ + P |2 — 3], s=0,1,...,

si pentru orice p =1,2,...,.
Din (5.2.8) deducem

< @’lz1 — @0l

(5.2.9) |Tstp — T

pentru orice s=1,2,...,

care ne arata ca sirul (z,)p>0 verifica conditia lui Cauchy.
Daca trecem la limita in (5.2.9) pentru p — oo avem:

S

|T — x| = |x1 — x| pentru s=1,2,...

adica relatia (5.2.5).
Pentru (5.2.6) avem:

|Tni1 — T = qlzn — | S qlzn — 2| +qlTag1 — T

de unde rezulta

|Tpt1 — T £ |Tpt1 — x|, n=0,1,...

1—gq

adica relatiile (5.2.6).

Pentru unicitatea radacinii procedam prin reducere la absurd si in ipoteza
ca ecuatia (5.2.2), echivalenta cu (5.2.1), ar avea cel putin doua radacini
T1,T2 € I, T1 # T3, ne conduce la relatia

T1 — T2| < |o(T1) — ¢(T2)] = q|T1 — T2

de unde deducem:
(1-¢q)|[z1—72| 20,

ceea ce este absurd deoarece 1 — ¢ > 0 si |77 — 73| > 0.

Observatia 5.2.1. Dacd functia ¢ este derivabila pe 1 si dacd existd
q € (0,1) astfel incat

(5.2.10) ‘go’(a:)‘ <q<1 pentruorice x €l

atunci conditia ii. din Teorema 5.2.1 este verificata si deci (5.2.4) poate fi
inlocuita cu (5.2.10).
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Observatia 5.2.2. Teorema 5.2.1 ramdne valabila si daca intervalul (a,b)
se inlocuieste cu mulfimea R a numerelor reale.

Observatia 5.2.3. In conditiile Teoremei 5.2.1 sirul (zy)n>0 converge pen-
tru orice alegere a lui xo € [a,b]. Rezulta de aici ca metoda (5.2.3) este
autocorectoare. Aceasta inseamnd ca dacd, in rezolvarea practicd a metodei,
la un anumit pas de iteratie s-a comis o eroare de calcul, dar elementul co-
respunzator din sirul generat de metoda ramane in intervalul [a,b], aceasta
eroare nu influenteaza rezultatul final. Fa poate influenta eventual volumul
de calcule pentru a obtine o aproximatie a lui T cu o precizie datd.

Fie zg € I'si [xg —r,xz0+ 7] C I, unde r € R, r > 0. Are loc urmatoarea
teorema:

Teorema 5.2.2. Daca functia ¢ verifica urmdtoarele ipoteze:

i. pentru orice uy,us € [xg — r,xo + ], @ verifica conditia lui Lipschitz
lp(ur) — @(ua)| = qlur —uz|, 0<qg<T1;

it. daca 1 = p(x9), atunci |x1 — xo| £ r(1 —q),

atunci au loc proprietatile:

j. elementele sirului (x,)n>0 generat de (5.2.3) raman in intervalul
[370 — T, 2o + T];

jj. exista T = limx, unde T este unica radacing a ecuatiei (5.2.1) in
intervalul [xo —r,z0 + 7];

173 au loc relatiile:

n

q

1—¢q
q

1—-¢q

|Zpt1 — T £ |1 — 20|, mn=1,2,...

(5.2.11)

|Tp1 — T = |Tpe1 —xn|, n=0,1,....

Demonstratie. Din ii. rezulta imediat ca x; € [xg — r,z9 + r]. Pentru
x2 = (1), tinand cont de i. avem

w2 — x1] = [p(x1) — @(z0)| = qlz1 — o],
care impreuna cu ¢. ne conduce la relatia:

|ze — 21| + |21 — 20| = glT1 — 20| + |21 — 20| =
(q+DH(1—qr=01-¢)r<r,

|ZE2 - $0|

A A
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ceea ce aratid ca xg € [xg — 1,29 + 7).

Presupunem in continuare ca 1, z2,...,xs € [xg — 1,29 + 7] si au loc
relatiile:
(5.2.12) l2i — w1 £ ¢ ey — x|, i=2,3,...,s.

Pentru 541 avem
[Ts1 — x| = |o(xs) — p(ws1)| < qlos — 25l
de unde folosind (5.2.12) avem:
(5.2.13) |zs11 — xs| < ¢°|z1 — w0l
Ultima relatie ipoteza ii. si relatiile (5.2.13) ne conduc la relatia

|51 — xo| S |Tsp1 — x| + |25 — o1 |+ -+ F |11 — 20] =
SA-q)(1+g+a + -+ ¢)ar —zol S (L —¢"r <7,

adica xgy1 € [xg — 1,20 + r]. Cu aceasta concluzia j. este dovedita.

Metoda inductiei complete ne arata ca relatia (5.2.12) are loc pentru
orice s = 1,2,...,. De aici este clar ca proprietatile jj. si jjj. se demon-
streaza analog ca la Teorema 5.2.1.

Rezolvarea numerica a ecuatiilor cu ajutorul metodelor de iteratie, im-
plica o serie de dificultati care provin din faptul ca in decursul calculelor,
acestea sunt afectate, in mod cert, atat de erorile de rotunjire cét si de erorile
de trunchere.

Mai precis, in mod practic pentru calculul valorilor unor functii, aces-
tea trebuie aproximate cu functii simple, cel mai adesea polinoame, si deci
intervin In mod necesar erorile de trunchere sau erorile de aproximare.

Pe de alta parte, in decursul calculelor se pot obtine numere cu un numar
mare de cifre din care prin rotunjire suntem obligati sa pastram numai un
numar limitat de cifre gi deci intervin erorile de rotunjire.

Este clar acum, ca in realizarea practica a unei metode de iteratie nu
obtinem sirul (xy,),>0 dat de (5.2.3) ci un sir (§,)n,>0 care il aproximeaza pe
acesta.

Pentru a elucida aceasta problema vom demonstra mai intai urmatoarea
teorema:

Teorema 5.2.3. Daca sunt indeplinite urmatoarele condifii:
i. pentru orice y1,y2 € I = [a,b], are loc relatia:

(5.2.14) o) —e(y2)l = alyr —va|, 0 <q<1;
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ii. pentru cel putin un xo € I, p(xo) € I;

idi. intervalul T = ¢z € R;|x — 21| = . 1

— q|ac1 - 1‘0’}, unde 1 = p(x0),

este continut in I,
atunci au loc proprietatile:
j. ecuatia (5.2.2) are o singurd radacina T in mulfimea T';
Jj. sirul (xn)n>0 generat de (5.2.3) este convergent §i T = lim x,,;

773. au loc relatiile

n

|T — x| < _q|:171—xg|, pentru orice n=1,2,...,
q

1—gq

(5.2.15)

1
|T — xpy1]| S |Tpg1 —xn| , n=1,2,..., .
Demonstratie. Vom arata la inceput ca toate elementele sirului (z,)n,>1
generat de (5.2.3) sunt in intervalul 7.
Fie z9 = ¢(z1), atunci avem:

lze — z1| < [o(z1) — @(z0)] < qlor — 20| < |21 — w0

q
1—gq
adica xo € T

Presupunem ca xzo,x3,...,xs € T si au loc relatiile:

i—1 :
|T; —xi—1| = ¢ ey —xo|, 1=2,s.
Din cele de mai sus deducem:

"TS-H - $5’ = ’(,0(135) - (p(xs—l)| é
< qlas —xs21] = ¢° lxr — ol

ceea ce ne arata ca relatiile
(5.2.16) |Tnt1 — zn| < ¢" |21 — 0],

sunt verificate pentru orice n € N, n > 2.
Din (5.2.16) pentru orice s > 2 deducem

|Ts11 — xs| + |vs — Xs—1| + - 4+ |22 — 21| £

(C+a "+ +q) | —mo| S

|1‘5+1 - $1|

A A

T [@1 = 2ol
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ceea ce ne arata ca xg41 € 1.
Folosind cele de mai sus, consecintele jj. si jjj. se dovedesc in mod analog
ca la Teorema 5.2.1.

Fie acum ¢* : [a,b] — R pentru care admitem ca impreuna cu ¢ verifica
relatiile:

(5.2.17) lp(x) — " (z)| £ e, pentruorice z € [a,b],

unde € > 0 este un numar dat care se alege, agsa cum vom vedea in cele
ce urmeaza, in concordanta cu precizia dorita pentru aproximarea radacinii
ecuatiei date.

In cele ce urmeazd, alituri de metoda de iteratie

(5.2.18) Tpy1 = @(xn), w0 €[a,b] n=0,1,...,
vom considera si metoda:
(5219) §n+1 = SD*(gn)’ n=0,1,..., 60 = X0

care aproximeaza numeric metoda (5.2.18).
Are loc urmatoarea teorema:

Teorema 5.2.4. Daca functia o verifica conditiile Teoremei 5.2.3, ¢* verifica
(5.2.17) si in plus, intervalul

€

T*—{xeR:M—fﬂéL]&—ng—%} unde 6= ,
l—q l—q

este continut in intervalul [a,b], atunci procedeul (5.2.19) poate continua
indefinit, astfel incat elementele sirului (&,)n>0 sa aparting intervalului T*.
Elementele sirurilor (zn)n>0 §t (n)n>0 generate de (5.2.18) respectiv (5.2.19)
verifica relatiile |x, — &,| < 6, n =1,2,... . Radacina T a ecuatiei (5.2.2)
apartine intervalului

f:{xeR; |$51’§ng’§0§1|+5}-

Demonstratie. Aratam ca intervalul T' din ipoteza #ii. a Teoremei 5.2.3
este cuprins in intervalul 7'.

Fie z € T, atunci |z — 1| < . 1 |x1 — x|, dar |z1 — xo| = |21 — &1| +
—4q
|&1 — &ol|, deoarece am presupus ca {y = xo.

Folosind inegalitatea de mai sus avem:

q
|z =& = o — 21| + 21 — & §ﬁ\§1—§0|+|$1—51\-
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Dar pentru |z — &1, tinand cont de egalitatea &y = xg, are loc relatia:
21 = &l = le(zo) — " ()| = le(z0) — ()| + [0(€0) — ¥ (&0)| S &
Din relatiile de mai sus deducem:

q
|x—fl|§Tq &1 —&ol +&

din care cu atat mai mult avem:

g
1—gq

(5.2.20) |z — & é%q &1 — ol + =1%q & — ol + 0,

ceea ce ne aratd ci x € 1.

Deoarece radacina T a ecuatiei (5.2.2) apartine intervalului 7' si T C T,
rezulta T € 7T.

In continuare vom ardta ci elementele sirului (&n)n>0 sunt cuprinse in
intervalul T%. Pentru orice n € N au loc relatiile

‘Qo(xn) - Sp(gn)’ + |(P(§n) - (P*(gn)’
Q‘xn - fn‘ +e.

|Tnt1 — &1l = lo(@n) — 0" (&) =
<

In relatiile de mai sus si notim cu 6; = |z; — &, 6p=0,i=0,1,...,.
Rezulta imediat ca au loc relatiile

g
Oni1 S ¢ 0 +e(l1+qg+q*+- - +¢") < 1—q:5’

adica pentru orice n € N au loc relatiile
|Tp1 —Eng1| 6.
Folosind ultimele inegalitati si (5.2.20) deducem:
& =&l = (& —n|+ |z — &I = 5+ﬁ\§1 — &l +6
_ %q\gl—gouzé, n=273,...,

ceea ce ne arata ca &, € T*. Cu aceasta teorema este demonstrata.

Teorema 5.2.4 nu asigurd convergenta sirului (§,),>0 chiar daca sirul
(Tn)n>0, ce verifica ipotezele Teoremei 5.2.3, este convergent.

Evident, daca functia ¢* verifica conditia lui Lipschitz cu constanta
subunitara, este clar ca sirul (&,)n>0 este convergent.



Convergenta metodei iterative cu un singur pas 163

In practica, in general, nu cunoastem apriori valorile exacte ale functiei
©*, dar stim ca ele respecta o anumita distanta fata de valorile lui .

Aceasta fiind situatia, chiar daca convergenta sirului (£, ), >0, In ipotezele
noastre, nu poate fi dovedita, ne propunem sa evaluam distanta dintre ele-
mentele sirului in cauza si radacina T a ecuatiei (5.2.2).

In cele ce urmeazd vom admite dous criterii diferite de oprire a iteratiilor.

In primul caz dorim sa oprim calculele la acel pas, pentru care

(5.2.21) €nt1 —&nl <1

unde 7 > 0 este un numar real dat.

Deoarece, aga cum am specificat mai sus, ipotezele noastre nu asigura
convergenta sirului (&,),>0, numarul n nu poate fi oricat de mic.

Este necesar deci, sa ne asiguram, prin alegerea unui numar 7 potrivit,
ca relatia (5.2.21) poate avea loc la un anumit pas de iteratie.
In acest sens avem:

€1 =&l = [0"(&) — @ (&1l = 19" (&) — w(&)]
+ (&) — p(&i-1)| + |e(&i-1) — ¢"(&i-1)]
< q‘&'—fi_l‘—}—Q&“, 1=1,2,....

Din relatiile de mai sus rezulta inegalitatile

2e

|&nt1 — &nl = ¢" |61 — &0l + 1
—q

=q¢"&G —&|+25, n=12,....

Este clar acum ca daca alegem n > 2§, atunci exista n’ € N pentru care daca
n > n' are loc (5.2.21).

In ipoteza ci &,11 si & verificd (5.2.21), vom evalua distanta intre &,
si T. Avem:

0" (€n) — @(T)] = 19" (€n) — @(n)] + |@(&n) — 0(T)]

&nt1 — 2 =
= 5+Q|£n_f‘ §5+Q|€n_£n+1|+qmn+l_f|a

de unde rezulta
(5.2.22) €nt1 — T = €1+_q(;7

inegalitate ce ne ofera o evaluare aposteriorii a erorii.
In cel de-al doilea caz, vom presupune ca de la un anumit pas, sirul
(&n)n>0 devine periodic, ceea ce in practica se intampla destul de frecvent.
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Aceasta inseamna ca exista n’ € N si m € N astfel incat pentru orice n > n/
au loc relatiile:

(5.2.23) nim =&y, m—fix.

Evident, daca relatia (5.2.23) este satisfacuta, atunci continuarea calculelor
cu relatia (5.2.19) nu mai are rost.

Vom evalua eroarea in cazul cand relatia (5.2.23) este verificata.
Fie p > n/, atunci pentru n =p,p+1,...,p+m — 1 avem

m

— — 1_
|§p+m _x| § qm ‘Sp-i-n _£p| +qm |§n+p —.%‘ te 1—

de unde rezulta

_ qm 5
|€p+m — T = 1—qm |€p+m — &pl + 1—g
dar cum &4, = &p, avem:
€
(5.2.24) 60— 7 < 7 =4,

adica evaluarea erorii in cel de-al doilea caz.
Urmatoarea teorema ne asigura existenta radacinii ecuatiei

(5.2.25) flz)=0.

Teorema 5.2.5. Dacd § > 0 este un numar real si f o funciie definitd,

continud si derivabila pe 1 = [xg—d, 29+ 9], xo € R gi daca f verifica relatia

|f(z0)| < md, unde m = in]fl\f’(a:)| si m > 0, atunci ecuatia (5.2.25) are o
(S

singura radacinag T € L.

Demonstratie. Pentru precizarea ideilor vom presupune ca f(zg) > 0.
Deoarece m > 0, rezulta ca functia f nu are extreme locale in interiorul lui I
si deci isi atinge marginile in punctele xo—d si zg+3dp. Cum f/(x) # 0 pentru
orice € I, rezulta ca f este monotona si f igi atinge marginea inferioara
intr-un punct £ care coincide cu unul din capetele lui I. Aplicand formula
cresterilor finite avem:

flxo) = £(&) = f'(n)(z0 — &),

unde 1 € (xg — 9,29 + 0).
Deoarece £ este punct de minim, rezulta

fxo) = £(&) = |f' ()| |wo — & = md .
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Din ultima inegalitate si din ipoteza |f(xo)| < md deducem

f(xo) = f(&) > f(xo)

adica f(§) < 0. Daca acum tinem cont ca f(xg) > 0 si folosim continuitatea
si monotonia lui f, rezulta ca exista in mod unic T din intervalul deschis

[ Y]

Radacinile ecuatiei (5.2.2) se mai numesc si puncte fixe ale functiei .

Fie ¢ : [a,b] — R §i T € [a,b] un punct fix, unde a,b € R, a < b. Notam
cu V(z) = (T —6,T+9), unde § € R, § > 0, astfel incat V(z) C [a, b].
Pentru determinarea punctelor fixe ale functiei ¢, consideram sirul (z,)n>0
determinat de metoda iterativa (5.2.3). In raport cu comportarea sirurilor
(n)n>0 In functie de alegerea punctului initial 29 € V(Z), punctele fixe ale
functiei ¢ se clasifica in doua clase: puncte fixe atractive sau puncte fixe
repulsive.

Definitia 5.2.1. Punctul fit T al functiei @ se numeste punct fix atractiv
daca exista o vecindtate a sa V(T) astfel incat putem alege cel putin un
zg € V(Z)\{ZT} asa incat sirul (zp)n>0, generat de (5.2.3), cu elementul
matial xg, sa fie convergent gi limx, = 7.

Definitia 5.2.2. Punctul fir T al functiei ¢ se numeste repulsiv dacd pen-
tru orice vecindatate V(Z) a lui T, V(T) C a,b], orice alegere a lui xo,
zg € V(Z)\{Z} ca punct inifial in metoda (5.2.3), aceasta ne conduce la
un §ir (Tn)n>0 divergent.

Urmatorul rezultat ne furnizeaza criterii suficiente pentru ca punctul fix
T sa fie atractiv, respectiv repulsiv.

Teorema 5.2.6. Fie T € [a,b], un punct fix al functiei ¢ : [a,b] — R. Daca
functia ¢ este derivabild pentru orice x € V(T), atunci dacd |¢'(T)] < 1, T
este punct fix atractiv, iar dacd |’ (T)| > 1, T este punct repulsiv.

Demonstratie. Presupunem ci |¢/(Z)| < 1, atunci exista p € (0,1) astfel
incat |¢/(T)| < p. Existd de asemenea o vecinatate V(T) = (T — 6, T+ §) C
[a, b], astfel incat pentru orice x € V(T) este verificata relatia

<p.

Fie zy € V(T), atunci relatia de mai sus gi metoda (5.2.3), ne conduce la
relatia
1 —X

<p
To—XT|
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sau
lz1 —Z| S pleo — T .

Din relatia 0 < p < 1 rezulta ca z; € V(Z). Fie x; € V(Z), pentru i =

0,1,...,s. Atunci, procedand ca mai sus, avem
Ts41 — T
———|=p
Ts— T
adica

‘xs—l—l _f| ép’ws _f‘ )

ceea ce Inseamna ca pentru orice n € N, girul (z,,)n>0 verifica relatiile:
|Tps1 —Z| Eplen —Z, n=0,1,...,.

Din ultima relatie deducem
2yt —F| S p" oo —F, n=0,1,...,

de unde rezulta
lim z,41 =7.
n—oo

Daca trecem la limita in (5.2.3) si tinem cont de faptul ca ¢ este continua in
T, rezultd T = (T), adicad limita de mai sus a sirului (z,)n>0 este punctul
fix al lui .

Pentru cea de-a doua parte a teoremei, observam ca, din faptul ca
|/ (T)| > 1, rezulta cad existd ¢ > 1 astfel incat |¢'(T)] > ¢. De aseme-
nea existd o vecindtate V() = (T — 8, + ') C [a, b] astfel incat

>q

‘«p(w) :f(f)

pentru orice z € V/(Z). Tinand cont de (5.2.3) din relatia de mai sus rezulta

1 — T

>q>1,

To— T

unde xo € V'(T) este un element arbitrar din multimea considerata.
Din relatia de mai sus rezulta:

|21 — 7| > qlzo — 7,

adica x1 se afla la o distanta mai mare de T decat distanta dintre xg si .
Este ugor de observat ci si celelalte elemente ale lui (x,,),>0 verifica relatia
semnalata mai sus.
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Ceea ce deranjeaza in conditiile impuse de Teorema 5.2.6 este faptul ca
trebuie sa cunoagtem valoarea derivatei functiei ¢ in T sau eventual margini
ale acestei valori.

Pentru determinarea radacinilor ecuatiei (5.2.1) prin metoda iterativa,
aceasta trebuie pusa in prealabil sub forma (5.2.2).

Daca punem, de exemplu, ¢(z) = x — f(x), atunci ¢'(z) = 1 — f/(z)
si relatia |¢'(z)] < 1 pentru orice z € [a,b], ne conduce la 0 < f'(z) < 2.
Ultima inegalitate ne aratd ca, pentru ca |¢'(z)| < 1, functia f(z) trebuie
sa fie strict monotona cel putin intr-o vecinatate a punctului fix 7.

Relatia f'(x) > 0 pentru orice z € V(Z), poate fi realizata dacd T
este radacina simpla a ecuatiei f(x) = 0 respectiv —f(z) = 0. Cea de-a
doua cerinta f'(x) < 2 poate fi amelioratd daca consideram pentru ¢ relatia
p(r) = x — cf(x), unde ¢ € R. Determinam valoarea lui ¢ astfel incat
|¢'(z)| < 1. Presupunem ca existda m, M € R, m > 0, M > 0 astfel incat
m < f'(z) < M, pentru orice x € [a,b]. Atunci dacd presupunem ca ¢ > 0,
avem

|¢' ()| € max {|1 —cml,[1—cM][} .

2
Se constatd imediat cd dacd luam ¢ = , atunci functia F(c) =
M +m
max {|1 — ¢M]|,|1 — em|} ia cea mai mica valoare. Valoarea minima este
M —m
F(e) =
M+m

Din cele de mai sus rezulta ca pentru rezolvarea ecuatiei f(z) = 0, daca
f(x) >0sim < f'(x) < M pentru orice z € [a, b], atunci

verifica relatia
o' (@) <1

pentru orice x € [a, b].
Din ipoteza m < f'(x) < M rezulta

2m 2f'(x) 2M
M am < m < tm pentru z € [a, b]
sau
_ 2m >_2f’(m) . 2M
M+m M+m M+m
adica

2 2f! 2M
mn > 1 f($)>1

1 = e
M +m M +m M+m
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sau v ) v
51 f'(z) S m ’
M+m M+m M+m
ceea ce ne arata ca
¢ (z)] < M —m <1
M +m

pentru orice x € [a, b)].

5.3 Convergenta metodei iteratiei simple cu mai
multi pasi

Consideram din nou ecuatia

(5.3.1) x = ()

unde ¢ : I — T gi I C R este un interval al axei reale. Alaturi de functia ¢,
mai consideram o functie g : I° — I, adica g este o functie de s variabile.
Presupunem ca restrictia functiei g la diagonala multimii I coincide cu ¢,
adica are loc relatia

(5.3.2) g(z,z,...,x) = p(z)
pentru orice x € L.

Fie xg, x1,...,2xs—1 € I, atunci putem genera sirul (z,)n>0, astfel
(5.3.3) Tstp = 9(Tp, Tpy1, . Tprs—1), p=0,1,...

Metoda de iteratie (5.3.3) o vom numi metoda iterativa cu s pasi.
In ceea ce priveste convergenta sirului (z,)n>0 generat de (5.3.3), are
loc urmatoarea teorema.

Teorema 5.3.1. Daca functiile g st ¢ verifica urmatoarele conditii:
i. pentru orice uj,ug,...,us € I, g(ui,ug,...,us) € I;

ii. g impreund cu @ verifica relatia (5.3.2);

141, existd numerele reale o; 2 0, 1 = 1, s nu toate nule, care n plus verificd
relatia

(5.3.4) o1 tag - F+ag <1,
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astfel incat pentru orice ui, ug, ..., us, usy1 € I, este verificatd inegalitatea

(5.3.5) lg(ut,ug, ..., us) — glug,us, ..., ust1)]
< aqlug —ug| + -+ agus — Uil -

Atunci girul (xyp)n>0 generat de (5.3.3) este convergent pentru orice valori

initiale g, x1,...,25—1 € 1. Dacd notam cu T = lim xz,, atunci T € I i
n—oo

este unicul punct fix al lui ¢ din 1.

Demonstratie. Din conditia (5.3.5) si ipoteza i. rezultd urmatoarele ine-
galitati
(5.3.6) |Tpt1 — x|

= ‘g(mn—s—&—la Tp—542y -+ 7:1771) - g(xn—& Tp—s+1y--- 7xn—1)‘

g al‘wn—s—i—l - xn—s‘ + 042‘-%'71—5—&-2 - xn—s+1| + -+ as‘xn - xn—l‘

pentru orice n = s,2s+1,...,.

< . . 2 P3
Notam p; = |x;—x—1],i=1,2,..., 8l cu @ = max < p1, p—, p_2 . %},
q 9 q
unde ¢ este unica radacina pozitiva a ecuatiei; (Teorema 5.1.6)

(5.3.7) P(u) =u® — asu® =g qut Tt — o — agu — ay = 0.

Este usor de vizut ci, dacd oy, i = 1,s verificid (5.3.4), atunci 0 < ¢ < 1.
Din cele de mai sus rezulta

(538) P1 é @, P2 é aq, p3 g aqzv <oy Ps é aqs_l .
Din (5.3.7), tindnd cont de notatiile adoptate, rezulta relatiile:

(539) Pn+1 < QsPp + Qs—1Pn—1 + -+ Q2pp—s42 + Q1 Pn—s+1

pentrun=s,s+1,....
Din (5.3.9) si (5.3.8), tinand cont ca ¢ este radacina ecuatiei (5.3.7), avem:

pst1 S asaq 4 as_1agt i 4+ anag + aqa

= a(aq®™ a1 P+ g+ o) = ag®

adica are loc relatia
Ps+1 é aqs .

Este usor de aratat ca sunt in general valabile relatiile

(5.3.10) Pstp = ag®P7L | pentruorice p=1,2,....



170 Convergenta metodelor de iteratie

Din (5.3.10) rezulta fara dificultate relatiile

m—1 —1

(5.3.11) |Zngm — Tn| < Z psi S a <
=0 i

3

Oéqnil

1—¢q’

I
o

pentru orice m € N.

Din (5.3.11) si relatia ¢ < 1 rezulta ca sirul (z,),>0 verifica conditia lui
Cauchy si deci este convergent.

Fie 7 = lim x,,, atunci pentru m — oo din (5.3.11) rezulta

Oéqnil

5.3.12 o] < .
(5312 ol <
Din (5.3.3) si (5.3.2), trecand la limita pentru p — oo, rezultad ca T este
punct fix al lui .

Din (5.3.12) observam ca viteza de convergenta a metodei de iteratie de
forma;:

(5.3.13) xpt1 =9g(Tn, Tn-1,. ., Tn—st1, Nn=5—1,8s+1,...

L1,L2y...,Lg € cuvnvnn

este cu atat mai mare cu cat radacina pozitivd ¢ a ecuatiei (5.3.7) este
mai mica. Functia g fiind aleasa, ne propunem in continuare sa stabilim in
(5.3.13) un algoritm, pentru care ecuatia corespunzatoare de forma (5.3.7)
sa admita radacina pozitiva cea mai mica.

Fie deci ig,i1,...,15s_1, 0 permutarea oarecare a numerelor 0,1,...,s—1.
Atunciig+n—s+1,i1+n—s+1,...,is_1+n—s+1 este o permutare ce
corespunde numerelor n —s+1, n — s+ 2,...,n. Corespunzator permutarii

de mai sus obtinem o noua metoda de forma (5.3.13), adica
(5314) In+1 =4 (xio—i-n—s—l-h Tijj4n—s+1y--- 7xi571+n—5+1) y = 8— 17 Syen

In acest fel, pornind de la functia data g, putem genera s! metode de iteratie
cu s pasi, in general distincte.

Teorema 5.3.1 ne aratd c&, in anumite ipoteze, fiecare din aceste s!
metode converge catre punctul fix al lui ¢. Problema care se pune insa
este aceea de a determina din cele s! metode pe aceea care este optimala,
adica cea care converge cel mai rapid.

Fie ay,as,...,as € R, care verifica relatiile

(5.3.15) > a2 a, >0

=
A\
S
no
v
S
w
A\
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si

S
(5.3.16) 0<> ai<1.
=1

Sistemului de numere a;, ¢ = 1, s precizat mai sus, 1i atagem urmatoarele
ecuatii:

(5.3.17) Pu)=u®—au®' = —as qu—as=0

(5.3.18) Qu)=u®—au’ "t — - —au—a; =0

si

(5.3.19) R(u) =u® — anu®™ —a,u®™? — - —a;,_,u—a;, =0
unde (i1,142,...,1s) este o permutare oarecare a numerelor (1,2,...,s).

Fie a radacina ecuatiei P(u) = 0, # radacina ecuatiei Q(u) = 0 si ~
radacina ecuatiei R(u) = 0 unde r # « si v # (. Are loc o teorema analoga
cu Teorema 5.1.8.

Teorema 5.3.2. Dacd a;, i = 1,s verificd relatiile (5.3.15) si (5.3.16),
atunci orice ecuatie de forma (5.3.19) are o singurd radacindg pozitiva gi
subunitara si radacinile celor 3 ecuatii verifica relatiile

(5.3.20) 0<a<vy<p<Ll

Demonstratie. Faptul ca ecuatiile de forma (5.3.18) au o singura radacina
pozitiva, se demonstreaza analog ca la Teorema 5.1.6. Faptul ca orice ecuatie
de forma mentionata admite o radacina pozitiva subunitara rezulta din
relatiile R(0) < 0 si R(1) > 0. Inegalitatea (5.3.16) ne aratd ca cel putin
unul din coeficientii a;, i = 1, s ecuatiei (5.3.19) este pozitiv si deci ecuatia
(5.3.19) are radacina pozitiva.

Pentru relatiile (5.3.20), procedand ca la Teorema 5.1.8, se arata imediat
cd R(a) < 0 si R(B) > 0, folosind relatiile (5.3.15) si (5.3.16) si faptul ca
O<a<lgio< <.

Presupunem ca ¢ si g verifica ipotezele Teoremei 5.3.1 gi rearanjam
numerele «;, i = 1,n din conditia éii. (Teorema 5.3.1) astfel incat

(5.3.21) i Z a2, Za, 20

si punem

(5.3.22) aj=a5;, j=1,s.
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In continuare considerim aplicatia h : I* — I data de relatia
(5.3.23) h(ui,ug, ... us) = g Wiy, Wiy, -« -5 Uj,)

unde (i1,42,...,1s) este permutarea numerelor (1,2,...,s) ce corespunde
relatiei (5.3.21).
Din (5.3.5), obtinem pentru h urméatoarea relatie

S
|h(u17u27 s 7u5) - h(“?a ug, ... ,U5+1)‘ § Za] |uj+1 - U]’
j=1
pentru orice u, ug, ..., us, us+1 € I, unde evident sunt verificate relatiile:
(5.3.24) a1 2ay 22 as12as20

si
S
0<ZCL¢<1.
=1

Consideram, pentru rezolvarea ecuatiei (5.3.1), metoda de iteratie
(5.3.25) Tnt1 = W(TpyTp—1, ..., Tn_sy1), n=s5—1,s,...

unde xg, z1,...,25_1 € I.

In conditiile Teoremei 5.3.1, din (5.3.12) rezulti ci pentru evaluarea
erorii, in procedeul (5.3.25) se obtine cea mai mica delimitare atunci cand
ecuatia corespunzatoare de forma (5.3.7) are radacina pozitiva cea mai mica.

Din Teorema 5.3.2 si cele comentate mai sus, rezulta:

Teorema 5.3.3. In conditiile Teoremei 5.3.1, dintre toate cele s! metode,
metoda iterativa cu s pasi, pentru care se obfine cea mai bund delimitare a
erorii data de (5.3.12), este cea data de (5.3.25), cu h definita prin relatia
(5.3.23) si care corespunde ordinei descrescatoare a constantelor a;, i =1, s.

5.4 Criterii generale de convergenta a sirurilor de
aproximare a radacinilor ecuatiilor

In acest paragraf vom studia conditii suficiente pentru ca o metoda it-

erativa, sau mai general un gir de numere reale sa fie convergent catre o

radacina T a unei ecuatii.
Fie I = [a,b], un interval al axei reale si ecuatia

(5.4.1) f(z)=0
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unde f : [a,b] — R.
Atagam ecuatiei (5.4.1) un sir (zp)n>0, Tn € [a,b], n =0,1,... si un numar
natural s > 2.

Ne propunem sa dam conditii suficiente pentru ca sirul (z,)n>0 sa fie
convergent, si daca T = limz,, atunci f(Z) = 0 si in plus ordinul de
convergenta al girului considerat sa fie s.

In legatura cu cele semnalate mai sus are loc urmatoarea teorema:

Teorema 5.4.1. Daca sirul (xn)n>0, functia f, numarul natural s 2 2 si
numdrul real si pozitiv § verifica conditiile:

i. intervalul A = [zg — 6,20 + d] C [a,b];

1. functia f este derivabila pana la ordinul s inclusiv pe fiecare punct al
ntervalului A st

(5.4.2) sup ‘f(s) (x)‘ =M < +o0;
€A

1. exista o constantd o € R, o = 0, astfel incdt pentru orice n =

0,1,..., au loc relatiile

(5.4.3) < aff(zn)]*;

s—1 1 ) '
> 5 D) (@ — )’
i=0

1. exista o constanta f € R, B > 0 astfel incat pentru oricen = 0,1,...,
au loc relatiile

(5.4.4) |-Tn+1 - xn| < ﬁ’f(xnﬂ ;

v. constantele o, B, M si 0 verificd relatiile

(5.4.5) po = v|f(zo)| < 1;
%
(5.4.6) ﬁ <3,
unde 1
v = (oz—i— Mf:_l> o .

Atunci au loc urmadatoarele proprietdti:
J- sirul (zn),>o este convergent si dacd T = limx,, atunci f(T) = 0;
ji. TEN;
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8oy
117 ‘$n+1—l'n’§ UO ) n:0717"'7;
. Bp§
ju. [T—zp| £ ———<, n=0,1,...;
Tl -py)
o
v. ’f(wn)‘ g 5 n_oalv
v

Demonstratie. In conditiile impuse in teoremi, vom arita ¢ elementele
sirului (z,,),>0 sunt continute in intervalul A.
Pentru x; din ipoteza iv. avem
Bulf@o)l _ Beo __ Bpo

lz1 — 20| = B|f(w0)] = ——F

v v v(1 — po) o

[IA

adica x1 € A.
Din ipotezele 4., iii. si tv., aplicind formula lui Taylor, avem:

s—1 s—1
ol £ 1) =3 7 FOw)en = )| + |32 5 7O o)
< Sl - al +alf@) £ (M +a) el

de unde tinand cont de v. obtinem

|[flz)] < v* 7Y f(zo) [
Presupunem in continuare ca au loc relatiile
a)r; €A, i=1,2,...,k;

87;71
b) ‘xi_l‘i—lyéﬁpg ) 1217277k7
v

C) |f(xl) é v |f('1"75*1)|7 1=1,2,.. ',k'

In ipotezele de mai sus gi vom arata ca au loc relatiile:
Q). Tyl € A,

k
Bpg
/3)- ’karl —xk’ < UO 3

V- 1 (@ra)] = v f ).

Din relatiile ¢) deducem fara dificultate relatiile:

vl fa) € ol fo)], i=1,2,...,k

adica

(5.4.7) fla) < 28

[

L i=1,2,... k.
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Din relatia de mai sus si iv. avem

(54 foner — ol  B17(z)] < 20

adica relatia f3).
In continuare folosind b) si 3) avem:

k PR
ek — x| £ |wip — @il £ Ezpé
1=0 1=0

o)

A

de unde tinand cont ca s > 2 si pg < 1, deducem

ceea ce ne arata ca xrx4q € A.
Pentru relatia 7), folosind formula lui Taylor, deducem:

s—1
|far)] = ‘f(xk-&-l) - %f(i) (k) (Th41 — $k-)i|
i=0
s—1 s
# X s e | < (oo 5 ) ol

< vTH @)l

care impreuna cu (5.4.7) ne conduce la relatiile v.
Relatiile b) si (5.4.8) ne arata ca proprietatile jjj. sunt adevarate.
Pentru convergenta sirului (z,)n>0 folosim teorema lui Cauchy.
Din cele demonstrate mai sus rezulta, prin inductie, ca proprietatile a) - ¢)
au loc pentru orice k¥ € N. Din acestea rezulta relatia:

n+p—1 ﬂn—&-p—l ,
[Tnsp — 2] S ) @iy — @il = & >
i=n i=n
,6 n+p—1
n n+1l__.n n —1_n
(5.4.9) < S Soordpy T T <
i=n
S’VL
< L n=12..., si peN.

v(l—pg")’
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Deoarece py < 1, rezulta ca sirul (z,,),> este fundamental, deci conform
teoremei lui Cauchy, este convergent.
Fie T = lim x,,, atunci pentru p — oo din (5.4.9) deducem

Bp§’
v(l-pg")

adica relatia jv. Din ultima relatie, pentru n = 0 rezulta

|§_$n| <

1T — 0| < __Bro <6
v (1= po)
adica relatia jj.
Aratam ca T este radacina a ecuatiei (5.4.1). Din continuitatea functiei
f si din v., pentru n — oo rezulta

STL

0<|f(@)| <im0 =0,
v
adica f(Z) = 0. Cu aceasta teorema este dovedita.

Fie sirul (25,),>(, generat de o metoda de iteratie de forma:
(5.4.10) Tpy1 =9g(zn), n=0,1,..., =z € a,b
unde g : [a,b] — [a, b] este o functie de urmatoarea forma

9(z) =z + ¢().
O consecinta a Teoremei 5.4.1 este urmatoarea

Teorema 5.4.2. Dacad functia ¢, elementul xo € [a,b] i numdarul real § > 0
se pot alege astfel incat sa fie verificate conditiile:
i. intervalul A = {x € R| |z — 9| £ 6} C [a, b]
ii. functia f este derivabild pand la ordinul s inclusiv unde s € N, s > 2
s1 sup ’f(s)(@} <M< 40
TEA

it1. are loc relatia

s—1

Y 2 @) (@)

1=0

<alf(x)|®, pentru orice x €A,

unde o € R, o = 0;
w. functia @ verifica relatia

lp(x)] = B|f(x)|
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pentru orice x € A, unde B € R, 8 > 0;
v. numerele o, B, M gi § verifica relatiile:

(5.4.11) po = vlf(@o)l <1,
unde v = | a+ §t
s!
Bpo
5.4.12 — <.
( ) o= po) =

Atunci sirul (zn),>o generat de (5.4.10) are urmatoarele proprietati:
3. sirul ($n)n;0 este convergent si daca notam cu T = limx,,, atunci

T este solufia ecuatiei (5.4.1) $i T € A;
Sn

iy B .
Jj- |y —xn| £ i, pentru oricen =0,1,...,;
v
Bré
v(l—pg")’
Demonstratie. Teorema este o consecinta inediata a Teoremei 5.4.1, deoarece
toate ipotezele acesteia sunt verificate de sirul (z,),>, generat de (5.4.10).

Jji- T —ap] S n=0,1,...,.

In continuare vom aplica Teorema 5.4.2 pentru studiul convergentei
metodei lui Newton respectiv metodei lui Cebagev.
Pentru metoda lui Newton, consideram sirul (z,,),, > generat de relatiile

(5.4.13) ot = — ;/((Z)) ,

In legiturd cu convergenta metodei (5.4.13) are loc teorema:

xo € [a,b], n=0,1,..., .

Teorema 5.4.3. Dacd xy € [a,b], funclia f si numarul 6 > 0 wverifica
conditiile:
i. A={zeR|lz—zo|Z6}Clabl;
1. functia f este derivabild pand la ordinul 2 inclusiv pentru orice
z€ A sisup |f"(x)] < M;
TEA

1
iii. f'(z) # 0 pentru orice x € A gi m < B, unde B € R, 3> 0;
x
2
M
Pl
2
2
v. are loc relafia Po <9.

BM(1 - po)
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Atunci sirul (x,),>o generat de (5.4.13) este convergent si daca notam
cu T = limx,, rezulta ca f(T) = 0.
In plus au loc relatiile:

j. T ELN;

y 208"

jj- |xn+1_$n|§ﬂ—](\)4, n=0,1,...,;
2p

.]j] ’T—.’E |§—n’n20717"'a'
T M (1= )

Demonstratie. In Teorema 5.4.2 considerdm functia ¢ de forma:

_ f@)

f'(x)
si observam ca sunt verificate toate ipotezele Teoremei 5.4.2 in care v =
B*M

p(r) =

, deoarece cum usor se verifica a = 0.

Rezulta ca toate concluziile Teoremei 5.4.3 sunt demonstrate.

O alta metoda spre care ne vom indrepta atentia este cunoscutd ca
metoda lui Cebasgev, data de relatia

f(@n) B lf”(xn)f2($n)

AL Bt =0 = ) T2 ()

, g € [a,b], n=0,1,..., .

Pentru studiul convergentei acestei metode, consideram in (5.4.10) functia
o de forma:
_ fl@) 1 () ()
o(x)=—F—~— 5 3 -
fil@) 2 [f(x)]

Un calcul simplu ne conduce la relatia

(5.4.15) £y + L o) 4 L prarete)
CUP@E @) 1P )
R N T

pentru orice z € [a,b], In ipoteza ca f este derivabila pana la ordinul 3
inclusiv pe [a, b].

Fie § > 0sizo € [a,b], astfel incat A = {z € [a, b] } |z — zo] £ 6} C [a, b].
Presupunem ci f”/(x) este marginitd pe A si notdm cu

M3 = sup |f”’(x)’ :
zEA
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In continuare introducem urmétoarele notatii:
My = |f”(.ﬁ60)‘ + M3d, My = ‘f’(l‘o)‘ + Msd, My = ‘f(.CC())| + M6 .

Presupunem ca f’(x) # 0 pentru orice x € A si notam cu m = 1n£ |f/ ()],
Te

evident m > 0, deoarece f’ este continua.
Introducem inca urmatoarele notatii:

1 M2 1 MMy
4.1 —2 |14 =
(5.4.16) B=ome { 4 m?2 ]
si
1 1 My M,
4.1 =— |[1+-=
(5.4.17) v=— [ + 5 2 }

Relativ la convergenta metodei (5.4.14), tindnd cont de ipotezele de mai sus,
are loc urmatoarea teorema:

Teorema 5.4.4. Daca f si 0 se pot alege astfel incat pe intervalul A sd fie
verificate urmatoarele conditii:
i. numerele u gi v date de relatiile (5.4.16) si (5.4.17) verifica relatia

Ms?
po=A\/ 1+ T\f(xoﬂ <1

1—P0

St

||/\

atunci au loc urmatoarele proprietati:

J. sirul (zn)n>0 generat de (5.4.14) este convergent si daca notam cu
T = limx,, atunci T este radacing a ecuatiei f(x) =0 $i T € A;

77. au loc relatiile

v
| Tyt — xn‘ = Po <
Mgl/
st
I/pgn
T—xp| = , n=0,1,...,
n M3V3
(L=p§") \/ 1+
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Demonstratie. Aratam ca sunt indeplinite conditiile Teoremei 5.4.2. Aplicand
formula lui Taylor avem

(@) < @) = [ (@o)| + | (xo)| £ [f"(xo)| + M3 |z — o
< ‘f”(:co)’ + M3 = Ms, pentru orice x € A.

Analog obtinem:
(@) £ Md + | f'(z0)| = My, [f(x)] £ Mid + |f(x0)| = Mo,

pentru orice x € A.
Din (5.4.15), tinand cont de cele de mai sus, obtinem:

@)+ 5y F@)eta) + 3 (@

1 M2 1 My My
< -2 |1+ =
= 2 m 4 m?2

3
i@
pentru orice x € A si de asemenea tinand cont de forma functiei ¢, avem

BRIl

< —
@) € — (1452

Folosind notatiile introduse anterior, avem

1)+ @)ela) + 5 100 a)| < ulf P

lp(z)] < v|f(x)|, pentruorice =€ A.

Este evident ca sunt indeplinite ipotezele Teoremei 5.4.2 pentru o = p si
(8 = v. Cu aceasta teorema este dovedita.

5.5 Convergenta metodei lui Newton

Asa cum am vazut, metoda lui Newton consta in constructia unui gir
(@ )n>0 folosind urmatoarele relatii:
f(@n)

(5.5.1) an:aznff/(x), n=0,1,..., z € [a,b].

Criteriul de convergenta pentru metoda (5.5.1) pe care il vom expune in
cele ce urmeazi, ne ofera si informatii privind existenta radacinii ecuatiei
f(x) = 0 intr-o vecinatate a punctului initial zg € [a, b].

In literatura de specialitate, teorema care urmeaz este atribuitd lui
Cauchy (vezi [88]).
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Teorema 5.5.1. Dacad functia f, elementul initial xo st numarul real 5 > 0
verifica ecuatiile:

i. antervalul Ko = [xg — 6,n0 + 0] C [a, b];

ii.  functia f este derivabila pand la ordinul 2 inclusiv pe Ky;

iii. f'(wo) # 0;

. sup [f"(z)] = K;

r€ko
v.  numerele moK si d verifica relatiile

1
(5.5.2) ho = mono K < 3
unde 17 UCH m ! st
0 = > MO = 77—~
f'(xo) /(o)

(5.5.3)

atunci au loc proprietatile:
J. sirul (zy,),>o generat de (5.5.1) este convergent;
jj. dacd T =limx, atunci T € Ky si f(T) =0;
173 are loc delimitarea

T — xp| = (2h0)2n_1n0, n=0,1,..., .

gn—1
Demonstratie. Vom arata in cele ce urmeaza ca prin trecere de la xg la z;
cu relatiile (5.5.1), conditiile 4. - v. nu se schimba.

Din (5.5.1) pentru n = 0 avem:

f <
— = = >~ 5

‘1’1 .’L‘()’ f/(xO) Mo = 0,
d o < 1, adica e K
eoarece 1_ m , adlCa T 0-
In continuare avem:

1 1 1 mo

5.5.4 = . <
O T e S ol

" P ) = T

deoarece x1 € Ky si atunci |f'(z1) — f/(z0)| = K |x1 — x0].
Relatia (5.5.4) se mai poate scrie in felul urmator:

1 < mo _
|f'(z1)] = 1= ho

(5.5.5) mi .
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Din (5.5.5) rezulta

Flao) + F(zo) 1 — 20) + 5 ()@ — 0)?
Igen]

(5.5.6) ’

unde ¢ apartine intervalului deschis delimitat de xq si ;.
Deoarece f(xg) + f'(x0)(x1 — 29) = 0, din (5.5.6) rezulta:

fla) | o1 Kngmo _ 1 Knomo 1 ho _
Fla)|=21—he 21—ho ™" 21—po - "M
Deoarece are loc relatia:
1 hg 1
— < —
21—hy 2

1
care se justifica in virtutea ipotezei hy < 3 Rezulta ca

1

In continuare notam cu h; = mymik si avem:

__mo 1 hono
1—hy 21—hg

1
5.5.8 h -0
(5:5.8) ! 2 (1= hy)?
hi

adica este verificata ipoteza (5.5.2) pentru
Consideram acum urmatoarele relatii:

. Mp—1
a) my, = R
b o 1 hnfl
)7771— 51_hn_177n—17
1 K2,
hy —_—— "7
C) n 2 (1 _ hn_l)Q’

care pentru n = 1 am dovedit mai sus ca sunt verificate.
Presupunem ca relatiile a), b) si ¢) sunt verificate pentru n = s, unde am
notat:

1 f(zs)
Mg = ———, hs=Kmgn, < = =
S ‘f/(xs)‘ b S 5775 = 2 9 778 f/(.’lfs)
Aga cum am trecut de la zg la 1 putem trece gi de la x5 la x5 si este clar
ca relatiile a), b) si ¢) sunt verificate si pentru n = s + 1.

sl xg € K.
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Din (5.5.1) rezulta:

2os1 — 2 = |22 | =
s+ s f/(xs) S
iar din c¢) rezulta succesiv:
1 25
hs§§(2h0) , s=1,2...,

De asemenea din b) rezulta:

1 hs_

Ns = 2ﬁns 1S hse 1Ms— 1S

1 s
hs—1hs—2 ... hono < — (2ho)* ~1np .

28
1—+/1-2h,
hs

[IA

Daca notam cu N (hg) = , atunci este ugor de vazut ca are loc

relatia
NsN(hs) = Nst1N(hsy1) =15, s=0,1,....

Folosind relatia de mai sus deducem

[Tstp —Ts| = Ms sy o+ Nsyp1

= nsN<hs) - ns+pN(hs+p) < nsN(hS) < 27
1 s_
= o (2h0)* 1, s=0,1,...,

si pentru orice p € N.
Ultima inegalitate ne asigura ca sirul (z,)n>0 generat de (5.5.1) este conver-
gent. Din aceasta relatie, pentru p — oo, rezulta

(2h0)> L, s=0,1,...

|T — 4] = 51
adica delimitarea jjj. Tot din relatia amintita avem
[Ts4p — Ts| = ns N (hs)
din care, pentru p — oo, rezulta
| — 25| = nsN(hs),
din care, pentru s = 0 deducem

|T — xo| = noN (ho),
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de unde tinand cont de (5.5.3) rezulta

1—\/1—2h0<

)
ho =77

[T — 20| = mo
adica ¥ € Kj.
Faptul ca T verifica ecuatia f(z) = 0, rezulta prin trecere la limita in
relatiile (5.5.1), observand ca f’(x,) # 0 pentru orice n € N.

In legatura cu unicitatea radacinii ecuatiei f(x) = 0, in intervalul K,
are loc urmatoarea teorema.

Teorema 5.5.2. Daca sunt verificate conditiile i. — tii. $i v. din Teorema
(5.5.1) dar conditia iv. se inlocuieste cu conditia
i, sup |f(2) S K,

z— K]

14+ 1= 2ho

unde presupunem ca Kj = [xo — 0', 20 + ¢'] C [a,b] iard’ = - o,

atunci T este unica radacindg a ecuatiei f(x) =0 in intervalul K.

Demonstratie. Fie T o radacina a ecuatiei f(z) =0, T € K. Atunci este
usor de vazut ca exista 0 < 6; < 1 pentru care

‘f — a:0| é 91L(h0)7]0

1++v1—2hg
ho '
, B f(z) Y _ '
Fie Fy(x) = = — Flao)” Avem relatiile Fj(xzo) = 0, 1 = Fo(xo) si
0

Fy(z) = . Tinand cont de aceste relatii avem:

unde am notat L(hg) =

Z— a1 = |Fo(@) — Folxo)| = |Fo(T) — Fy(x0)(T — o) — Fo(wo)|
< S moK |7 — ol = 5 moK 6L (ho)r
= OiL(hi)m,
unde

1+v1 -2
h1 '

Procedand ca mai sus, din aproape in aproape, este usor de vazut ca are loc
o relatie de forma

L(h1) =

|T — x| = Q%RL(hn)nn
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dar

1+ VI=%h,  _ 2 2
- hn he K -my

si daca tinem cont de relatia m,, > mg rezulta

L(hn)nn in <

2
L(h <
( n)nn Kmo
care ne conduce la 5
T — x| < 62"
’II: xn| =1 mOK

si deci limx,, = 7. Unicitatea limitei unui gir convergent ne arata ca T este
unica radacina a ecuatiei f(z) =0, T € Kj.

In continuare vom analiza cateva rezultate privind convergenta locala a
metodei lui newton in conditii in care derivatele de ordinul 1 si 2 ale functiei
f nu se anuleaza pe intervalul [a, b].

Presupunem ca functia f este derivabila pana la ordinul 2 inclusiv pe
intervalul [a,b]. Vom analiza separat convergenta sirului (x,),>0 generat de
(5.5.1) in fiecare din urmatoarele ipoteze:

a) f'(x) > 0si f(x) < 0 pentru orice z € [a, b];

b) f'(z) > 0si f”(x) > 0 pentru orice x € [a, b];

c) f'(z) <0si f’(z) <0 pentru orice x € [a, b];

d) f'(z) <0si f”(x) > 0 pentru orice x € [a, b].

De asemenea, vom presupune ca are loc relatia

(5.5.9) f(a)- f(b) <0.

Observam ca relatia f’(z) # 0 pentru orice z € [a,b] si (5.5.9) ne asigura
existenta unei singure radacini T € [a, b], a ecuatiei f(x) = 0.

Convenim sa alegem drept punct initial zg € [a, b] in relatiile (5.5.1) acel
punct pentru care

(5.5.10) F(zo)f"(zo) > 0.

In ipotezele de mai sus analizam pe rand fiecare din cazurile a) - d) in parte.

Consideram cazul a). Deoarece f”(z) < 0, rezulta f”(zg) < 0 si
deci din (5.5.10) rezulta f(xz¢) < 0, dar cum f/(x) > 0, rezulta cd f este
crescatoare si deci zp < T, unde T este radacina unica a ecuatiei f(z) = 0.
Din relatia

_ . J(@0)
(5.5.11) 1 = X f/(.%'())
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rezultd fird dificultate ¢ 21 > z¢. In continuare dezvoltand functia f dupa
formula lui Taylor in x¢ si tinand cont de (5.5.11) avem:

0=f() = flo) + f'(w)(E—x0) + 5 f(€0)(T — o)
= (o) + [ (ao) @ — o) + (@)@ — 1) + 5 (€)@ — 20)?
= F/@0)@ 1) + 5 S (60)(E w0’

unde & € (20, 7).
Din relatia de mai sus rezulta

_ (&)

T—x = (T — x0)?

2f(x0)

adica T — x1 > 0, deci z1 < 7.

Repetand rationamentul de mai sus, pentru cazul cand in loc de xg
punem zg, s > 0 cu conditia f(zs) < 0, atunci usor deducem ca au loc
relatiile:

Ts<Tsy1<T, s=0,1,...,.

Sirul (z,,)n>0 generat de (5.5.1) este deci crescator si marginit superior, adica
convergent.

Daca | = limx,, atunci trecand la limita in (5.5.1) pentru n — oo,
rezulta [ = 7.
Relatia

(5512) T —Tp = _M (f_ 3771—1)27 fn—l € <m'rz—17f)7 n = 1727' .-

f'(@n-1)
are loc pentru orice n € N.
Cazul b). In acest caz f(xp) > 0 si deci, tindnd cont de faptul ca
f/(x) > 0, rezultd ca zo > T.

Relatia
21 = 2y — 4 (20)
f'(@o)
ne arata ca r; < zg. De asemenea relatia
1
7-a = -2 @ a)?, g e @a0),

-~ 2f'(=0)
tinand cont ca f”(x) > 0, ne conduce la inegalitatea

T<m, adica T<z <xg.
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Repetand ca la Cazul a) rationamentul de mai sus, pentru cazul cand inlocuim
pe xo cu un element z; > 7, adica f(zs) > 0, rezulta clar ca avem

T>xe41 >2s, s=0,1,1...

adica sirul (z,),>¢ generat de (5.5.1) este convergent si limita sa [ = T.
Rationamente analoage ne conduc la urmatoarele concluzii.

In cazul ¢) avem: f(z9) < 0, adici zo > %, deoarece am presupus
cd f'(x) < 0, adicd f este descrescdtoare. Obtinem si aici un sir (xy)n>0
descrescator cu limita .

In sfargit in cazul d) f(z9) > 0si 29 < T deoarece f este descrescitoare.
In acest caz obtinem din (5.5.1) un gir (,)n>0 crescitor, cu aceeasi limiti
.

Cele dovedite mai sus ne arata ca metoda lui Newton este convergenta
catre radacina unica T € [a,b] a ecuatiei f(z) = 0 in toate cazurile, daca
derivatele de ordinele 1 si 2 nu se anuleaza pe [a, b] si in plus punctul initial
zo € [a,b] se alege cu conditia (5.5.10).

Este clar ca in toate cazurile a) - d) au loc relatiile (5.5.12).

Dacd notam cu K = sup |f”(z)| si m = inf |f'(z)|, atunci din (5.5.12)
z€la,b] z€la,b]
deducem:
K

(5.5.13) 7 — | < o~ Z—z,1)*, n=1,2,...,.

K
Daca inmultim relatiile de mai sus cu % §i presupunem ca o |7 — xo| =
m m

q < 1, atunci avem:
(5.5.14) T —an| S —¢q¢ , n=12,...,.

Relatia de mai sus ne ofera o evaluare a erorii apriori.
Din relatia (5.3.14) si din faptul ca sirul (z,)n>0 este convergent catre
T, rezulta ca pentru un ng € N evident vom avea indeplinita conditia

% |T — x| < 1
si deci, Incepand cu pasul ng, convergenta sirului (x,,),>0 generat de (5.5.1)
este patratica, adica ordinul de convergenta este 2.

O imbunatatire a vitezei de convergenta a metodei lui newton se obtine
prin constructia girului (z,),>0 de aproximatii, folosind aga numita metoda
Newton-Halley.
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Fie f : [a,b] = R, a,b € R, a < b despre care presupunem f € C[i 0] si
f'(x) > 0 pentru orice x € [a,b]. Consideram functia h : [a,b] — R data de
relatia:

f(=)
V(@)
Este bine cunoscut ca metoda lui Halley consta in inlocuirea in metoda lui
Newton a functiei f cu functia h. Mai precis, pentru rezolvarea ecuatiei

(5.5.15) h(z) =

(5.5.16) fx)=0
se considera sirul (z,)n>0, dat de relatiile

h(zn)

( ) Tl = b (xy)

xo € [a,b], n=0,1,...,.

Dupéa cum vom vedea in cele ce urmeaza, avantajul metodei (5.5.17), in ceea
ce privegte ordinul de convergenté, fatd de metoda lui Newton, se datoreaza
faptului ca functia h se bucura de proprietatea h”(Z) = 0, unde T este
radéacina ecuatiei (5.5.16).

Derivatele de ordinul 1 si 2 ale functiei A au forma:

"2 — 7 (2) F(z
W) = 2P~ @) (@)

(5.5.18) NIORE
respectiv
. (N2 — 2" (2) ' (x
(5.5.19) h'(z) = E )i[f/(x£5/g M )f(a:)
Din relatiile de mai sus, obtinem:
(5.5.20) (@) = [f (@)
si
(5.5.21) h"(Z)=0.

Pentru studiul convergentei sirului (z,),>0, vom observa ca functia f"”'(x)
este marginita pe [a, b]. De asemenea vom presupune ci ecuatia (5.5.16) are
o singura radacind T € [a,b] care, conform ipotezei f'(x) > 0 este unica.
Notam cu A = [T —6,T + d] unde § > 0 este un numar real pentru care
A C [a,b].

In ceea ce priveste convergenta metodei (5.5.17), are loc urméatoarea
teorema:
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Teorema 5.5.3. Daca functia f si numarul § verifica conditiile:
i. intervalul A C a,b|;
. f€ CE*A) si f'(x) > 0 pentru orice x € A;
iii. numerele M = sup |h"(z)|, m = inf |W/(x)| si elementul initial
neA neA

xo € A, verifica conditiile:

, M
m>0 i q= %\f—xo|<1,

atunci sirul (zn),>o generat de metoda (5.5.17) este convergent si daca T =
lim x,,, atunci f(T) =0 si au loc relatiile:

2m an
(5.5.22) \f—xn|§\/ﬁq3, n=0,1,..., .

Demonstratie. Deoarece functia f € C’Efl o rezulta fara dificultate ca h €
C’ﬁl L deoarece am presupus f’(z) > 0 pentru orice x € [a, b].

De aici rezultd ca M € R gi M > 0. Din formula lui Taylor obtinem
1
h(T) = h(zo) + h'(20)(T — o) + 5 h"(§0) [F — wol?

unde & este un punct din intervalul descris, determinat de zg si 7.
Din relatiile de mai sus, tinand cont de (5.5.17), pentru n = 0 avem:

"
< 1 |h’ (50)| ’T—IEO‘Q

5.9.23 -z s =
(5:5:29) 71 TE G )

Deoarece h''(T) = 0 si & € [xg,T] dacd z¢ < T sau & € [T, zp] dacd T < xg,
rezulta relatia

W (&)| = 1" (&) — B"(@)| < |W"(n0)] |€0 — | < M| — 0],
deoarece 1) este cuprins in intervalul deschis determinat de &g si =.

Din relatia de mai sus si (5.5.23) deducem

_ M 3
|z1 —Z| < — |T — 20
2m

si de aici obtinem

3
M M
\/%|x1—f’§ \/%W—SUOI <q’.
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Deoarece ¢ < 1, din relatia

M < 2 M
%|=’L‘1—9E|:q %|5E—$0|

rezultd ca |z1 — T| < |T — xo| £ 0, ceea ce ne arata ca x; € A.

Fie xg,x1,...,2s € A, atunci pentru 441 procedand ca mai sus obtinem
h"(&s)|
=< | S = 2
"TS-H ‘T‘ = 2|h/(I5)| ’x l’s‘ )

unde &, este cuprins in intervalul deschis determinat de x i T, deci |{5; — T| <
|zs — .
De asemenea se deduce usor relatia

W' (&)| < M |z —

tinand cont ca h”(z) = 0. Este atunci clara relatia
M 3
[Ts41 — 7| < m | — x|
si deci relatiile
M
(5.5.24) e el L T,

au loc pentru orice n =0,1,...,.

Din (5.5.24) rezulta fara dificultate relatia (5.5.22). Daca in (5.5.22)
trecem la limita pentru n — oo si tinem cont ca 0 < ¢ < 1, rezulta limx,, =
Z.

Folosind faptul ca m > 0 si trecand la limita pentru n — oo in (5.5.17),
obtinem h(Z) = 0, ceea ce ne conduce la f(T) = 0.

5.6 Convergenta metodelor de tip interpolator

In acest paragraf vom studia convergenta metodelor de iteratie ce decurg
din polinoamele de interpolare inversa cu noduri simple de tip Lagrange si
cu noduri multiple respectiv de tip Hermite.

In paragraful 4.4 am descris metoda iterativa ce decurge din polinomul
de interpolare inversa al lui Lagrange.

Fie deci f : [a,b] — R. Fara a restrange generalitatea, presupunem ca
f este bijectiva, adica exista f~': f([a,b]) — [a,b].
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Presupunem ca f are o radacind T € [a,b] si conform ipotezei de mai
sus T este unica. Consideram n + 1 aproximatii initiale ale lui 7, fie acestea
zi, i =1,n+1, z; # x; pentru ¢ # j. Asa cum am vazut, (4.1.2) ne ofera o
noua aproximatie pentru . Fie aceasta x,2, data de relatia

n+1

(5.6.1) Ttz = —w1(0) ; Y (i)

Ty

n+1
unde y; = f(z;), i =TLn+1siwi(z) = [[(y—w).
i=1
In general, daca xk, Tk+1,- .., Trrn sSunt n + 1 aproximatii distincte ale

lui Z, urméatoarea aproximatie va avea forma:

n+k

(5.6.2) Thgni1 = —wr(0) >

— yiwy,(vi)

T

k=1,2,...,

n—+k
unde y; = f(2;), i = k,n+ kst wi(y) = [[ (v — i)

Daca presupunem acum ca f este derlivgbilé pana la ordinul n+1 inclusiv
pe [a,b] si f'(x) # 0 pentru z € [a, b], atunci f~! conform cu paragraful 2.3,
are aceeagi proprietate si deci cu ajutorul restului in formula lui Lagrange
putem determina o margine superioara pentru diferenta |T — Txyn11].
Deoarece T = f~1(0), avem:

[F1(gn)]
(n+1)!

(5.6.3) | — Tppni1| =

‘kayk’Jrl"ykJrn’v k:1727"'7

Daca tinem cont de relatia

_ \yn+k+1’
T — Tptktl| = o
7= e = TG

unde 7y este un punct din intervalul determinat de Z si x,4+5+1, atunci din
(5.6.3) obtinem:

f (k) [f_l(ﬁk)](nH)

F@nni] £ F@lf @l [f@ren)l, k=12,

(n+1)!
Fie M = sup Hf_l(y)](”“)} sim = sup |f'(z)|. Atunci din relatia
y€fla,b] z€la,b]
de mai sus obtinem:
mM

(5.6.4) |f(zntr+1)| = [ F@ollf(@er)l. | f(@nn)], k=12,

(n+1)
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Presupunem ca elementele sirului (zy,),>1, rdman in intervalul [a, b]. Inmultim
1
M \» M \~»
relatiile (5.6.4) cu factorul (h) si notam cu p; = <h> |f(zi)],

i € N. In acest caz (5.6.4) va avea forma
(5.6.5) Prtk+l S PkPk41 -+ Phtns K=1,2,...,
In continuare considerim ecuatia:
(5.6.6) R e I
despre care, aga cum am aratat in paragraful 5.1, stim ca admite o singura
2(n+1) ’2> .

n+2
Presupunem ca p;, ¢ = 1,n + 1 verifica relatiile

radacina pozitiva tg € <

i—1
(5.6.7) pi<dY , i=T,n+1

unde 0 < dy < 1.
Din (5.6.5) pentru k = 1, tinand cont de (5.6.6) si (5.6.7), obtinem:

Lttot-+tf ot
Pn+2 § do 0= doo
Daca acum presupunem ca au loc relatiile
t§+5*1
Pk+s é d[) ) s = 05 n,

atunci din (5.6.5), procedand ca mai sus, deducem:

k-1 k1 ktn—1 k-1 k
< 5 e T Ottt g™

Pn+k+1 0

Din cele de mai sus rezulta ca pentru orice p € N au loc relatiile

p—1
tO

(5.6.8) pp = d)
Daca tinem cont de (5.6.8) rezulta relatia

lim p, = 0,
ceea ce ne conduce la relatia:

lim |f(zp)| =0,
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de unde, daca tinem cont de faptul ca f este bijectiva, rezulta:
limz, = 7.

Sa consideram acum relatiile (5.6.3) pentru k£ = 1. Este usgor de vazut
ca are loc relatia:

M n+1
(5.6.9) 7 el < | m

m ’f—.f(,'l”f— xg\ |f—l’n+1’.

Mm
(n+1)!

(5.6.10) Opao <01+ 0a.. Opit.

Notand cu §; = m( ) ! |z —x;|,i=1,n+ 1, din (5.6.9) deducem

Fie A =[z— 6,7+ 0] C [a,b], unde 6 € R, § > 0. Presupunem ca exista
q € R, q € (0,1), astfel incat nodurile initiale x;, i = 1, n + 1 verifica relatiile

1
s
(5.6.11) m—f\g[%} ¢,

atunci din (5.6.10) deducem:

Oni2 Sq-q" g g =g,

adica

_ n+ D7 e
(5.6.12) |Tpae — | £ [(7717)] q'o
Admitem In continuare ca are loc relatia

1

(n+ D!~ 1
5.6.13 — — <
(5.6.13) [ Lo

Atunci din (5.6.12) deducem relatia x,42 € A. Din (5.6.11), in ipoteza
(5.6.13), rezulta ca si nodurile initiale z; € A, i = 1,n+ 1. Fie k € N gi fie

k—1 k+n—1
5k < g0, Sper < qft, ... 0kan < ¢'0 . Atunci din (5.6.3), tinand cont
de notatiile adoptate, rezulta relatia

k—1 2 ...14n n+k
Ontht1 < O+ Opg1 - O = g0 (I+to+io+-+15) = glo

. ntk - . —
adicd 0,441 < gl , ceea ce ne aratd ci pentru orice p = 1,n+k+1
xp € A. Mai mult, au loc relatiile

!
5p é qo



194 Convergenta metodelor de iteratie

pentru orice p = 1,2,...,. Evident, din limJ, = 0 rezulta limz, = 2. O
evaluare apriorii a erorii este data de relatiile:

1
n+D»1 w1
5.6.14 — 7| < + DU g =1,2,...
( ) ’xp I”_|: Mm :| mq ’ b ) <y )

1)

ca ordinul de convergenta al metodelor de iteratie ce decurg din polinomul
de interpolare inversa a lui Lagrange, nu poate trece peste 2.

In paragraful urmator vom da o metoda prin care ordinul de convergenta
al procedeului de iteratie descris in acest paragraf poate fi cel putin egal cu
numarul de noduri folosite in constructia polinomului lui Lagrange. Inainte
de aceasta, vom pune in evidenta doua cazuri particulare ale metodei descrisa
in acest paragraf. Mai Intai vom considera cazul n = 1, adica polinomul de
interpolare inversa al lui Lagrange cu 2 noduri. In acest caz, din (5.6.2)
obtinem:

Deoarece t( verifica relatiile < tp < 2 pentru orice n € N, este clar

f(@kt1)

5.6.15 = — , k=1,2,...; 1,29 € |a,b
( ) Tk+2 = Tk+1 [Jfk,$k+1,f] Ty, T2 [a]

adicd metoda coardei. Pentru n = 2 tot din (5.6.2) considerand forma lui

Newton a polinomului lui Lagrange si tinand cont de relatia

— [k, Thg1, Thpos f]
[T, Tht15 [k Thros flTrs1 g2 f]

[Yks Yot Yrros 1] =

obtinem:

o [l [ Tk e [l (@) f (2R
(5:6.16) zivs = [Trs i1 f] (@, Togrs fllTn, Trg2s f@er1; Togos 17

x1,T2,23 € [a,b], k=1,2,...,.

In cazul metodei (5.6.15), presupunand ca f este derivabila pana la ordinul
2 inclusiv, vom nota cu My = sup |f”(z)| si m; = inf |[f/'(z)].

z€la,b] z€[a,b]
Atunci din identitatea lui Newton pentru z1,z2, T € [a, b] rezulta:

f@) = f(x1) + [z1,22; 1T — 21) + [T, 21, 225 fI(T — 21)(T — 22).

Presupunem acum ca m; > 0 si f(Z) = 0 si daca tinem cont de (5.6.15)
pentru k£ = 1, din relatia de mai sus obtinem:

[z1, 225 fI(T — x3) + [T, 21, 225 f](T — 21)(T — 22) = 0.
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Din aceasta relatie, tinand cont de notatiile adoptate, avem:

Mo

6.1 T — <
(5.6.17) |T — x3| < 2

[T — 21]|Z — x2].

Fie t; radacina pozitiva a ecuatiei

t?—t—1=0,
1 ) M: M-
adica t; = V5 §id == |T — z1|, 62 = =2 |T — x2|, atunci daca
2 2my 2my

M.
53 = —> |T — x3|, din (5.6.17) rezulta

2m1
(5.6.18) 53 < 6165

Presupunem acum ca &1, d9 verifica relatiile
01 <q, ="
unde 0 < ¢ < 1. Atunci din (5.6.18) rezulta
b3 < gttt = qtf'
. 2my . _ o ..
Fiee = —=¢qsiA=[T—¢,T+¢] C [a,b]. Daca tinem cont de notatiile
2
introduse, rezulta imediat relatiile

x1,x2,x3 € A.

. — M, i—1 )
Fie acum x; € A, i = 1,n gi §; = o |T — x;] £ ¢'v ', pentru orice
mi

i = 1,n. Atunci pentru ¢ = n + 1 avem
F@) = f(@n1) +[2n-1, 20 fIE —2p1) + [B, 201, 2n; fI(T — 20 1) (T —20),
de unde tinand cont de (5.6.15) pentru k = n — 1 obtinem
[Zn—1,Zn; FI(Z — Tnt1) + [T, 201, Tps fI(T — 2n-1)(T — 20) = 0
adica

My

2 |T — 2p—1||T — xp).

‘f - $n+1| §
Din relatia de mai sus deducem

(5.6.19) St S 6p16, S gt gl =gt O — gt
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M
unde 0p41 = -~ |T — Ty
m

Rezulta atunci fara dificultate ca

2 n
F—ann S 5 <e
deci xp11 € A.
Din relatia
(5.6.20) [T — 2pi1| S —¢1, n=0,1,...

M

pentru n — oo rezulta limz,, = 7.
Relatiile (5.6.20) ne ofera si o margine a erorii la fiecare pas de iteratie.

1+5

In acest caz, radacina t; = ne da informatii asupra ordinului de

convergenta al metodei coardei. O varianta mai slaba din punctul de vedere
al ordinului de convergentd ar fi aceea in care un nod de interpolare se
pastreaza fix in decursul iteratiilor.

Pentru fixarea ideilor sa presupunem ca f este functie crescatoare si
convexa, adica f'(z) > 0si f”(x) > 0 pentru orice x € [a, b] si si consideram
sirul (zy)g>1 generat de relatiile:

f (k)

5.6.21 = -
< ) Th+4+1 Tk [CUk-,b, f] )

rn<zT<b k=1,2,...

sau echivalent

(5.6.22) ka:b—& T <T<b k=1,2,...

[:Ek’vba f] ’

Aratam ca in acest caz girul (z,)n>1 generat cu oricare din relatiile (5.6.21)
sau (5.6.22) este strict crescator si marginit superior chiar de Z si lim z,, = T.

Intr-adevar din 21 < T si f'(z) > 0 pentru orice z € a,b], rezulta
f(z1) < 0. De asemenea este adevarata relatia [z1,b; f] > 0 si deci

f(x1)

X9 =X — = >271.

[x1,0; f]

In continuare ariitim ci zo < b. Aceasti relatie rezulta din faptul ca
f(b) > 0sidin (5.6.22) pentru k£ = 1. Mai mult, daca tinem cont de relatiile

f(@) = f(@1) + 21,0 [l (T — 21) + [T, 20, b; f](T — 21) (T — D)
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obtinem

PSRN L CLY ) W e

[x1,0; f]

de unde, tinand cont si de faptul ca [z, z1, b; f] > 0, rezulta:
To < I.
Presupunem ca au loc relatiile:
< Ty <+ < Tp1 <Tp <.

Procedand cu x, asa cum am procedat cu x1, aratam ca z, < Tnp4+1 < Z.
Este clar acum ca sirul (z,)n,>0 este convergent si fie [ = limx,. Daca
trecem la limitd pentru k& — oo in (5.6.21), obtinem | = %, deoarece in
ipotezele impuse T este unica radacina a ecuatiei f(xz) = 0. Consideratii
analoage cu cele de mai sus se pot face si in cazurile:

a) f'(x) > 0si f”(z) < 0 pentru orice € [a,b]. In acest caz sirul
(n)n>1, generat de relatiile:

(5.6.23) Thp1 = T — %

este descrescator i marginit inferior.

b) f'(z) < 0si f”’(x) > 0 pentru orice z € [a,b]. Si In acest caz sirul
generat de (5.6.23) are aceeasi proprietate ca la cazul a).

¢) f'(x) < 0si f’(z) < 0 pentru orice = € [a,b]. In acest caz sirul
(5.6.21) este crescator si marginit superior.

In concluzie, cele 2 metode cu un nod fix studiate mai sus, in ipotezele
f'(x) # 0 f’(x) # 0 pentru = € [a,b], conduc la giruri monotone si
marginite, convergente catre solutia T a ecuatiei f(z) = 0.

Ne oprim acum asupra sirului (x,),>1, generat de (5.6.16).

Presupunem ca f este derivabild pana la ordinul 3 inclusiv pe [a,b]. De
aici rezulta ca si f~! este derivabila pana la ordinul 3 pe imaginea lui [a, ]
prin f si are loc relatia

, a<zT<m, k=1,2,...

_1 m (@) f' () — 3[f”(x)]2
f = —
) ik

unde y = f(z). Fie M3 = sup |f"(x)|, My = sup |f"(x)| si M1 =
z€[a,b] z€[a,b]

sup |f'(z)| si m1 = inf |f'(z)|, atunci din relatia de mai sus rezulta

Ie[a,b] E[a,b]

_ MsM, + 3M?2
sup [f1(y)]" £ 2
yel my



198 Convergenta metodelor de iteratie

unde I = f([a,b]).
Fie x1,x9,23 € [a,b], 3 aproximatii initiale ale radacinii T a ecuatiei

f(@) =05ty = f(z1), y2 = f(22), y3 = f(a3) valorile lui f pe aceste
radacini. Din relatia:

(5.6.24)  f7H(0) = @1 — [yn, y2; £ f (1) + [yr y2, yss f ) (w0) f )+
+ (Y1, y2, y3, 05 f U] f (1) f2) f (w3).

care rezultd din identitatea lui newton pentru functia f~—', dacd notam cu

zg =21 — [y, y2; f ] (@) + [yn,y,y: f 7] Fm) fza)

rezulta:
_ A
(5.6.25) T — 24| = 3l |f ()| f (z2)| I f (z3)],
M3M;y + 3M?2
unde \ = 31—52
my
Din (5.6.25) deducem relatia
M3
(5.6.26) |T — 4] = Lz — 1|7 — 22| — 23]

M~/ M A My
Daca inmultim relatia (5.6.26) cu vz si notam §; = M, -2 |x; —T|,
e Ve Vs
1 =1,4, avem
(5.6.27) 04 < 61 09 03.
Fie ecuatia

(5.6.28) -2 —t—-1=0

sity € (5, 2) singura radacina pozitiva a acesteia. Presupunem ca 6, < d,
do S b0 gi 63 < dt%, unde 0 < d < 1, atunci din (5.6.28) rezulta:
§y < dPHHIE = gt

Fie acum xy, xp11, Trp42 € [a, b] trei aproximatii ale radacinii T a ecuatiei
f(z) = 0. Atunci procedand ca la (5.6.24), obtinem o noua aproximatie cu
formula:

(5.6.29) This = Tk — (Yo Y15 £ Flan)+
+ [Yks bt 1o Ut2s £ F(@n) f(@h1),
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unde y, = f(2k); Yk+1 = f(Trt1), Ykt2 = f(Trt2)-
Procedand ca mai sus si notand cu

M
5i:MM/Tl\xi—f\, i=kk+1,k+2k+3,

din identitatea lui Newton deducem:
(5.6.30) Ok13 < Ok Opa1 Okro-

Presupunem ci au loc relatiile §; < dté_l, 1=k, k+1,k+ 2, tinem cont de
(5.6.30) si (5.6.28) si avem:

k42

(5.6.31) Spys S dho
Este clar ca in ipoteza ca elementele girului (z,)n>1 generat de (5.6.16)
raman in intervalul [a,b], relatia (5.6.31) ramane adevarata pentru orice
k e N.

Din (5.6.31), tinand cont de notatiile introduse, prin trecere la limita pentru
k — oo, rezulta:

(5.6.32) limap =7

si pentru evaluarea erorii, din (5.6.31) rezulta relatia

6 1 k—1
5.6.33 T—ap <y~ ——d k=1,2,...
( ) |:’C xk| = ]\41 ]\41 ) b) b)

In continuare ne vom ocupa de convergenta metodelor de iteratie ce se
obtin din polinomul de interpolare inversa al lui Hermite.
Fie ecuatia

(5.6.34) flz) =0

unde f : [a,b] — R este o functie derivabila pe [a, b] pana la ordinul m + 1
inclusiv. In ipoteza ci ecuatia (5.6.34) are pe intervalul (a,b) o solutie T si
f'(x) # 0 pentru orice z € [a,b], tinadnd cont de cele introduse in paragraful
4.8, vom studia convergenta sirului (z,),>1, dat de relatia (4.8.4).

Din formula lui Hermite rezulta relatiile

(5.6.35) T=f1(0) = H (Y, @15 Yk+1, @25 - - .3 Ybin, a1 f1[0) +

[ ] Y
(m+1)!

+ [f (@)™ [f (@ )] - U ()",



200 Convergenta metodelor de iteratie

pentru orice k =1,2,...,unde a; +ag + -+ -+ any1 = m+ 1.

In relatiile (5.6.35), n este un punct din intervalul [c,d] = f([a, b]).
Daca tinem cont de (4.8.4) si notam

(m—f—l)’

M= sup |[f'(y)]
y€le,d]

atunci din (5.6.35) deducem relatiile:

(5.6.36) [T — Tpqnt1| = % |f (i) [P f (2rg )] - | f (T ) |22,

pentru k=1,2,.....
Notam in continuare cu ¢ = sup |f’(x)| si atunci din (5.6.36) rezulta

z€la,b]
qu—i-l
(5637) |f - $k+n+1’ § m ’f - l‘k|a1 |E - $k+1|a2 e |E - xk+n]a"+1,
k=1,2,...,.
1
. M m
Inmultind (5.6.37) cu ¢ [(7_’_(]1)'} si notand cu
m !
M 1
q m
5.6.38 i =q | — =1,2
( ) p’l q |:(m + 1)|:| 9 ? )~y Y
obtinem relatiile
(5.6.39) Phintl S P PRy P, k=12,
Consideram ecuatia
(5.6.40) " gt —ant™ = —agt —a; =0

si notam cu w unica radacind pozitiva a acestei ecuatii (Teorema 5.1.6).
Presupunem acum ca aproximatiile initiale x1, xo,...,x ale lui T sunt
1,42, s n+1
alese astfel incat ele verifica relatiile:

(5.6.41) p1 <d, po < d¥, ps < d, . ppar < A,
unde 0 < d < 1.

Din (5.6.39), pentru k = 1 obtinem:

n+1
Pn+2 =dv .
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Este usor de vazut ca in general au loc relatiile:
(5.6.42) prsii <A k=12,
Pentru k — oo, din (5.6.42) se deduce imediat ca are loc egalitatea
limzy4k41 =7

Se observa din cele relatate mai sus, ca ordinul de convergenta al metodei
de iteratie (4.8.4) este egal cu radacina pozitiva a ecuatiei (5.6.40).

5.7 Convergenta monotona a metodelor de tip
Aitken-Steffensen

Din punct de vedere practic, pentru aproximarea radacinilor unei ecuatii,
sunt avantajoase unele metode ce conduc la giruri monotone, care converg
catre radacinile in cauza.

In acest paragraf vom arata ca in anumite conditii, metodele de tip
Aitken-Steffensen conduc la 2 siruri si anume, un sir (z,),>0 crescator si
celalalt (yn)n>0 descrescator, ambele convergente catre solutia T a ecuatiei
f(z)=0.

Astfel de metode au avantajul ca la fiecare pas de iteratie avem un
control asupra erorilor, adica au loc relatiile:

(5.7.1) max{T — n, T — Yn} S Yn —Tpn, n=0,1,...,

Asa cum am vazut in paragrafele anterioare, astfel de siruri pot fi generate

daca, de exemplu, aplicam simultan metoda lui newton si metoda coardei.
In conditii similare cu cele impuse celor doua metode amintite, vom

arata ca metodele de tip Aitken-Steffensen genereaza doua siruri ale caror

elemente aproximeaza prin lipsa, respectiv adaos, radacina unei ecuatii date.
Fie I = [a,b], a < b un interval al axei reale si fie

(5.7.2) f(x)=0

o ecuatie, unde f: I — R. Alaturi de (5.7.2) consideram inca doua ecuatii:

x—qg1(x)=0
(5.7.3) - go(2) = 0

unde g1, g2 : I — R. Presupunem ca ecuatiile (5.7.2) si (5.7.3) sunt echiva-
lente.
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Metoda lui Aitken-Steffensen consta in constructia sirurilor (g1(zn)),>¢
si (92 (91(2n))),,>0 cu ajutorul urmatoarei metde de iteratie

f (g1(zn))
91(xn), g2 (91(zn)) 5 f]°

(5.7.4)  xpy1 = g1(zy) — [ x€Il,n=0,1,...,.

Fie g : I — R o functie. In ceea ce priveste notiunile de monotonie si
convexitate ale functiei g, vom adopta urmatoarele definitii:

Definitia 5.7.1. Functia g : I — R se numeste crescatoare (nedescrescatoare,
descrescatoare, necrescatoare) daca pentru orice x,y € I au loc, respectiv,
relatiile: [x,y; f] >0 (2 0;< 0;<0).

Definitia 5.7.2. Functia g : I — R se numeste convexd (neconcava, con-
cavd, neconverd) pe I, daca pentru orice x,y, z € I au loc, respectiv, relatiile:
[,y,2:f] >0 (2 0; < 0;= 0).

In cele ce urmeazi vom adopta urmatoarele ipoteze asupra functiilor f,
g1 si g2

a) f,q1, 92 sunt functii continue pe I;

b) g1 este functie crescatoare pe I

¢) g2 este functie descrescatoare pe I;

d) ecuatiile (5.7.2) si (5.7.3) au radacina comund unica T € I;

e) pentru orice x,y € I are loc relatia 0 < [z,y;g1] < 1.

Relativ la sirurile (g1(zn))n>0 $i (92(91(zn))))n>0 generate de (5.7.4) are
loc urmatoarea teorema:

Teorema 5.7.1. Daca functiile f, g1 $i go verifica ipotezele a) - €) si in plus
sunt verificate conditiile:
i1. [ este crescdatoare gi convexd pe I si exista f'(T);
ii1. exista xg € I astfel incat f(xo) <0 si g2(g1(z0)) € 1.
Atunci girurile (xp)n>0, (91(2n))n>0 i g2(91(xn))), generate de (5.7.4)
unde xg verificd ipoteza ii1., au urmatoarele proprietati:
J1. sirurile (zn)n>0 $i (91(Tn)n>0 sunt crescatoare si marginite;
Jg1- sirul (g2(g1(zn))n>0 este descrescator si mdrginit;
jjjn. limz, =lim g (x,) = lim g2(g1 (zy)) = T;
Ju1- T S g1(2n) S Tpp1 TS g2(g1(2n)), n=0,1,...;
v1. max{T — Tpn11,92(01(xn)) — T} < g2(91(xn)) — Tpy1, n=0,1,....

Demonstratie. Deoarece f este crescatoare pe I si f(xg) < 0 atunci zg < .
Pentru z,y € I, x < y, din ipoteza e) rezulta ¢1(y) — g1(x) < y — x si de aici
pentru y = 7 rezultd x — g (x) £ 0.
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Fie p(z) = = — g1(z), atunci pentru orice z,y € I avem [z,y;p] =
1 —[z,y;91] > 0, conform cu ipoteza e). Se vede clar acum ca dacd x < T,
atunci p(z) < 0 si daca x > T, atunci p(x) > 0.

Din ipoteza b) si din xg < T rezulta g1(z9) < ¢1(Z), adica g1(xo) < T.
Din x; < 7 si p(zg) < 0 rezulta ca zo < g1(xo). Din ¢) si g1(zo) < T rezulta
92(g1(x0)) > 7.

Folosind ;. sirelatia g1 (xo) < T rezulta ca are loc inegalitatea f(g1(xo)) <
0. Din ultima relatie si din inegalitatea [g1(x0), g2(g1(x0)); f] > 0 rezulta ca
x1 > g1(xp) si deci avem relatiile

(5.7.5) X0 § gl(JJ()) <

Este usor de vazut ca au loc urmatoarele identitati

f(g1(2))
g1(x); 92(g91());

_ = x)) — )
(5.7.6)  gi(x) [ - g2(g1()) [91(2), 92(g1(2)); f]

(5.7.7) f(2) = f(2) + [z, y; fl(w — 2) + [2,9, 2 fl(z = 2) (2 — ),

pentru orice x,y, z € I.
Deoarece ga2(g1(z0)) > T rezulta ca f(g2(g1(xo)) > 0 si deci tinand cont de
(5.7.6), rezultd ca go(g1(xo)) > 1.

Din (5.7.7), pentru z = x1, * = g1(x0), ¥y = g2(g1(x0)) si din (5.7.4)
rezulta relatia:

(5.7.8)  f(z1) = [91(x0), 92(91(20)), 215 fl(71 — g1(20)) (71 — g2(91(0))

de unde deducem relatia f(z1) < 0, adica =1 < Z.
Din ultima relatie si (5.7.5) avem

(5.7.9) zo < g1(wo) < 21 < T < ga(g1(w0)).

Daca aratam ca g2(g1(r1)) € I, atunci este clar ca x; verifica ipoteza iiy.
Intr-adevir, deoarece g2 este descrescatoare si g1 crescatoare, din z; > z¢
rezultd g1(zo) < g1(z1) §i g2(91(z1)) < g2(91(20)). Din g1(x1) < T rezulta
92(91(21)) > g2(T) = T, adica ga(g1(21)) € 1.

Fie acum z,, € I pentru care f(xz,) < 0 si g2(g1(zn)) € I, n € N.
Repetand rationamentul de mai sus pentru z,, este clar cad vom obtine

(5.7.10) Tn S g1(Tn) < Tpt1 <T < g2(91(zn)) = g2(91(2n-1)),

pentru orice n = 0,1, ..., adica proprietatile j; si jj1.
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Dovedim in continuare relatiile jjj;. Din relatiile 2, < g1(zn) < Zny1,
daca notam cu l; = limx, si lo = lim g;(x,), atunci rezulta Iy = ls si din
continuitatea lui g1 rezulta {1 = lim g;(x,) = g1(l1), adicad Iy =T = lo. Fie
I3 = lim g2(g1(xy)), atunci rezulta ca are loc relatia I3 = g2(T) = 7.

Din (5.7.10) rezulta relatiile jv;. siv;. Cu aceasta teorema este dovedita.

In mod analog se demonstreaza si urmatoarele teoreme

Teorema 5.7.2. Dacad functiile f, g1 $i g2 verificd ipotezele a) —e) si in plus
au loc conditiile:

io. [ este crescdtoare $i concavd pe I gi existd f'(T);

iig. exista xg € I pentru care f(xg) > 0 si g2(g1(x0)) € I.

Atunci sirurile (2n)n>0, (91(2n))n>0 i (92(91(zn)))n>0 generate de (5.7.4)
verifica urmdtoarele proprietati:

J2. (Tn)n>0 §i (g1(zn))n>0 sunt descrescatoare gi marginite;

Jg2- (92(g1(zn)))n>0 este sir crescator si marginit;

jjje. limx, = lim g1 (x,) = lim g2(g1 (zy)) = T;

Jv2. g2(91(xn)) < 92(91(Tn41)) < T < Tpy1 < g1(xp) < zp, pentru

n=01,...;
ve. max{T — g2(91(xn)), Tn+1 — T} < Tpt1 — g2(g1(xn)) pentru orice
n=0,1,...,.

Teorema 5.7.3. Daca f, g1 si g2 verifica ipotezele a) — e) si in plus au loc
urmatoarele proprietati:

ig. [ este descrescatoare si convexd pe I gi exista f'(T);

ii3. exista xg € I astfel incat f(xg) <0 si g2(g1(x0)) € 1.

Atunci girurile (xn)n>0, 91(n)n>0, 92(91(Tn))n>0, generate de (5.7.4),
verificd proprietatile jo. — va. din Teorema 5.7.2.

Teorema 5.7.4. Daca functiile f, g1 si g2 verifica ipotezele a) —e) si in plus
mai verifica §i urmdtoarele proprietati:

iy. [ este descrescatoare si concavd pe I gi exista f'(T);

ii4. exista xg € I astfel incat f(xg) > 0 si g2(g1(x0)) € 1.

Atunci sirurile (2n)n>0, (91(2n))n>0 i (92(91(zn)))n>0, generate de (5.7.4),
verificd concluziile j1. — v1. din Teorema 5.7.1.

In cele ce urmeazi ne vom opri asupra unor cazuri particulare ale pro-
cedeului Aitken-Steffensen (5.7.4).

Consideram cazul particular in care gi(x) = z si notam go(x) = g(x),
atunci obtinem metoda lui Steffensen data de relatiile

F(n)
5.7.11 gy — ) e Tn=0,1,...,
(5.7.11) e e N TR
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Observam ca, relativ la functia g1, ipotezele a), b), d) si e) sunt automat
verificate.

Pentru fixarea ideilor vom admite, in cele ce urmeaza, ca functiile f si
g de mai sus, verifica ipotezele

ay) functiile f si g sunt continue pe I;

b1) functia g este descrescatoare pe I;

c1) ecuatiile f(x) =0 gi x = g(x) sunt echivalente si au raddcina unica
comund T €|a, b= Int(I).

In ipotezele de mai sus, urmatoarele consecinte, relative la convergenta
sirurilor generate de (5.7.11), se deduc imediat din teoremele 5.7.1 - 5.7.4.

Consecinta 5.7.1. Daca functiile f si g verifica conditiile a1)—cy) si in plus
[ este crescatoare $i converd pe I, exista f'(T), exista aproximatie initiala
zo € I astfel incat f(zo) < 0 si g(xo) € I. Atunci sirul (xn)n>0 este
crescator si marginit, sirul (g(xn)n>0 este descrescator si marginit. Mai
mult limzx,, = limg(x,) =T si v, < T < g(x,), n = 0,1,..., iar pentru
evaluarea erorii au loc relatiile:

max{Z — n, g1(zn) — T} < g1(xn) —zp, n=0,1,....

Consecinta 5.7.2. Daca f si g verifica conditiile a1) —c1) i in plus f este
crescatoare gi concava pe I, exista f'(T) si xo € I pentru care f(xo) > 0 i
g(xo) € I. Atunci sirul (z,,)n>0 este descrescator si marginit, sirul (g(zn)n>0
este crescator si marginit. In plus au loc relatiile

limx, =limg(z,) =7;
9(Tn) <T<xp, n=0,1,...;

max{z, —Z,T — g(zn)} £ xp — g(zpn), n=10,1,....

Consecinta 5.7.3. Daca f si g verifica ipotezele a1) — c1) si in plus au loc
proprietatile: f este descrescatoare si convexd pe I, exista f'(T) si existd
xo € I pentru care f(xog) > 0 si g(xg) € I. Atunci au loc concluziile
Consecintei 5.7.2.

Consecinta 5.7.4. Daca [ §i g verificd ipotezele ai) — c1) si in plus f este
descrescatoare gi concava pe I, exista f'(T) si exista xg € I pentru care
f(zo) >0 si g(zo) € I. Atunci au loc toate concluziile Consecingei 5.7.1.

Un caz mai particular al metodei (5.7.4) este acela cand in (5.7.11) are
loc relatia

(5.7.12) fle)=z—g(x)=0
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In acest caz (5.7.11) va avea forma:
(2 — g(zn))?
9(9(@n)) — 29(xn) + Tn

Relativ la convergenta sirurilor (z,)n>0 si (9(zn))n>0 generate de (5.7.13)
au loc urmatoarele consecinte:

(5.7.13)  Tpy1 = a8 —

, o€l, n=0,1,...,

Consecinta 5.7.5. Daca g este continud, descrescatoare i convexd pe I,
ecuatia (5.7.12) are radacina T € (a,b) = Int(I), exista ¢'(T) si xo € I astfel
incat xg < g(xo) st g(xo) € I. Atunci sirurile (xy)n>0 $i (9(Tn))n>0 generate
de (5.7.13) werifica concluziile Consecintei 5.7.1.

Consecinta 5.7.6. Daca g este continud, descrescatoare si concavd pe I,
existd g'(T) st xo € I pentru care xog > g(xg) si g(xo) € 1. Atunci sirurile
(Tn)n>0, (9(xn))n>0 generate de (5.7.13) verifica concluziile Consecintei 5.7.2.

In cele ce urmeaza, ecuatia f(z) = 0 fiind data, ne vom ocupa de deter-
minarea functiilor auxiliare g1, g9 si g astfel incat, in functie de proprietatile
functiei f, sa fie verificate anumite ipoteze asupra functiilor g1, g, respectiv
g.

1. Admitem ca f : [a,b] — R este derivabila pana la ordinul 2 pe (a,b)
si existd f/(a) si f'(b) derivate laterale la dreapta pe a, respectiv la stanga
pe b. Admitem ca f este crescatoare gi convexa si ecuatia f(z) = 0 are o
radacina T € (a, b).

In conditiile de mai sus, putem alege drept functii g1 si go functiile date
de relatiile

(@) = o f(z)

o )
(5.7.13a) )

2D =2 )

Aratam in continuare ca functiile ¢q si go astfel alese verificd ipotezele Teore-
mei 5.7.1. Din faptul c& f este convexa rezulta ca f’ este functie crescitoare
pe (a,b). Din faptul ca f este crescatoare rezulta ca au loc relatiile 0 <
f'(a) < f'(z) < f'(b) pentru orice x € (a,b). Atunci este clar ca ¢j(z) =
f'(x)
f'(b)

Analog gh(z) =1 —

1 —

> 0 pentru orice € (a,b) si deci g1 este crescatoare pe (a,b).

/(=)
f'(a)

Sunt verificate deci ipotezele a) - d) premergatoare Teoremei 5.7.1. Este
clar cd din faptul cd au loc relatiile 0 < f'(a) < f(z) < f/(b) pentru

< 0 si deci g2 este descrescatoare pe (a, b).
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x € (a,b), rezultd ca are loc relatia 0 < ¢'(x) < 1 si deci, tinind cont
de formula de medie pentru diferenta divizata, rezulta si ipoteza e).
Observam aici ca dacd 0 < A1 < f/(a) si A2 > f/(b), atunci si functiile
x x
g1, g2 date de relatiile g; () = = — %), go(z) =2 — @ verificd ipotezele
2 1
a) - e) din Teorema 5.7.1.

2. Daca f este derivabila pe [a, b], descrescatoare si convexa, atunci este
ugor de vazut ca g; si g2 se pot alege ca in cazul 1 si ipotezele a) - e) din
Teorema 5.7.3 sunt verificate.

3. Daca f este derivabila pe [a, b], descrescatoare si concava, atunci este

)
f'(b)

usor de vazut cd putem considera gi(z) = x — st ga(z) =2 — si

(z
f'(a)
sunt verificate ipotezele a) - e) din Teorema 5.7.4.

4. Daca f este derivabila pe [a, b], crescatoare si concava, functiile g; si
g2 se pot alege ca la punctul 3 si ipotezele a) - e) vor fi verificate.

In ceea ce priveste alegerea functiei g ce apare in procedeul lui Steffensen
(5.7.11), ea poate fi aleasd dupa cum urmeaza.

1.1. Daca f este crescatoare gi convexa sau descresciatoare si convexa pe
f(x)
f'(a)
pe [a,b] si deci sunt verificate ipotezele a;) — ¢1) ale Consecintei 5.7.1 si
de semenea, pentru aceasta alegere sunt verificate aceleasi ipoteze si pentru
Consecinta 5.7.3.

1.2. Daca f este decrescatoare si concava sau crescatoare si concava,

[a, b], atunci punem g(z) = = — si atunci functia g va fi decrescatoare

x
atunci vom alege g(z) = x — % si evident sunt verificate ipotezele a1) —cp)
atat pentru Consecinta 5.7.2 cat si pentru Consecinta 5.7.4.
In continuare vom analiza ordinul de convergenta si indicele de eficienta
al metodelor studiate in acest paragraf. Pentru fixarea ideilor sa consideram

o ecuatie, echivalenta cu ecuatia (5.7.2), de format:
(5.7.14) x—h(x)=0

unde b : [a,b] — R. Fie (2,)n>0, ©n € I, un sir care in raport cu f si h
verifica proprietatile

az) h(xy,) € I pentru orice n =0,1,...;

b2) (zn)n>0 §t (h(xn))n>0 sunt siruri convergente gilim x,, = lim h(x,) =
T unde T este radacina comund a ecuatiilor (5.7.2) si (5.7.14), T € (a,b);

c2) [z, y; f] # 0 pentru orice x,y € [a, b];

dy f este derivabild pe T € (a,b).

Analog cu Definitia 5.1.4 vom adopta pentru ordinul de convergenta al
sirului x,, catre Z, urmatoarea definitie
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Definitia 5.7.3. Sirul (z,,)n>0 are ordinul de convergenta p € R, p > 0 in
raport cu functia h, daca exista

In|h(zn
(5.7.15) o = lim 2212En) — 7]
In |z, — 7|
§t o =p.
Daca in definitia de mai sus punem Tn+1 = h(zy,), atunci obtinem

notiunea de ordin de convergentd data de Definitia 5.1.4. In acest caz vom
spune ca h genereazd un sir cu ordin de convergentd p.

Tinand cont de definitia de mai sus, o consecinta a Teoremei 5.1.4 este
urmatoarea:

Consecinta 5.7.7. Dacd h si (xn)n>0 verificd ipotezele az) — da), atunci
conditia necesard §i suficientd pentru ca girul (zn)p>0 sd dmita ordinul de
convegentd p, p € R, p > 0, in raport cu h si f este ca sa existe

In | f(h(zn))]

(5.7.16) b =tm = ]
i 3 =p.

Fie g1 si g2 cele doua functii date de relatiile (5.7.3) si fie functia h data
de relatia

_ B f(g1(z)) cela
(5.7.17) o) = () @), 2@ 17 © .0}

Relativ la ordinul de convergenta al sirului x,,+1 = h(x, ), generat de (5.7.4),
are loc urmatoarea teorema:

Teorema 5.7.5. Dacad functiile f, g1 si go verifica conditiile Teoremei 5.7.1,
exista f'(T) si in plus sirul (z,)n>0 are ordinul de convergentd py in raport
cu g1 st f si sirul (g1(xp))n>0 ordinul de convergentd pe in raport cu ga,
atunci (xn)n>0 are ordinul de convergentd p1(p2 + 1) in raport cu functia h

data de (5.7.17).

Demonstratie. Din ipotezele teoremei, tinind cont de Consecinta 5.7.7
rezulta relatiile

i @)
(5.7.18) fim n[f(z,)|

si

(5.7.19) INELEICACTCNIY

In[f(g1(zn))|
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Folosind (5.7.4), (5.7.6) si (5.7.7), obtinem relatiile

f(g1(xn)) f(g2(g1(7n)))
91 (2n), 92(g1(z0)); f1°

f(@n41) = [gl(fﬂn), 92(q (.Tn)), Tn+13 f] n=0,1,...,
unde x,11 = h(x,).
Din relatia de mai sus si din (5.7.18), (5.7.19) deducem imediat ca are loc

egalitatea
In |f(h(zn))]
In|f(zn)|

Observam 1n sfargit ca concluziile Teoremei 5.7.5 raméan valabile gi in cazurile
in care f, g1 si go verifica ipotezele Teoremelor 5.7.2, 5.7.3 si 5.7.4.

O teorema analogd are loc si in legatura cu sirul (z,)n>1 generat de
(5.7.11).

lim =pi(p2 +1).

Teorema 5.7.6. Daca [ si g verifica ipotezele oricareia din Consecintele
5.7.1 —5.7.4 gi in plus sirul (x,), generat de (5.7.11) are ordinul p in raport
cu g, atunci acest sir are ordinul p+ 1 tn raport cu h, datd de

f(x)
hz) =20 — ——————.
= G g 7]
Revenim la functiile g; si go determinate in acest paragraf

(@) =2 110,

gl A I’
IR C)

g2 - B )

unde A = f'(b), B = f'(a) sau A = f'(a) si B = f'(b), dupil caz. In
aceste cazuri girurile (z,,)n>0 corespunzatoare generate de (5.7.4) au ordinul
de convergenta 2.

In ceea ce priveste indicele de eficienta al metodelor de tip Aitken-
Steffensen studiate in acest paragraf, observam urmatoarele:

Tinand cont de Definitia 5.1.5 si de faptul ca in trecerea de la un pas
de iteratie la urmatorul cu procedeul (5.7.4), trebuie sa calculam 4 valori de
functii g1(2n), f(g1(zn)), 92(91(xn)) si f(g2(91(2))), si dac alegem g1 si g2
ca in (5.7.13a), atunci evident ca indicele de eficienta al lui (5.7.4) este egal
cu v/2.

Daca insa folosim procedeul (5.7.11), atunci sunt necesare numai valorile
f(x)
f'(b)

f(zn) st g(zn), f(g(zy)), adica 3 valori de functii si pentru g(x) = = —

sau g(r) =x — % indicele de eficienta este v/2.
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In conditiile Teoremei 5.7.5, indicele de eficients este &/p1 (p2 +1).
Incheiem acest paragraf cu 2 exemple numerice.

1. Consideram ecuatia

f(z):=xz —2arctgz =0

3
pentru x € [5,3]. Observam ca f este cresciatoare si convexa pe [5,3},

deoarece

2
rooy xt—1

) = 2+ 1 >0
daca x > 3 si

” 4x
pentru x > >

Alegem deci
f(z)
MO =1 )
() =z — f(z)

, 8 4 . /3\ 5 _
Dar f'(3) = — = 5 8 f 3) =130 de unde ubtinem

— 2arct 1
gi(x) =z — % =1 (10 arctg x — x);

5
T — 2arctg x

5
13

1
92(z) = — =5 (26 arctg  — 8x).

3
Daca luam zg = 3 atunci functiile f, gy si go verifica ipotezele Teoremei

3
5.7.1 pe intervalul [5,3].

Aplicand procedeul (5.7.4), se obtin urmatoarele aproximatii pentru

3
radacina ecuatiei f(x) = 0, cuprinsa in intervalul (5,3> (Tabelul 1).
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n Tn g1(zn) 92(91(zn)) f(@n)
0 | 1.50000000000000 | 2.08198430811832 | 2.50854785469606 | -4.6E-01
1| 2.32357265230323 | 2.33006829103803 | 2.33195667567199 | -5.1E-03
2 | 2.33112222668589 | 2.33112235050042 | 2.33112238618252 | -9.9E-08
3 | 2.33112237041442 | 2.33112237041442 | 2.33112238041442 | -3.5E-17

Tabelul 1

2. In continuare vom considera urmatoarea ecuatie

-1
flz)=z— arcsin ———— = 0,

VA1)

pentru x € [—2, —1]. Pe intervalul considerat, f este crescatoare gi convexa
deoarece:

2
2
"(z :i>0 pentru x < —1
2 +1
x
si
-2
f(x) = ﬁ >0 pentru z < —1.
x
Consideram atunci in procedeul (5.7.11)
f(z)
g\xr) =2 — )
(@) f(=1)
de unde obtinem
1 z—1
z)=—|z+darcsin —— | .
o) 6( 2(w2+1)>

Este ugor de vazut ca f(—2) < 0 si g(—2) € [-2, —1] si deci sunt verificate
ipotezele Consecintei 5.7.1.

Pentru xy = —2 obtinem rezultatele compuse in tabelul 2.
n Tn g(xn) f(xn)
0 | -2.000000000000000 | -1.37420481033188 | -7.85398163397448E-01
1| -1.406051288716128 | -1.40401615840899 | -7.50954227601746E-01
2 | -1.404223647476550 | -1.40422359726392 | -2.44215636856504E-03
3 | -1.404223602391970 | -1.40422360239197 | -6.02551550546058E-08
4 | -1.404223602391970 | -1.40422360239197 | -3.71881345162528E-17

Tabelul 2
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5.8 Convergenta metodelor de tip Heron-Halley

In acest paragraf vom aborda ideea lui Halley pentru imbunatatirea
convergentei metodei lui Newton, idee ce consta in a considera in metoda lui

f(z)
V()
de metoda (5.5.17) care are ordinul de convergenta 3, asa cum rezulta din
Teorema 5.5.3.

In [48], autorii descriu riguros o metods data empiric de citre Heron pen-
tru aproximarea numarului +/100. Aceastd metodi consta in urmitoarele:

Pentru aproximarea numirului ¥ N, N € R, N > 0, se considerfi nu-
merele a,b € R pentru care a® < N < b3. Aproximatia de tip Heron pentru
V/N este data in [48] de relatia

Newton functia h, h(z) =

in locul functiei f. Mai precis este vorba

bdy

8.1 ®(N,a,b) = —
(55.1) (Noab) = at s

(b - a’)’
unde d = N —ad sidy =0 — N.

In [79] autorii observa ca metoda de aproximare data de (5.8.1) se obtine
aplicand o singura data metoda coardei

h(zo)
8.2 -0 — —
(5 8 ) xIo Zo [33(),1’1; h] N
unde 9 = a, 1 = b si h(x) = /() , f) =23~ N, 2>0.
f(@)
dq ds dib + doa

a\/g? h(b) - b\/g’ [a7b7h] - ab(b—a)\/§
care, inlocuite in (5.8.2), ne conduc la 9 = ®(N,a,b), unde ®(N,a,b) este
dat de (5.8.1).

Este clar ca ideia lui Halley, care consta in inlocuirea, intr-o metoda de

iteratie, a ecuatiei f(x) =0 cu ecuatia h(z) = 0, unde

f(z)
V@)’

a apartinut, cu multe sute de ani inainte, lui Heron.

Nu suntem in masurd sa dovedim ca Heron era constient de proprietatea
esentiald pe care o are functia h, si anume faptul c¢d h”(Z) = 0 unde T este
radacina ecuatiei f(x) = 0. Asa cum se arata in [48], pentru a = 4 i b = 5,
aproximatia ®(100,4,5) data de (5.8.1), adica de Heron, contine 2 zecimale
exacte, ceea ce autorii lucrarii [48] o considera o aproximatie foarte buna.

Constatam ca avem: h(a) = —

h(z) =
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In cele ce urmeazi vom aduce precizari asupra metodei lui Heron pentru
aproximarea radacinii cubice, vom da formule pentru marginile erorilor si
vom generaliza aceastd metod& pentru aproximarea numerelor de forma {/N,
p€eN, NeR, N >0 sip-numar natural impar.

Fie deci ecuatia f(z) =23 — N =0, unde N > 0si 0 < a®> < N < b.
Consideram functia h : [a,b] — R, data de relatia:

X 33'3—
Moy ) _#N

V@) 2v3

Din h(x) = 0 rezulta g(z) = 0 unde g este datd de relatia

(5.8.3) g(z) = 22 — 2,

1
adica, in cele ce urmeaza putem renunta la factorul — si functia g se va

V3
bucura de proprietatea, conform careia g” (\3/ N ) = 0.

Pentru aproximarea radacinii cubice a numarului NV, consideram numarul
c dat de relatia

(5.8.4) c=a-—

Asa cum am constatat mai sus ¢ = ®(N,a,b). Este clar ca g(a) < 0 si
[a,b; g] > 0 si deci ¢ > a. Este ugor de vazut ca are loc identitatea

g(b) g(a)

= QqQ — N
la, b; g] la, b; 9]

de unde, tinand cont de faptul ca g(b) > 0, rezulta ¢ < b.
Identitatea lui Newton

(5.8.4a) 9(x) = g(a) + [a, b5 g](x — a) + [a, b, z; g)(z — a)(z — b)
pentru = v/N ne conduce la relatia

(5.8.5) g(a)+[a, b; g] (€/N - a) + [a, b, VN g} (€/N - a) (G/N - b) —0,
de unde, dacs tinem cont de (5.8.4), obtinem

la, b; g] (\S/N—c) + [a,b; \?’/N;g} (W—a) (W—b).
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Din aceasta relatie obtinem

[a, b; V'N; g}

(5.8.6) c— VN = aba

(\?/N — a) (\?’/N — b) .
Daca calculam expresia
[a, b, VN; 9}
[a, b; g]
obtinem

3
~ YN
587 X o

3
VN — \ab
L YN VIb (R (YW - 0) (VR - VD).
V/Nlab(a + b) + N]
care ne da o reprezentare pentru eroarea relativa a aproximatiei c.
Din (5.8.6), printr-un calcul elementar, obtinem

(5.8.8) my (S’/N - a) (b - €/N) <

M,

g\c_mgf—j(w_a) (b- VR).

=

adica atat o margine inferioara pentru eroarea absoluta cat si o margine
superioara.
In (5.8.8) am notat

| N N
my = 3a, my = min ﬁ_l’ l—b—3 ,

20+ N 208+ N
Mlzmax{ )

a2 b2

N N
Mgzmax a—g—l,l—b—g .

Tinand cont de (5.8.8) si de notatiile de mai sus, se vede ca daca a i b sunt
apropiate de /N, atunci ms si Ms sunt apropiate de zero, deci (5.8.8) ne
aratd ca aproximatia Heron data de (5.8.4) este cu atat mai buna cu cat a
si b sunt mai apropiate de v/N.

Plecand de la observatia de mai sus, se poate generaliza metoda lui
Heron pentru aproximarea numarului ¢/ N, unde N € R, N >0sip >3, p
numar natural impar.
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Pentru fixarea ideilor, fie p = 2¢ 4+ 1, unde ¢ € N. Ne propunem sa
determinam aproximarea pentru radacina reala pozitiva a ecuatiei

(5.8.9) f(z) = 2%t — N =0.
Pentru aceasta, fie a,b € R, a??! < N < v24*! gi functia g data de relatia
N
L o
(5.8.10) glx) == >
adica in afara de factorul constant ———, ecuatia g(x) = 0 este echivalenta
v2q+1
cu ecuatia h(z) = 0 unde
f'(@)

cu f data de (5.8.9).
Evident, au loc egalitatile g ( /N ) =g" (VN ) = 0. Aplicand metoda

coardei ecuatiei g(x) = 0, obtinem pentru **+v/N aproximatia

/

g(a)
la,b; 9]

a

de unde, folosind identitatea lui Newton

[a, b, *V/N;yg
[a, b; g]

(5.8.11) cp=a—

b.
(5.8.4a), vom obtine

(5.812) ¢ — VN =

(VN —a) (b— VN
de unde obtinem evaluarile

(5.8.13) ;—; (%VN - a) (b - 2‘”\1/N) <o - N <
1

< (v a) o ")

= 2t
unde
t1 = (29 + 1)a%
1)(N — g2+ 1)(p2a+l — N
752:mm{q(q+ )N —a”)  q(g+1)(b )};

I

(q+1)a?tt +gN  (q+1)p2+! + qN}

T _max{ ] , pat T

q(q+1)(N —a®*h)  q(qg+1)(b*7T — N)
T2 = max{ qd+2 ) ha+2 .
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Capitolul 6

Algoritmi optimali de tip
interpolator

Asa cum am vazut in Capitolul 4, cele mai uzuale metode de aproxi-
mare a radacinilor ecuatiilor neliniare (metoda lui Newton, metoda coardei,
metoda lui Cebasev si diverse generalizari ale acestora) se obtin in mod uni-
tar folosind polinoamele de interpolare inversa de tip Lagrange-Hermite. De
asemenea, daca nodurile de interpolare sunt controlate intr-un anumit mod,
se obtin metode de tip Aitken-Steffensen si diverse generalizari ale lor.

In capitolul de fata ne propunem sa expunem doua aspecte privind pro-
blemele de optim, ce se pun asupra metodelor de tip interpolator.

Mai intai vom studia problema optimalitatii ordinului de convergenta si
apoi vom cauta sa determinam acele metode cu indice de eficienta optim.

In ceea ce priveste notiunile de convergenta si indice de eficienta, le vom
adopta pe cele expuse in paragraful 5.1.

6.1 Ordin de convergenta optimal

Asa cum am vazut in paragraful 5.6, ordinul de convergenta al metodei
de iteratie generata de (4.8.4) este dat de radacina pozitiva a ecuatiei (5.6.39).

Daca tinem cont de Teorema 5.1.8, atunci ne punem problema unei
distributii convenabile pentru ordinele de multiplicitate ale nodurilor in in-
terpolarea inversa de tip Hermite, astfel incat ecuatia corespunzatoare (de
forma (5.6.39) sa admita radacina pozitiva cea mai mare si deci sa obtinem
ordin de convergenta optimal.

Fie a1,a9,...,an+1, n + 1 numere naturale astfel incat a; +as + -+ +
an4+1 =m + 1.
Notam cu (i1,42,...,ip+1) O permutare a numerelor (1,2,...,n + 1),

217
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pentru care avemm

(6]—1) A4y § Ay § Qg § e é Ay, é Qi g

Fie 1,9, ..., zn+1, n+1 aproximatii succesive ale radacinii = a ecuatiei
f(z) = 0 si fie multimea ordonata
(612) E = {xil,xiz,...,xinﬂ}

Pentru claritate vom nota

(6.1.3) as=a;, s=1n+1
si
(6.1.4) us =z, s=1n+1.

Fie H(y1, 01592, 02} .- . i Yni1, nrt; f'|y) polinomul de interpolare in-
versa al lui Hermite cu nodurile y1,y2, ..., ynt1, ¥i = f(x;), i =1,n+1+4i
ordinele de multiplicitate respective aq, g, ..., Qpt1-

Daca wy,ug,...,upt1 sunt n 4+ 1 aproximatii initiale ale radacinii = a

ecuatiei f(x) = 0, atunci putem construi sirul (up),>1 cu ajutorul urmatorului
procedeu iterativ.

(6.1.5)  wnyo = H (y1,01;92, Q25 - . i Ynt1, On1; £ 1] 0)
Unts+1 = H (y87a1;y8+1;a27 e 7ys+nvan+1;f71’ O) y §=2,3,...,

Consideram acum toate cele (n+ 1)! permutari ale multimii (1,2,...,n+1).
Fie (i1,12,...,in+1) O permutare, acesteia 1i corespunde urmatoarea metoda
de iteratie

(616) Tp42 = H (yilaai1;yi27 Qigy vy yin+17ain+1; fﬁl‘ 0)

_ . . . -1
LTn+s+2 = H (yil—i-sa Ajq 5 Yig+sy Aigy v v o3 yin+1+sain+1a f ‘ 0)

In total avem (n -+ 1)! metode de forma (6.1.6).

Este deci normal sa ne punem problema ca din cele (n + 1)! metode de
forma (6.1.6) sa selectionam pe aceea pentru care ecuatia de forma (5.6.39)
are radacina pozitiva, ce ne ofera ordinul de convergenta cel mai mare.

Tinand cont de Teorema 5.1.8, este usor de aratat ca are loc urmatoarea
teorema:

Teorema 6.1.1. Dintre cele (n + 1)! metode de forma (6.1.6), cea care
are ordinul de convergenid cel mai mare este aceea determinatd de per-
mutarea (i1,%2,...,1in+1) pentru care numerele a;,, Gy, . . ., a;, ., sunt in or-

dine crescatoare, adicd a;; < a; < -0 Soay, -
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Consideram in continuare un caz particular, cand numarul nodurilor de
interpolare este 2, adica cazul de mai sus pentru n = 1. In acest caz cele
doua metode iterative au forma

(6.1.7) a3 =H (y1,a1592,a2; f'|0), 21,22 € Ly = f(1), 42 = f(x2);
Tt = H (Yn—1,01;yn, a2; f10), yi = f(2),i > 3;n=3,4,...

sau

(6]—8) r3 = H (y17a2;y27a1;f_1’0) , L1,T2 € Ia Yy = f(xl)ay2 - f(:]j?)a
Tpy1 = H (Yn—1,02;yn, a1; f1[0), i = flx),i > 3n=3,2,...

Ordinul de convergenta al metodei (6.1.7) este dat de radacina pozitiva a
ecuatiei

(6.1.9) t2 —ast —a; =0

si analog pentru (6.1.8) ordinul de convergenta este dat de radacina pozitiva
a ecuatiei

(6.1.10) t2 —ait —ag =0

Fie w; radacina pozitiva a ecuatiei (6.1.9) si wo radacina pozitiva a ecuatiei
(6.1.10). Este usor de vazut ca dacd az > aj, atunci wy < w si deci metoda
(6.1.7) este cea optimala.

O alta clasa de metode, pentru care dorim sa determinam acea metoda
pentru care ordinul de convergenta este optimal, este agsa numita clasa de
metode generalizate de tip Aitken-Steffensen.

O cale mai generala decat cea expusa in paragraful 4.6, de a extinde
metodele de tip Aitken-Steffensen este urmaétoarea.

Fie g;: I - R, I = [a,b], a <b,a,b€R,i=1,n+1, n+ 1 functii care
verifica egalitatile

(6.1.11) vi(T) =7, i=1,n+1
unde T este radacina ecuatiei f(z) =0

Presupunem ca exista numerele reale p; > 0sip; > 17 =1,n+ 1, astfel
incat sunt verificate relatiile:

(6.1.12) [f (pi(@))| = pil f(2), i =T,n+1,

pentru orice x € I.
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Fie ug € I o aproximatie initiald a radacinii T a ecuatiei f(z) = 0.
Folosind functiile ¢;, ¢ = 1,7 + 1, vom construi n + 1 noduri de interpolare
astfel

(6.1.13) 21 = ¢1(u0), 13 = 2(1), -, Tnsr = Pa1(2y,)-

Notam cu yil = f(:rll), 1 = 1,n+1 gi consideram numerele naturale
Q1,Q9,...,0,11, care verifica egalitatea
(6114) ar+as+ -+ a1 =m+1.

Presupunem ci f este derivabild pand la ordinul n + 1 pe I si f/'(z) # 0
pentru orice x € I. Considerand polinomul de interpolare inversa al lui
Hermite cu nodurile y}, obtinem astfel o noud aproximare a lui T data de
relatia

(6115) u=H (y%val;yéaa% e -;y7£+1,04n+1,f_1| 0) ’

cu evaluarea erorii

M n+1
(6.1.16) 7 - wl £ 1T 1 @@h,
T i=1

unde

v s {| [ )

: yef(f)}-

Folosind (6.1.12) si tinand cont de (6.1.13) obtinem
|f(21)] = |f(1(u0))] < p1 |f (uo) [
F(a3) = |F(p2(21))| < p2 | F(@D)] < p2pt?|f (uo) P72

si in general avem:
(6.1.17) ‘f($11+1} § M-}—lﬂfiﬂpfipfﬂ N .p1122p3..-pi+1 ‘f(uO)‘ppo...piH’

i=2,3,...n+1.

Notam
n+1 i
(6.1.18) a=> a]]p
i=1  j=1
si
o i+
(6.1.19) p=11r:
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unde

n+1

j
(6.1.20) Bi=> o [] pr-

j=itl  k=it1
Tinand cont de notatiile de mai sus, din (6.1.16) obtinem

Mp

1.21 T — < —
(6.1.21) 7wl = G

[f (uo)|*.

Considerand acum aproximatia de rang k — 1, ug_1 a lui T si nodurile
de interpolare mf, i =1,n+ 1 date de relatiile

(6.1.22) 2} = 1(up-1), 25 = pa(af), ..., Th 41 = Pnra(ay)

si notand cu y¥ = f(aF

7), i = 1,n+ 1, obtinem aproximatia de rang k, wuy
astfel:

(6.1.23)  up=H (yf7a1§y12€7a2§'-‘§y5+17an+1§f71|) , k=23,...

pentru care, procedand ca mai sus, obtinem:

Mp
6.1.24 T — < —— DY, kE=2,3,. ..
Fie 8 = sup|f’(z)|, atunci din (6.1.24) obtinem
zel
_ M
— < Z 77 — o —
(6.1.25) [T — ug| < (m+ 1] [T —up—1|", k=1,2,...

Se observa imediat din aceste relatii ca ordinul de convergenta al sirului
(un)n>0 dat de relatiile (6.1.23) este cel putin a.

Punem si aici problema sa ordonam atat girul de functii ¢;, i = 1,n+1
cat si numerele o4, i = 1,n + 1, astfel incat « si fie maxim.
In acest scop, fie (k1,k2y ... kny1) st (J1, 72y - -+, Jn+1) doud permutari arbi-
trare ale numerelor (1,2,...,n+ 1) si fie

1 1 1 -1
h’(y) =H <yk17aj1;yk25aj2; s ;ykn+17ajn+1;f |y)

polinomul lui Hermite pe nodurile y,ii i = 1,n + 1, respectiv cu ordinele de
multiplicitate aj,, i = 1,n + 1.

Considerand toate permutédrile posibile atat pentru ordinele de multi-
plicitate a;, i = 1,n + 1 cat si pentru p;, i = 1,n + 1, obtinem o clasa de
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(n+1)! metode de tip Aitken-Steffensen. Ne propunem sa alegem din aceasta
clasa aceea pentru care numarul « dat de (6.1.18) este cel mai mare.

Cu notatiile de mai sus corespunzator permutéarilor considerate, obtinem
urmatoarele procedee de iteratie

(6.1.26) us = H (y,‘z_l,ajl;y;zQan; . ;y,ﬁn+1,ajn+l;f_1|0) ,

pentru s = 1,2,..., unde am notat

si

ug fiind aproximatia initialad data a lui 7.
Avand in vedere cele de mai sus si aplicand Teorema 5.1.9, obtinem:

Teorema 6.1.2. Dintre toate cele (n + 1)! metode de iteratie de forma
(6.1.26), cea pentru care se obtine ordinul de convergentd a cel mai mare
este acea metodd determinatd de ordinea numerelor p; si o i = 1,n+1
data de (5.1.29).

Mai precis, pentru a obtine metoda cu ordinul de convergenta « cel mai
mare, procedam astfel.

Relatiile (6.1.12) ne definesc perechile (p;, ¢;), ¢ = 1,n + 1. Ordonam
aceste perechi in ordine descrescatoare in raport cu p;, renumerotam si
obtinem perechile

(6127) (p17801)7(p27902)7--~7(pn+1780n+1)7

unde p1 > p2 > -+ > ppy1-
De asemenea numerele «;, i = 1,n + 1 le agezam in ordine crescatoare,
adica

(6.1.28) a1 <ag << apy.

Cu ajutorul functiilor ¢;, ordonate ca in (6.1.27), construim nodurile z?,
i = 1,n + 1 de interpolare. Construim apoi polinomul lui Hermite de inter-
polare inversd pe nodurile yf = f(zf) i = 1,n+ 1, cu ordinele de multiplic-
itate date de (6.1.28). Conform (5.1.9) vom obtine pentru aceastd metoda

(A
ordinul « cel mai mare.
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6.2 Indice de eficienta optimal

Din cele expuse in Capitolul 5, este clar ca efortul de calcul pentru
a obtine o aproximatie convenabila a radacinii T a ecuatiei f(z) = 0, cu
ajutorul unei metode de iteratie, depinde evident de ordinul de convergenta
al metodei. Dar tot asa de evident este si faptul ca acest efort depinde si de
volumul de calcule ce trebuie efectuate la fiecare pas de iteratie. O masura
a efortului amintit poate fi datd de marimea indicelui de eficienta dat de
Definitia 5.1.5.

Aceasta definitie poate fi criticata prin aceea ca ia In considerare numai
numarul de functii ale caror valori trebuie calculate la fiecare pas de iteratie
si nu tine seaméa de complexitatea fiecareia din aceste functii.

Problemele de extrem pe care le vom studia in acest paragraf, par sa nu
fie influentate de deficienta specificata mai sus, deoarece clasele de metode
pentru care vom studia indicii de eficienta fac apel la o singura functie si
eventual la derivatele acesteia de diferite ordine.

Pentru inceput vom considera una din cele mai simple clase de metode
si anume metodele de tip Cebasev, date de (4.5.2), adica consideram sirul
(xk)k>0 dat de relatiile:

[ )]
1!
n=20,1,...

Flar) + -+ (1)

(6.2.1) Lh+1 =Tk —

unde zy € I este aproximatia initiald a radacinii T a ecuatiei f(z) = 0,
I=Ja,bl,a,beR, a<b, f:I—R.

Presupunem ca f este derivabila pana la ordinul n + 1 inclusiv pentru
orice x € I si f(x) # 0 pentru orice x € I, atunci si f~! este derivabila pana
la ordinul n + 1 inclusiv pe f([) si evident ca au loc relatiile:

(6.2.2) |T — wpq1] S |f(zp)|™™, k=0,1,...

M
(n+1)!

unde M = {sup [f_l(y)](nﬂ) Y € f(I)}. Daca notam cu § = su;l) |f/ ()],
TEe
atunci din (6.2.2) obtinem

_ Mﬁn'H _ "
(623) |.1? - .’Ek_;'_l‘ § m ’.’E - l‘k| +1

care ne arata ca ordinul de convergenta al metodelor date de (6.2.1) este
n+ 1.
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Evident, pentru fiecare n € N din (6.2.1) obtinem o metoda de iteratie.
Vrem sa determinadm pe cea care are indicele de eficienta optimal.

Asa cum am vazut in paragraful 2.3, pentru calculul derivatelor functiei
inverse are loc formula:

(6.2.4) [f_l(y)} (k) _ Z (2k — iy — 2)1(—1)k+ir—1 .

iolig! .. ag![f!(x)]2k1

F@\ (f"@\® (@)
AT 2! AN
unde suma se extinde la toate solutiile intregi si nenegative ale sistemului

io+2i3+---+(k—1)ip=k—1
11+t +iz+tip=k—1

Din acest motiv, pentru a trece de la pasul k de iteratie la pasul k 4+ 1 cu
(6.2.1), trebuie sa calculam valorile

Flaw), f'(@x), o f) ()

si apoi cu formula (6.2.4) trebuie calculate valorile

) 1 ) U )™
unde yr = f(zg). In sfarsit, putem s& considerim o valoare de functie si
pentru expresia din partea dreapta a formulei (6.2.1).
In total, pentru a trece de la pasul k de iteratie la pasul k£ + 1, este
necesar sa calculam 2(n + 1) valori de functii.
Tinand cont de Observatia 5.1.3, indicele de eficienta al metodei (6.2.1)
este dat de relatia

1
(6.2.5) En)=(n+1)2  n>1, neN.

Consideram functia h : (0,+00) — R, h(t) = t%t, pentru care observam
ca ia valoarea maxima daca t = e si deci pentru n = 2 functia F(n) ia
valoarea maxima, adica

E(2) = V3.

Am demonstrat astfel urméatoarea teoremé

Teorema 6.2.1. Dintre toate metodele de iteratie de tip Cebdasev de forma
(6.2.1), cea care are indicele de eficienta cel mai mare este metoda cu ordinul
de convergenta 3, data de (4.5.10), adica

flag) 1 () [f (@)

LT+1 = Tk — f/(mk) 9 [f,(xk)]S

(6.2.6) ,z0€lk=0,1,...
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Consideram in continuare metoda iterativa data de polinomul de inter-
polare al lui Lagrange de forma (4.4.4).
In acest caz, pentru a trece de la pasul de iteratie k la pasul k& 4 1, este
necesar sa calculam o singura valoare a functiei f si apoi valoarea polino-
mului de interpolare inversa din dreapta egalitatii (4.4.4). Deci in total 2
valori de functii. Dacd notam cu 7,41 radacina pozitiva a ecuatiei (5.6.6),

: L 2(n+1) .

din paragraful 5.1 rezulta T < Yna1 < 2 pentru orice n € N.

Tinand cont de definitia indicelui de eficienta, pentru metoda de iteratie
interpolatoare de tip Lagrange se obtine

N|—

(6.2.7) E(n) = [yn+1]

si acest indice creste odata cu cresgterea numarului de noduri de interpolare.

Vom cconsidera in cele ce urmeaza metoda de iteratie de tip hermite data
de (4.8.2), in cazul particular cand ordinele de multiplicitate ale nodurilor
de interpolare sunt egale intre ele, adica:

(6.2.8) ap=ay=-=apni1=¢q, q>2.
In acest caz metoda de iteratie (4.8.2) devine

(6.2.9) Toikt1 = H (Yoo G Yk 1 G -3 Ybans @G f 15 0)

k=1,2,...,unde yp; = f(xgp44), i =0,n, n > 1.
Pentru a trece de la pasul k de iteratie la pasul k£ 4+ 1 cu (6.2.9) trebuie
s& calculam valorile

f@ngrs1)s [ (@nskg1)s - 7f(q_1)(xn+k’+l)v

adica ¢ valori de functii. Cu formula (6.2.4) vom calcula apoi valorile
derivatelor functiei inverse, adica valorile [ f *1(yn+k+1)] (l), t=1,k—1, unde
Yntk+1 = f(Tnike1). Dacad mai luam in considerare si valoarea functiei H
data de partea dreapta din (6.2.9), obtinem in total 2¢ valori de functii.

Ordinul de convergenta al metodei (6.2.9) este dat de radacina pozitiva
dn+1(q) a ecuatiei (5.1.12). Din relatia:

n+1
R < <

rezultd pentru indicele de eficienta al metodei (6.2.9) E(d,+1(q), ¢) relatia

0210 (mox (0. 255 0+ 1>})21q < B (0),0) < (g +1)%
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pentru g > 2gin > 1.
De asemenea din relatia

6n(q) < dnt1(q)

rezulta

(6.2.11) E(0n+1(9),9) > E(dn(a), 9),

adica functia E ce caracterizeaza indicele de eficienta este crescatoare in
raport cu n, adica in raport cu numarul de noduri de interpolare.
Din relatia ¢ > n + 1 rezulta egalitatea

n+1
6.2.12 —_— 1) =
( ) maX{q,n+2(Q+ )} q,
iar daca ¢ < n + 1, atunci
n+1 n+1
2.1 — 1) =—— 1).
(6213) max {a, 225 a4 D) = 25 0+ )

Folosind (6.2.12), respectiv (6.2.13), obtinem relatiile

1 1
(6.2.14) q2 < E(6n11(9),q) < (¢ +1)2

daca g >n+1si

(6.2.15)

n—+1
n—+ 2

(¢+ 1)] "< E(6n1(q),q) < (g +1)%,

adica ¢ < n+ 1.
In cele ce urmeaza vom analiza pe rand cele doua cazuri.

Pentru ¢ 2 n 4 1 consideram functiile h, [ : (0,4+00) — R date de relatiile

h(t) = t3 i Ity = (t+ 1)2_1f Se verifica ugor ca au loc relatiile: }{% h(t) =

0, tlim h(t) = 1, h este crescatoare pe (0,e) si descrescatoare pe (e, +00).
— 00

Analog pentru [ avem: }i\n%l(t) = e%, tlim I(t) = 1 si | este descrescatoare in

— 00

(0,00). 1

Valoarea maxima a functiei h este atinsa pentru ¢ = e, adica h(e) = eze.

Din relatia (6.2.14) este clar ca valoarea maxima a functiei E este mai

AL o .o .
mare decat e2e care este, aga cum am vazut, valoarea maxima a lui h.
Consideram ecuatia

(6.2.16) o(t) = (1+1)2 — e2e =0
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pentru care avem ¢(0) = ez —e2 >0 si tlim p(t)=1-— €3 < 0.
—0Q

In continuare vom ariita ci ¢(t) < 0 pentru ¢t > 0 i deci ecuatia (6.2.16)
are o singura radacind ¢ > 0. Intr-adevar din (6.2.16) deducem

t
—— —In(1+41) 1
1 i1 (t+1)2
Pt = 5 (t+ 1) . - 0
unde ¢(t) = 5 — In(1 + ).
Observam ca ¢(0) = 0 si tliT P(t) = —oo. Mai mult, pentru ¢t > 0,

1

/
t) = -
YO = G i
©'(t) < 0 pentru ¢t > 0 si deci ¢ este strict descrescatoare, adica radacina

< 0 sl ¢¥(t) < 0 pentru orice t > 0, rezulta ca

t este unicd. Este clar cd pentru t < ¢, (1 + t)i > e2e, adicd maximul
functiei E se gaseste printre valorile lui E pentru ¢t < ¢. Este usor de vazut
ca FF > 4. Este atunci clar ca pentru a determina cea mai mare valoare a
lui E(0p+1(q),q) este suficient sa ludm cea mai mare din valorile calculate
pentru g =2,g=3siqg=4sin < g—1. Se constatd usor ci F ia valoarea
maxima pentru g =2 si n = 1.
Am demonstrat astfel urméatoarea teorema
Teorema 6.2.2. Dintre toate metodele de forma (6.2.9) pentru n = 1 gi

q = n+1, metoda cu cel mai mare indice de eficientd este aceia ce corespunde
cazului n =1 st ¢ = 2, adica metoda data de relatiile

(6217) T2 = H (yka 2;Z/k+17 27 fﬁl(o)) ) k= 17 27 cee

In continuare vom analiza cazul qg <n+1. In acest caz indicele de
eficienta verifica (6.2.15). Consideram acum, pe langa functia [ definita la
cazul precedent, functia p, : (0,+00) — R, data de relatia

n-+1
n-+ 2

L
2t

put) = | "L 1)}

pentru care se aratd usor ca li\n%pn(t) =0si tlim pn(t) = 1, unde n este fixat.
—00

Derivata functiei p,, are forma:

t n+1
L —In (t+1)
1{n+1 2 41 2
(6.2.18) () =3 [n — 1)] t ;”; =

1

2t

(t + 1)] ()

_ 1 | n+1
22 [n 42
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unde
t n+1
6.2.19 hn(t) = —1 t+1).
(6:2.19) wB)= e~ ()
o . n+1 o .
Observam ca h,(0) = —In > 0si lim h,(t) = —co. In plus, Al (t) =
n+2 t—o00
1 1
(t+1)2 ] < 0 pentru ¢ > 0 si deci ecuatia h,(t) = 0 are o singura

radacing pozitiva 7,, adica p),(t) = 0 are singura radacind 7,,. Este clar ca
functia p,, isi atinge valoarea maxima pentru t = 7,.

n + 1 n
Din (6.2.19) rezulta egalitatea 5 (1+7,) = e si de aici obtinem
n

pentru valoare maxima a functiei p,, expresia
1
pn(Tn> = e2(+7n) ,
Consideram acum functia p,4; : (0,+00) — R, data de relatia

L
2t

n-+ 2
n-+3

posat) = |25 ¢+ )

pentru care derivata p}, ,;(t) are forma

1
1 |n+2 2t
o) = 53 | (140)] " husa(0),
unde ; 49
n
hn-i-l(t) = t—i——l —1In 13 (t+ 1)

1 2
o1 () =10 250 (7 +1) =T o (1) =
(n+1)(n+3)
—1 0,
(n+2)2

adica p;, 1 (7,) < 0.

Fie 7,41 radacina ecuatiei p;, ,;(t) = 0. Este clar ca relatia p),  (7,) <0
implica 7,41 < 7, pentrun 22, 1 < g¢g<n+ 1.

Consideram acum ecuatia

g(t) = (14 1)F — e =0, ¢ € (0, +00).
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Deoarece

1 1 t
() ==—=@t+1)2x |— —In(1+t¢
lt) = gz (04 D% |~ 0]

rezulta imediat ca pentru t € (0,400), ¢,(t) < 0 si deci ¢,(t) este functie
1
m (14 t)2 —

li
t——+o0

1
descrescatoare. Cum 1i\rr(1)qn(t) = e2 —e20+m) > 0 si
t

1 D o ) . . RV S Y
e20+m) = 1—e20+m) < 0, rezultd ca ecuatia ¢, (t) = 0 are o singura radacina
pn € (0, 400).

Fie acum ecuatia

1
Qn+1(t) = (1 + t)% — et = 07 te (07 +OO)

sl fin41 radacina ei din intervalul (0, 400).
Daca tinem cont de faptul ca 7, > 7,41, constatam imediat ca are loc
inegalitatea

1 1
Prs1(n) = X570 — T < 0,

ceea ce ne arata ca 11 < n.
Deoarece pentru t > 7,, avem p,(t) < pn(7,), este clar ca valorile n si ¢
pentru care functia F este maxima se gisesc in multimea

{geN|2<g<min{n+1,u,}}.

Cum pentrun = 2, u, < 4 i pentrun = 3 u, < 3, rezulta ca singura valoare
pentru care F ia valoarea maxima este ¢ = 2 si este usor de vazut ca au loc
relatiile

E(6,(2),2) < E(6n+1(2),2),

pentru orice n > 2 si deci E este crescatoare in raport cu variabila n.
Am demonstrat urméatoarea teorema.

Teorema 6.2.3. Dacd ¢ < n+ 1 in metoda (6.2.9), atunci pentru orice n
fizat, valoarea lui q pentru care E(0,+1(q),q) este meximd, este egald cu 2.

6.3 Metoda optimala de tip Hermite cu 2 pasi

Notam cu ¢ € N, ¢ > 1 un numar natural si consideram in cele ce
urmeaza polinomul lui Hermite de interpolare inversa cu doua noduri de
interpolare, avand fiecare acelasi ordin de multiplicitate q.

Asupra functiei f vom face urmatoarele ipoteze:

«) functia f este derivabila pe intervalul |a, b[ pana la ordinul 2¢ inclusiv;

B) f'(z) # 0 pentru orice z €|a, b;
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7) ecuatia f(x) = 0 are o radacina 7 €la, b|.

In ipotezele a))-y) de mai sus este clar ca functia f admite o inversa
f~':D —I,unde D = f(I) si radacina T a ecuatiei f(z) = 0 este data de
relatia

(6.3.1) z = f10).

Notam cu H(y1,q,y2,¢; f~*|y) polinomul de interpolare inversa al lui
Hermite care verifica egalitatile:

k)

(6.32) H® (g1, g0 f w)=[f "))V, i= 1,2 =0,1,...,¢ - 1

_ 0 _ . .
unde [f 1(yi)] ) = i), i=1,25iy1,y2 € D.
Daca consideram polinomul

wi(y) = (y —y1) "y — y2)?

atunci restul in formula de interpolare a lui Hermite are forma:

R(fSy)=f""y) - Hyr,q:Ya,q: fHy) =

- @ [7100)] % wn ()

unde 6 este cuprins in cel mai mic interval deschis ce contine punctele y, y;
s1 Y.

Fie x5, 2541 € I doua aproximatii ale radacinii T a ecuatiei f(x) = 0,
atunci urmatoarea aproximatie a radacinii T se poate obtine astfel:

(6.3.3) Toro = H (Ys, ¢ Yst1,4; f1]0), s=0,1,...,.

Vom presupune ca toate elementele sirului (zp),>0 generat de relatiile (6.3.3)
apartin intervalului ]a, b[. Tinénd cont de cele de mai sus este ugor de vazut
ca au loc relatiile

‘ [F1(6)] (211)’
(29)!

undea; este continut in intervalul deschis determinat de punctele T si zs2,
iar #5 este continut in cel mai mic interval deschis ce contine punctele 0, ys,
Yst1, s =0,1,...,.

Din (6.3.4) este ugor de vazut ca ordinul de convergenta al metodei
considerate este dat de radacina pozitiva a ecuatiei

(6.3.4) |f(wsr2)|=[f (as)| |f (@sr ) [f(zs)|T, 5 =0,1,...,

thqtfq:O.
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Din aceasta ecuatie se obtine ordinul de convergenta w dat de egalitatea

Y q+ V@ +4q
=i

Din clasa de metode considerate mai sus dorim sa determinam pe aceia care
are indicele de eficienta cel mai mare. Pentru aceasta vom observa ci, pentru
a genera elementele sirului (z,),>0 dat de (6.3.3), este necesar ca la pasul de
iteratie p, p > 2 sa calculam valorile functiilor

£ fl . flah

pe punctul z,, obtinut la pasul p — 1, deoarece valorile acestor functii pe
punctul x,_; au fost calculate la pasul anterior. Deci sunt necesare g valori
de functii.

Daca tinem cont ca polinomul de interpolare inversa de tip Hermite
se exprima cu ajutorul derivatelor succesive ale functiei f~!, care conform
cu relatiile (2.3.1) au o forma relativ complicata, atunci conform acestor
relatii va fi necesar sa luam in considerare inca calculul a ¢ — 1 valori de
functii. Pe de alta parte, calculul valorii polinomului lui Hermite poate
implica Inca o valoare de functie. In concluzie, putem considera ca pentru a
trece de la un pas de iteratie la urmatorul, este necesar sa calculam in total 2¢
valori de functii. Toate acestea pot influenta valoarea indicelui de eficienta,
insa, asa cum vom constata in cele ce urmeaza, valoarea lui ¢ pentru care
indicele de eficienta este optimal nu este influentata, chiar daca presupunem
ca numarul de valori de functii ce trebuie calculate la fiecare pas de iteratie
este proportional cu ¢q. Daca presupunem ca numarul de valori de functii
este egal cu dq, unde § este o constanta pozitiva, atunci conform Observatiei
5.1.3, indicele de eficientd al metodei (6.3.3) este dat de

q+va*+4q
2

1
oq

(6.3.5) E=(q) =

Valoarea lui ¢ pentru care E este maxim este data de radacina ecuatiei
¢'(q) =0 g, aga cum vom arata mai jos, aceastd radacind nu depinde de .
Din (6.3.5) obtinem:

¢'(q) = ! ©(q) [1 LV F '32+4q

q

!/

Deoarece p(q) > 0, rezultd ca ecuatia ¢'(q) = 0 este echivalenta cu ecuatia:

w@=<;m“”f+@>=o

)
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de unde se obtine

_ V@ H4grg+2 a4 0
V@ +4q+q+4 2

Pentru a rezolva aceastd ecuatie notdm ¢t = ¢ + /¢? + 4q si observam ci

dt

T > 0 pentru ¢ > 0. Cu substitutia de mai sus ecuatia (6.3.6) devine
q

(6.3.6) ¥(q)

42t
:——1 —_ =
n(t) =45 g =0

si deoarece 1/(t) < 0, pentru t > 0 rezulta cd ecuatia n(t) = 0 are o singura
- 2 e+1
radacina pozitiva t. Mai observam ca n(2) = 3> 0sin(2e) = P 1<0,
e
adica 2 < E < 2e, care ne conduce la concluzia ca radacina g a ecuatiei

¢'(q) = 0 verifica relatiile

2 <G+ VG +4q < 2e,

de unde rezulta

1<_< 62
2S4S

(6.3.7)

Mai observam ca n(t) > 0 daca 1 < ¢ < t si n(t) < 0 dacd t < t, de unde

rezultd ¢'(q) > 0 daca % < q<gqsi¢'(q) <0daca ¢ > g. Functia ¢(q) are in
punctul ¢ = g un punct de maxim. Ramaéane sa cautam valoarea maxima a lui
FE, pe multimea numerelor naturale, printre acele numere naturale cuprinse
in vecinatatea numarului real g. Din relatiile (6.3.7) rezulta ca valoarea lui g
pentru care E este maxim trebuie cautata in multimea {1,2,3}. Se constata
usor ca p(1) < v(2) si p(2) > ¢(3), ceea ce ne conduce la concluzia ca E
este maxim cand ¢ = 2.
Am demonstrat urméatoarea teorema:

Teorema 6.3.1. Dintre toate metodele de iteratie de forma (6.3.3), metoda
care are indicele de eficientd cel mai mare este aceea pentru care ¢ = 2, adica
metoda data de relatiile

(638) x3+2:H(ys;27ys+l;2;f_1|0)a Zo, L1 GI, 5:0713"'7'
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In incheiere vom da pentru H o expresie folosind diferentele divizate pe
noduri duble.
(6.3.9) ho(Ysi2,Ys4152; f 1 0) = @5 — [y ysi 1] yst
+ [,%7 Ys> Ys+1; fﬁl] y? - [2157 Yss Ys+1,Ys+1; fﬁl] yzys-‘rlv
unde Ys = f(xs)7 Ys+1 = f(xs-‘rl)-

Pentru calculul diferentelor divizate din (6.3.9) se poate folosi formula
de recurenta a diferentelor divizate si se Intocmeste urmaéatorul tabel:

Ys f 1(318)

Ys FHys) s, Ys; S 1]

yst1 | F  (ystn) | [ys,yst13 1] Ys, Vs, Yst 13 ']

Yst1 | | Wst1) | [Ystt, Ust15 S ] | [UssYstt,Yst15 S ] | [YssYss Ystls Yst1s S ]

-1 1 -1
unde ys = f(zs), Ys+1 = f(Ts11), [y&ys;f ] = 7z )7 [y&ys—&-l;f ] =
S
1 1

8§ |Ys+1, ¥ 1§f71 = T -
o ] 8 Wern v ] = s

Dupéa cum se observa in (6.3.9) intervin numai elementele de pe diagonala
acestui tabel.

REFERINTE

In redactarea materialului continut in acest capitol am folosit lucrarile: [29],
321, [57], 58], [92], [93], [96], [105], [106], [110], [112], [114] si [145].
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Capitolul 7

Aproximarea radacinilor
ecuatiilor algebrice

In cadrul capitolului de fatd ne vom ocupa in exclusivitate de ecuatiile
de forma

(7.0.1) f(x)=0

unde f este un polinom de gradul n, n fiind un numéar natural.

O ecuatie de forma (7.0.1) are, dupa cum se stie, n radacini care pot fi
numere reale sau complexe.

Pentru a gasi aceste radacini, trebuie in primul rand sa delimitam de-
omeniul din planul complex unde se gasesc ele.

In multe probleme practice ne intereseaza numai anumite radacini ale
ecuatiei (7.0.1) si de aceea este necesar ca, dupa delimitarea domeniului care
contine toate radacinile ecuatiei (7.0.1), sa procedam la separarea lor.

7.1 DMarginile radacinilor ecuatiilor algebrice

Consideram ecuatia

(7.1.1) f(z) = apz" + a1z" Va4 ap_12 4 an =0,
unde ag, ay,...,a, sunt numere reale, ag % 0.
Notam cu:
(7.1.2) a/: max {|a1|, a2, ..., |an|},
a’ = max {|ag|, |a1],- .., |an-1]}.

235
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Teorema 7.1.1. Toate radacinile ecuatiei (7.1.1) sunt in coroana circulard
din planul complex, delimitata de inegalitatile:

|an| a
——— Sz 214+ +—, a#0
Tt o] = TE I g 07

Demonstratie. Observam ca f(z) verifica inegalitatea

2

1£(2)] 2 |aoz"] — a1z L 4+ a2z 2 + -+ 4 an_12 + an|.

Dacéa tinem cont de (7.1.2), pentru |z| > 1 avem:

|CL1Z"71 a2 P4 a1z + a”‘ =
|z —1 alz|"

S n—1 n—2 1l = )
Safl" T TP A A 2+ 1 T ST

Rezulta ca |f(z)| > 0 daca are loc relatia
2"
2| -1~

laol|2[" — a

de unde obtinem
a
|Z| 2 1 + T 10
|aol

ceea ce Inseamnda ca toate radacinile ecuatiei (7.1.1) sunt in discul de raza

R=1+—.
|ao|
Daca consideram acum ecuatia

(7.1.3) 9() = any™ + an—1y" '+ -+ a1y +ag = 0,

1
care se obtine din (7.1.1) prin substitutia z = —, rezultd catoate radacinile

/
a
ei sunt cuprinse in discul de raza R’ =1+ —, adica

|an|
/
Loy @
|yl |an]
de unde avem
y = _anl :
~ad+ |an|

ceea ce ne dovedeste inegalitatile din Teorema 7.1.1.
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a a
Fie r = ,’771’ si R=1+ —. Evident R = r deoarece a = |ay| si
a’ + |an| lao|
a’ 2 |ag|. Daca notam z; = x; +y;, i = 1,2, ..., n radacinile ecuatiei (7.1.1),
atunci domeniul unde se gasesc radacinile z;, i = 1,2, ..., n este delimitat in
figura 7.1.1.
AY
«Z1
] ZQ
X
>
Zy4 Z3
[ ]
° Zn Zl’l—l
Figura 7.1.1

Observatia 7.1.1. Numerele R gi r sunt respectiv marginile superioard st
inferioard ale radacinolor pozitive ale ecuatiei (7.1.1), iar numerele —R si
—7r sunt respectiv marginea inferioard si superioard ale radacinilor negative
ale aceleiasi ecuatii.

Presupunem acum ca ag > 0. ne vom ocupa in continuare de marginile
radacinilor reale ale ecuatiei (7.1.1). Evident, este suficient sa cautam marginile
radacinor pozitive ale ecuatiei (7.1.1), deoarece daca schimbam apoi in ecuatia
(7.1.1) pe x cu —z si cautdm pentru noua ecuatie marginile radacinilor poz-
itive din acestea, vom obtine ugor apoi marginile radacinilor negative ale
ecuatiei considerate.

Observatia 7.1.2. Daca consideram ecuatia (7.1.1) si odatd cu aceasta
ecuatiile:
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st presupunem cd limitele superioare ale radacinilor pozitive ale lor sunt,

1

respectiv Ry, Ry st Rs, atunci 7 este limita inferioard o radacinilor pozitive
1

ale ecuatiei (7.1.1), —Ro este limita inferioara a radacinilor negative ale

1

ecuatiei (7.1.1) iar —— este limita superioarda a radacinilor negative ale
3

ecuatiei (7.1.1).

Teorema 7.1.2. Daca notam cu a valoarea absoluta a celui mai mare, in
valoare absoluta, dintre coeficientii negativi ai ecuatiei (7.1.1) si fie ap,

0 < m < n, primul coeficient negativ din sirul ag,aq,...,a,, atunci toate
1

a\ m
radacinile pozitive ale ecuatiei (7.1.1) sunt mai mici decdt 1 + <—> .
ag
Demonstratie. Inlocuim coeficientii pozitivi ai,...,a;,—1 cu zero, iar toti
ceilalti coeficienti 1i inlocuim cu —a, atunci valoarea polinomului f dat de
(7.1.1) pentru > 1 nu poate decat sa descreasca.
Avem:

f(x) = apx"™ —a(z™ ™ + 2" p 1) =

_ N xnferl -1 . $mfnfl _
=qr —a—— > QT —a———— =
r—1 rz—1
xnferl 1
m—
= —— |apx r—1)—al 20
— e Nz —1)—a] 2

[ a
daci z =21+ 4§/ —.
ag

. [a
Intr-adevar, dacd = 1+ {/ —, atunci avem:
ao

m—1
aoxm_l(x—l)—azagm,/i<1+m,/i) —a>0,
ao ao

de unde rezulta ca toate radacinile pozitive ale ecuatiei (7.1.1) sunt mai mici

ml a
decat 1 + —.
ag

Observatia 7.1.3. Daca ecuatia (7.1.1) nu are nici un coeficient negativ,
atunci aceasta ecuatie nu are nici o radacindg pozitivd.

Exemplu numeric. Sa se gaseasca marginile radacinilor reale ale ecuatiei:

(7.1.4) zt — 3523 4 38022 — 1350z + 1000 = 0.
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Vom cauta mai intai marginile pozitive ale radacinilor acestei ecuatii si
anume cu notatiile din teorema 7.1.2 avem: a = 1350, m = 1 gi ag = 1. Deci
toate radacinile pozitive sunt mai mici decat 1 + — = 1351.

Pentru a gasi marginea inferioara a radacinilor pozitive vom considera
ecuatia

(7.1.5) 1 — 35y + 380y? — 1350y + 1000y* = 0
. . e . Ly 1
pe care am obtinut-o din cea initiala prin schimbarea de variabila x = —
Yy
Pentru ultima ecuatie avem a = 1350, ap = 1000, m = 1, atunci marginea
superioara a radacinilor pozitive ale ecuatiei (7.1.5) este 1 + 1000 = 2,35,
1 1
de unde rezultda |y;| < 2,35 sau — > T3 Din cele de mai sus de-
Yi )
ducem ca radacinile pozitive ale ecuatiei (7.1.4) sunt cuprinse in intervalul
100 1351
235’ '

Pentru a gasi marginile radacinilor negative consideram ecuatia
(7.1.6) 24 4+ 3523 + 38022 + 13502 + 1000 = 0

obtinuta din (7.1.4) prin schimbarea lui x cu —z. Se vede ca ecuatia (7.1.6)
are numai coeficienti pozitivi si deci nu are nici o radacina pozitiva, ceea ce
ne conduce la faptul ca ecuatia (7.1.4) nu are radacini negative.

Indicam in continuare o altd metoda de determinare a marginii supe-
rioare a radacinilor pozitive ale ecuatiei (7.1.1).

Consideram ecuatia (7.1.1) si presupunem ca ag > 0. Punem polinomul
f sub forma:

f(x) = Qi) — Q2(x) + Q3(x) — Qu(x) + - - + Q2m—1(x) — Qom (),

unde Q1 (z) este suma termenilor consecutivi din polinomul f care au coeficienti

pozitivi incepand cu apz™, —Q2(z) este suma termenilor consecutivi din poli-

nomul f avand coeficientii negativi si care ureaza imediat dupa termenii lui

Q1(x), apoi Q3(x) este suma termenilor cu coeficienti pozitivi din f care

urmeaza dupa termenii lui Q2 si asa mai departe, ultimul polinom Qg ()

fiind compus din termeni cu coeficienti negativi sau este identic egal cu zero.
Notam cu ¢;, j = 1,2,...,m, m numere pozitive pentru care:

@2j-1(¢j) = Q2;(¢;) =0, j=12,....m,
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atunci putem admite drept limita superioara a radacinilor pozitive ale ecuatiei
(7.1.1) numarul R = max{cy,ca,...,cm}.
Vom demonstra in continuare ca are loc afirmatia de mai sus.
intr—adevér, avem:

Qaj1(z) — Qoj(x) = b g™ 4 b)) =1 4y by - i

— 1()]21 TP bz(?{gg-x"j_p_l . — bglq.wnj—p—ﬁl?
ji=12,...,m,
unde A
b >0, s=1,....p+q

iar ‘
B >0, j=1,2,....m.
Daca consideram x > 0 si punem

(7.1.7) Q2j—1(x) — Qa5(x) =

_ CL‘nj_IH_l

(b§j>,$p_1+bgj) .xp_z+m+b}(7j)>_

0 0 G)
_<@+%_+2+...+bp]j>],

x 2 x4

atunci observam ca functiile Qg;j—1(x) — Q2j(z), 7 = 1,2,...,m cresc atunci
cand variabila x creste, deci daca > ¢; > 0 atunci Qa;—1(z) — Q2;(z) >
Q2j-1(c;) 20,5=1,2,...,m.

De aici rezulta ca daca x > R atunci f(z) > 0, deci toate radacinile
pozitive ale ecuatiei (7.1.1) sunt mai mici decat R.

Exemplu numeric. Sa se determine limitele radacinilor reale ale ecuatiei:

(7.1.8) f(x) = 62° 4 32" — 1823 —122° + 92 — 1 =0.

Pentru rezolvarea problemei de mai sus punem polinomul (7.1.8) sub forma
f(z) = Qi(z) — Qa(z) + Qs(z) — Qa(x)

unde avem
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Se observa ca putem lua ¢; = 2 deoarece Q1(2) — Q2(2) =48 > 0, iar co =1
deoarece @3(1) —1 =8 > 0. Observam deci, ca drept margine superioara a
radacinilor pozitive ale ecuatiei (7.1.8) putem lua R = 2.

Pentru marginea inferioara, considera ecuatia:

(7.1.9) Pi(y) = y° — 9y* +12¢° + 18y* — 3y — 6.
Pentru aceasta ecuatie avem:

Qi(y) =’

Q2(y) = 9y

Qs(y) = 12¢° + 18y?

Qa(y) =3y +6.

1
Se observa ca putem lua ¢; = 10 si co = 1, de unde rezulta — = 10, adica
r

1
E 3
sunt mai mari decat 0, 1.

Pentru a calcula marginea inferioara a radacinilor negative in (7.1.8)
facem schimbarea de variabila x = —z gi obtinem ecuatia

r = ceea ce Inseamna ca toate radacinile pozitive ale ecuatiei (7.1.8)

Py(2) = 62° — 327 — 1823 + 1222 + 92 +1 =0,

pentru care avem:

Q1(z) = 62°;

Q2(2) = 321 + 182%;
Qs3(2) =122 + 92+ 1;
Q4(z) = 0.

Putem lua ¢; = 2 §i ¢ = 0, atunci avem R’ = 2, adica toate radacinile
negative ale ecuatiei (7.1.8) sunt mai mari decat —2.
Pentru marginea superioara a radacinilor negative vom considera poli-
nomul:
Psy(u) = u® + 9u* 4 12u® — 18u? — 3u + 6,

pentru care avem

Q1(u) = v’ + 9u? + 1203
Q2(u) = 18u? + 3u
Q3(u) =6

Q4(u) = 0.
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Putem atunci considera ¢; = 1 si ¢ = 0, ceea ce ne conduce la faptul ca
toate radacinile negative ale ecuatiei (7.1.8) sunt mai mici decat —1.

Un alt mod de a determina marginea superioara a radacinilor pozitive
ale unei ecuatii de forma (7.1.1) se obtine din urmatoarea teorema.

Teorema 7.1.3. Dacad pentru x = ¢, ¢ € R, ¢ > 0, polinomul f si toate
derivatele sale f, ", ..., f™ sunt nenegative, atunci toate rdddcinile pozi-
tive ale ecuatiei (7.1.1) sunt mai mici sau egale cu c.

Demonstratie. Daca = > ¢, atunci tindnd cont de egalitatea

(¢ (n) c
f@ = 5@+ 5=+ L @ e T @

rezulta ca f(z) > 0, adicd f(z) nu poate avea radacini mai mari decat c.

7.2 Calculul valorilor unui polinom si a derivatelor
sale

In cadrul paragrafului de fata ne vom ocupa de cateva metode de calcul
ale valorilor unui polinom si ale derivatelor sale.

Vom incepe prin expunerea unei scheme cunoscute de calcul a valorilor
unui polinom si anume, vom expune principiul schemei lui Hérner.

Asa cum vom vedea, metodele de calcul a valorilor derivatelor unui poli-
nom se bazeaza in principiu tot pe aceasta schema de calcul si pe formula
lui Taylor.

1. Schema lui Horner pentru calculul valorilor unui polinom

Consideram un polinom P cu coeficienti reali, definit prin egalitatea:

(7.2.1) P(x) = apz™ + az" '+t ap1z + an
unde a;, 7 = 0,1,...,n sunt numere reale si reprezinta coeficientii polinomu-
lui P.

Fie £ € R un numar real dat. pentru calculul valorii polinomului P
pentru x = £ se poate aplica schema lui Horner, care consta intr-o aranjare
convenabild a termenilor polinomului P, astfel incat calculele sia poata fi
executate cat mai simplu gi cu un numar cat mai mic de operatii.

Se observa fara dificultate ca valoarea polinomului P pentru x = £ se poate
pune sub urmatoarea forma:

(7.2.2) P(&) = ((--- (((ao€ 4 a1)€ + ag) + ag)€ +az) + . ..
e an72)£ + anfl)é + an



Calculul valorilor unui polinom si a derivatelor sale 243

care ne conduce in final la calculul succesiv al numerelor reale b;, i = 0,n
date de egalitatile:

bo = ao;
b1 = boé + aq;
(7.2.3) by = b1 + ag;

bnfl = bn72§ + ap—1;
by = bp—1§ + an.

Din (7.2.2) si (7.2.3) deducem egalitatea:
(7.2.4) P(§) = by,

Este ugor de observat ca numerele reale b;, i = 1,n — 1 reprezinta coeficientii
catului @, obtinut prin impartirea polinomului P prin polinomul x — &.
Pentru simplificare, calculele se pot aranja in urmatorul tabel:

ao a1 as as ... an—1 an, rz=¢£
+ bo by by ... bn—2 bn—1
bo b1 b b3 . bn—1 b,

Semnificatia calculelor din schema de mai sus rezulta din formulele (7.2.3).

2. Schema lui Horner generalizata.

Vom semnala in continuare faptul cd schema expusa la punctul prece-
dent, poate fi aplicata repetat, obtinand astfel algoritmi de calcul care pot
fi folositi pentru calculul valorilor derivatelor unui polinom.

Fie y € Rsi h = 2 —y. Notdm cu A;, i = 0,n coeficientii polinomului
P(y + h), ordonat dupa puterile lui h, adica

(7.2.5) P(y+h) = Agh" + A1h" '+ + Ay _1h + A,
Daca in egalitatea de mai sus facem h = 0, atunci obtinem
(7.2.6) A, = P(y).

impér@ind polinomul P cu x — y obtinem

(7.2.7) P(2) = Po(a)(@ —y) + P(y).

iar pe de alta parte din (7.2.5), pentru h = z — y deducem

(7.2.8) P(z) = [Ao(z —y)" ' + Ai(x — )" 2+ -+ Api] (x — y) + Ay,
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adica pentru P, avem urmatoarea reprezentare

(7.2.9) Pi(x) = Ag(z — )" P+ Ay(x —y)" 24+ Ay,
Sau
(7.2.10) Pi(y+h)=Agh" L+ AR 2+ 4 Ay,

de unde pentru h = 0 avem

(7.2.11) Ap—1 = Pi(y).
Fie acum
(7.2.12) Pi(z) = (z —y)P2(z) + Pi(y).

Procedand ca mai sus, deducem ugor urmatoarea egalitate

(7.2.13) Ap_o = Py(y),
unde
(7.2.14) Py(x) = Ao(z —y)" 2+ Az — )" P+ +

+ An—3(x - y) + An—2-

Presupunem acum prin inductie ca am reusit sa determinam coeficientii
An_i,i=1k, k <n gi anume

(7.2.15) An_i=Pi(y), i=1,k,

unde

(7.2.16) Pi(z) =Ao(xz — )"+ Az —y)" T o+ A,
i=1k

Pentru i = k + 1 avem

(7.2.17) Pi(h) = (x = y) Pota(y) + Pr(y),

de unde, tinand cont de (7.2.16), obtinem

(7.218)  Pryi(x) = Aoz — )" "L 4 Ay(x — )" "2 4 4 A,
din care, daca punem z = y, obtinem

(7.2.19) Ap—tk—1 = Pey1(y).
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Am dovedit nai sus c&, prin Impéartiri succesive ale polinomului P prin

x — y, avem posibilitatea sa calculam coeficientii A,,—;; ¢ = 1,2,...,n din
dezvoltarea (7.2.5), adica
(7.2.20) Ap—i = Pi(y), Ao = P(y), i = 1,n.

Dupa cum rezulta din formula re recurenta (7.2.17), coeficientii polinoamelor
P;, i = 1,n si valorile acestor polinoame pentru z = y se pot obtine cu
schema Horner aplicata repetat. Mai precis, pentru a obtine coeficientii
unui polinom oarecare Py si valoarea sa pentru x = y, se aplica schema
lui Hérner polinomului P.

Comparand egalitatea (7.2.5) cu urmatoarea dezvoltare dupa formula
lui Taylor a polinomului P, avem

(n) /
P(y+h) = PT'(y)h”+~--+¥h+P(y),

de unde vom obtine, pentru calculul valorilor derivatelor succesive ale lui P,
urmatoarele formule

(7.2.21) P(y) = A, PP (y) = KA, g, k=T,n.

Exemplu numeric. Se da polinomul
P(x) =325 +22% — 2% — 322 + 1.

Se cere sa se calculeze valoarea acestui polinom si a derivatelor sale succesive
pentru x = 2. Pentru rezolvare, vom aplica schema lui Horner generalizata,
care a fost descrisa mai sus, si avem

3] 2] 1] -3 0 1]az=2
3] 8| 15| 27| 54 [ 109 | P(2) =109; Pi(2 + h) = 3h* + 8h® + 15h* 4 2Th + 54
314 43113 280 P1(2) = 280; P2(2 + h) = 3h® + 14h” 4 43h + 113
320 831279 P, =279;  P3(2+ h) = 3k + 20h + 83

3] 26| 135 P5(2) = 135; P4(2 + h) = 3h + 26

3|32 Py(2) =32; P5(2+h) =32

3 Ps(2) =3

Din tabelul precedent obtinem, pentru valoarea polinomului dat si a derivatelor
sale succesive, urmatoarele:

P(2) = 109; P'(2) = 1! Ay = 280; P"(2) = 2! A3 = 558;

P"(2) = 3! Ay = 810; PW(2) =41 A = 768; P®)(2) = 5! Ay = 360 .
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7.3 Separarea radacinilor ecuatiilor

In rezolvarea numerici a ecuatiilor, separarea radacinilor acestora joaca
un rol important, deoarece in problemele practice avem nevoie deseori numai
de anumite radacini ale ecuatiei in cauza.

Vom incerca in cele ce urmeaza sa precizam ce intelegem prin separarea
radacinilor unei ecuatii.

Consideram o ecuatie de forma:

(7.3.1) f(x)=0

unde f : [a,b] — R este o functie continua pe [a, b], [a, ] fiind un interval al
axei reale.

Definitia 7.3.1. Vom spune cd am separat radacinile ecuatiei (7.3.1) din
intervalul [a,b], daca am pus in evidenta, in intervalul [a,b], un numar de
n + 1 puncte consecutive a = ag < a1 < ag < -+ < ap_1 < a, = b, astfel
incdt pe fiecare interval (a;,a;+1), i = 0,1,...,n — 1 sa existe cel mult o
radacindg a ecuatiei (7.3.1).

Indicam in cele ce urmeaza cateva metode simple care se pot folosi la
separarea radacinilor ecuatiilor.

1. Metoda algebrica. Sirul lui Rolle

Aceasta metoda se bazeaza pe urmaétoarele doud teoreme bine cunoscute
din analiza matematica.

Teorema 7.3.1. Daca functia f este continud si monotond pe intervalul
[, B8] si daca f(a)f(B) < 0, atunci in intervalul (o, 3) existd o singurd
radacing a ecuatiei (7.3.1). Daca insa f(a)f(B8) > 0, atunci in intervalul
(o, B) ecuatia (7.3.1) nu are nici o radacind.

Teorema 7.3.2. Daca functia f : [o, 3] — R satisface urmatoarele pro-
prietati:

(1) functia f este continua pe intervalul [o, (];

(ii) functia f este derivabila pe intervalul («, 3);

(ii) f(a) = f(B),

atunci existd un punct £ € («, 8) astfel incat f'(€) = 0.
O consecinta imediata a acestei teoreme este urmatoarea:

Consecinta 7.3.1. Dacd a st b sunt doud radacini reale consecutive ale
ecuatier f'(x) = 0, atunci intre aceste raddacini existd cel mult o raddcind
reald a ecuatiei (7.3.1).
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Din aceste teoreme putem deduce ca pentru a separa radacinile reale
cuprinse in intervalul [a,b] ale ecuatiei (7.3.1), este suficient s& cunoagtem
radacinile reale ale derivatei lui f cuprinse in intervalul [a, b]. Fie aj,as,...,a,
radéacinile ecuatiei f/(x) = 0. Atunci pentru a separa radacinile ecuatiei
(7.3.1) trebuie sa calculam valorile functiei f pentru aceste radacini precum
si valorile lui f in punctele ag = a si an,+1 = b pe care le vom asgeza in
urmatorul tabel

x ‘ ago a1 T Anp—1 Gnp, Gp4-1

f(x) ’ flao)  flar) - flan-1) flan)  flans1)

Sirul finit (a;)]; poarta denumirea de sirul lui Rolle.

Bazandu-ne pe Teorema 7.3.1, putem trage concluzia ca daca exista un
i, 0 £ i < n asa incat f(a;)f(ait1) < 0, atunci exista o radacina reald a
ecuatiei (7.3.1) cuprinsa in intervalul (a;, a;t1).
Daca f(a;) f(ai+1) > 0, atunci in intervalul (a;, a;+1) nu exista nici o radacina
a ecuatiei (7.3.1). Daca insa exista un numar a; pentru care f(a;) = 0, atunci
a; este o radacina multipla cu ordin de multiplicitate cel putin 2.

Exemplu numeric. Sa se separe radacinile ecuatiei
f(z) =2° —152% =8 = 0.
Pentru a separa radacinile acestei ecuatii, rezolvam ecuatia:
f(z) =52t — 4522 = 0
pentru care gasim
ap=a2=0 a3=-3 s a4 =3
cu ajutorul carora formam urmatorul tabel

T ‘ —00 -3 0 3 400

f(x) ‘ —00 154 -8  —170 “+o00

Din tabelul de mai sus deducem ca ecuatia considerata are trei radacini reale
zy € (—00,—3), x2 € (—3,0) si x3 € (3, +00).
2. Metoda experimentala

Pentru a aplica metoda experimentala pe care o vom descrie mai jos, este
necesar sa gasim marginile radacinilor ecuatiei in cauza. Daca functia f din
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ecuatia (7.3.1) este un polinom, atunci putem aplica metoda din paragraful
7.1.

Fie a marginea inferioara a radacinilor si b marginea superioara a lor.
impér‘gim intervalul [a, b] Intr-un numar convenabil de subintervale prin punctele
de diviziune a = a9 < a1 < --- < ap, = b si calculam valorile functiei
f pe aceste puncte. Daca existd un numar i, 0 < i < n pentru care
f(a;)f(ai+1) < 0, atunci in intervalul [a;, a;+1] avem un numar impar de
raddcini. Daca insa f(a;)f(ai+1) > 0, atunci In intervalul [a;, a;+1] exista cel
mult un numar par de radacini ale ecuatiei (7.3.1).

Evident, metoda descrisda mai sus poate sa nu ne conduca la nici un
rezultat, dar daca impartim intervalul [a,b] intr-un numar mare de parti
prin punctele de diviziune amintite, avem sanse sa gasim unele subintervale
in care se gasesc radacini ale ecuatiei date.

Daca functia f este un polinom si daca am reusit sa separam unele
dintre radacini si apoi sa le calculam, atunci, evident, putem reduce gradul
polinomului care intervine in ecuatia respectiva.

Exemplu numeric. Si se separe radicinile ecuatiei
f(z) =2* 40,923 — 11, 12% — 5,416z + 20,9666 = 0,

cuprinse in intervalul [—4, 3].

Pentru a separa radacinile acestei ecuatii, vom calcula valorile polino-
mului f pe punctele —4, -3, -2, —-1,0,1,2 si 3.

Aplicam schema lui Hérner pentru calculul valorilor polinomului dat pe
aceste puncte si avem:

1109 |-11,1 | -5,416 | 20,9666 | a

1]-31| 1,3]-10,616 | 63,4306 | —4 | a1 € (—4,3)

1] 21| 48| 8,984 | 5984 | —3

1| -1,1 | -89 12,384 | 38014 | —2 | 25 € (—2,-1)

1]-0,1]-11, 5,584 | 15,3826 | —1

1109)|-11,1| -5416 | 20,9666 | 0O

1] 1,9 92 14616 | 63506 | 1| a3€(1,2)

11 29| -53|-16,016 | -11,0654 2

1] 39| 06| -3,616| 10,1186 | 3 | z4€(2,3)
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In cazul exemplului de mai sus am reusit sa separam toate radacinile
ecuatiei considerate, deoarece ecuatia are gradul 4.

3. Metoda grafica. Aceasta metoda consta in a pune ecuatia (7.3.1) sub
forma;:

g(x) — hiz) =0

unde g si h au forma simpla si pot fi ugor reprezentate grafic. Daca (I') si
(T'2) sunt graficele celor doua functii reprezentate fata de acelasi sistem de
coordonate, atunci abscisele punctelor de intersectie ale celor doua grafice
ne dau radacinile ecuatiei (7.3.1).

Exemplu numeric. Si se separe radicinile ecuatiei
z—sinz =0.
Pentru rezolvarea acestei probleme vom considera functiile:
g(x) =

si
h(z) = sinz,

pe care le reprezentam grafic in figura 7.3.1.

AY

&

\ A3

Figura 7.3.1

Din figura 7.3.1 se observa ca ecuatia considerata are o singura radacina
x1 = 0. Acest fapt se constata ugor daca observam ca functia h(z) = sinx
are in punctul z = 0 derivata egala cu 1 si deci dreapta g(z) = z= este
tangenta in originea axelor de coordonate la curba amintita. Mai observam
ca functia h(z) = sinx este strict concava in intervalul (0, 7) si deci pe acest
interval graficul acestei functii raméane sub tangenta la grafic in originea
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axelor de coordonate. Pe intervalul (—m,0) functia h(xz) = sinx este strict
convexa si deci ea ramane tot timpul deasupra tangentei in origine la aceasta
curba pe intervalul amintit.

Daca aplicam metoda algebrica bazata pe teorema lui Rolle, se constata
usor ca vom gasi acelasi rezultat.

In cadrul paragrafului de fatd am expus pe scurt cateva metode sim-
ple de separare a radacinilor. Dupa cum s-a observat, problema separarii
radacinilor unei ecuatii atrage dupa sine o serie de complicatii si ea se poate
rezolva de la caz la caz, depinzand in multe cazuri de problema practica care
ne conduce la ecuatia respectiva.

De multe ori in problemele practice, insusi fenomenul studiat ne poate
furniza date asupra distributiei radacinilor ecuatiilor care intervin.

7.4 Aplicatii ale metodelor de tip Cebasev la re-
zolvarea ecuatiilor algebrice

Metodele de tip Cebagev pentru rezolvarea ecuatiilor au fost tratate in
capitolul 4. Aceste metode, asa cum am véazut, contin pe langa valorile
functiei f si valorile derivatelor sale de diferite ordine.

In cazul cand f este un polinom, putem folosi pentru calculul valorilor
sale si al valorilor derivatelor sale, schema lui Horner generalizata pe care
am expus-o in paragraful 7.2.

Pentru claritatea expunerii, reamintim pe scurt principiul metodelor de
tip Cebagev pe care le-am expus in capitolul 4.

Fie

(7.4.1) f(z)=0

o ecuatie, unde f: I — R, I fiind un interval al axei reale.
Presupunem ca functia f este derivabila pe intervalul I de atatea ori cat
vom avea nevoie (in cazul cad f este un polinom, atunci ea admite derivate
de orice ordin).

Mai admitem ca ecuatia (7.4.1) are o singura radacind = € I si f/'(z) # 0
pentru orice x € I.

Din faptul ca f’(x) # 0 pentru orice x € I, rezulta ca f este o bijectie
pe I si deci exist# functia f~! astfel incat f~'(f(x)) = 2 pentru orice = € I.

Fie g € I un punct oarecare, atunci formula (4.5.2) ne conduce la
urmatoarea aproximare pentru radacina T a ecuatiei (7.4.1)

n £l (4) )
(7.4.2) 7= 110~ SO

7!
i=1
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In capitolul 2 am stabilit formulele de calcul ale derivatelor succesive
ale functiei inverse. Din cele spuse in paragraful 2.3 rezulta pentru calculul
derivatelor succesive ale functiei f~!, urmitoarea formula

(7.4.3) [f )™ = [f,)((’“;]g,z k=12,
unde y = f(z) iar functiile Xj(x) au urméatoarele expresii:
Xi(x) =1
Xo(z) = —f"(z)
Xs(z) = f'”(l‘)f’(fﬂ) +3[f"(2)]?
Xy(z) = fO@)[F (@) + 107 () f" (x) f'(z) — 15[ ()]
X5()

= —f(5 (@)[f'(@)]* + 15O (@) £ () [ (2))*+
H10[f" (@) *[f'(2)]* = 105 £ () [/ ()] f' () +
+105[f" (z)]*
Xo(z) = —fO)[f' (@) + 21O (@) f" (2)[f ()] +
+35f@ () 7 (@) [f' ()]
=210 fW (@) [f" (2)P[f ()]~
—280[f" ()] f" () f' (2)]?
{ +1260 " (2)[f" ()] ' () — 945[f" ()]
Pe masura ce numarul k£ creste, functiile X3 au o forma din ce in ce mai
complicata. In cazul polinoamelor, forma acestor functii se simplificd mult
daca acestea din urma nu au un grad prea mare.

Pentru exemplificare, dam in continuare forma functiilor (7.4.4) pentru
polinoamele de grade respectiv 2, 3 si 4.

(7.4.4)

1. Functia f este polinom de grad 2. Atunci avem:

f(z) = fD@) = = f"(2) =
ceea ce ne conduce la urmatoarele formule:
( X1 (l‘) = 1;
Xo(z —f”(JE )

(2) );
(x) = 3[f"(@)
(7.4.5) Xy(x) = —15[f"(x))3;
(z) = 105[f" ()}
()

— —ou5[f"(2)] .
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2. Functia f este un polinom de gradul 3. In acest caz avem:

f(4)($) — f(5)(x) e f(”)(:v) =-.=0,

ceea ce ne conduce la urmatoarele formule:

,

() = L

(x) = —f"(z);

Xa(z) = —f"(x)f (x) +3[f" (=)
(x) = 10f"(x)f"(2)f'(x) = 15[f"(2)]%;
(x) = 10[f"(@)[f'(x)]* = 105" (x)[f" (x)]* f'(x)+
+105[f” ()14

Xo(x) = —280[f" () f"(x)[f'(x)]*+

+1260 " (2)[f" () ' (x) — 945[f" (x)]° .

(7.4.6)

\

3. Functia f este un polinom de gradul 4. In cazul de fata avem:

FO@) = fOw) = = [P (@) =0
Tinand cont de cele de mai sus si de (7.4.4), deducem:
(7.4.7)
Xi(z) = L
Xo(x) = —f"(x);
Xs(x) = —f"(@)f (x) +3[f" (@))%
Xa(z) = —fD(@)[f' (@) +10f" (@) f" () f (x) = 15[f" (2)]*;
X5(x) ?

= 15fW () f"(2)[f ()] + 10[f" (@) [f' (2)]*~
=105 (2)[f" ()] f' (%) + 105" ()] *;

Xo(z) = 35fWf"(@)[f (@) — 200f O (@) [f" (@)P[f ()]~
—280(f"" ()] () [f' ()] +

+1260" (2)[f" ()] ' (=) — 945[ " ()] .

v\_/

Evident, pe masurd ce gradul polinomului f cregte, formulele (7.4.4) nu
se simplifica prea mult, aceste formule se simplificd eventual atunci cand
consideraim derivate la functia f~! de ordin mare.

Daca f este polinom de grad n si daca tinem cont de formulele (7.2.21),
atunci formulele (7.4.4) se pot exprima simplu cu ajutorul coeficientilor
A,_k, K = 0,1,...n, calculati cu schema lui Horner generalizatd. Avem



Aplicatii ale metodelor de tip Cebagev 253

1

atunci pentru derivatele succesive ale functiei f~ urmatoarele formule:

_ Xi()
(7.4.8) [fI@W“=f;%jv k=1,2,...
n—1
unde functiile Xz, £k =1,2,..., au urmatoarea forma:
Xi(x) =1;
XQ(ZE) = —2An,2;
X3(z) =—6A, 34,1+ 1242 _,;
Xy(z) = —24A,_ 442 | +120A, 34, 24,1 — 120A3_,;
(7.4.9) X5(x) = —120A,_5A3 | +720A,,_4A, 2A% |+
o +32042 4A2 | — 25204, 342 ,A, 1+ 168042 ,:
Xg(r) = —T20A, A% | + 50404, _5A, 24> |+
+5040A4,—4Ap—3A3_|  —20160A,,_4A%2_,A2 | —
—20160A42_4A,_2A%_| + 60480A,,_3A43 5A,_1—
| —3024045 _,

unde din formulele (7.2.21) rezulta
(7.4.10) Ap=flz) dar f®@)=k'" A, k=12,...,n

si

(7.4.11) Apn =0, k=n+1,n+2,...,

Folosind acum formulele (4.5.3), (4.5.10) si iterand apoi succesiv, vom obtine
din (7.4.7) si (7.4.8) urmatoarele metode iterative pentru rezolvarea ecuatiilor
algebrice.

1. Metoda lui Newton. Dupa cum se stie, metoda lui Newton pentru re-
zolvarea ecuatiei (7.4.1) consta in constructia sirului (z,)22, de aproximatii
ale radacinilor ecuatiei respective, cu ajutorul urmatorului procedeu:

2
(7.4.12) lezx,-ﬁi%, zo€l, i=0,1,...,

T

unde f este asa cum am precizat, un polinom.

Notam cu Agf) si Aff)_l,i = 0,1,..., valorile polinomului f, respectiv

valorile derivatei sale pe punctul z;.
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In acest caz (7.4.12) se scrie

A

n—1

. i=0,1,...; xzpecl.

Observam fara dificultate cd in cazul cand functia f este polinom, atunci
metoda lui Newton se poate aplica usor, farda a mai calcula direct derivata
functiei f, valorile sale calculandu-se simplu, prin aplicarea repetata a schemei
lui Hérner. Daca calculam direct derivata lui f si apoi valorile sale, este
nevoie sa facem in principiu n — 1 inmultiri in plus, care pe langa faptul ca
necesita timp in plus pentru cel care executa calculele, poate introduce si
anumite erori.

Daca calculele se executa cu un calculator electronic, atunci metoda
(7.4.13) ne scuteste de pastrarea in memoria calculatorului a coeficientilor
derivatei lui f sau de formarea lor pe parcursul calculelor in calculator,
valorile derivatei lui f calculandu-se in cazul nostru cu aceeasi schema cu
care se calculeaza gi valoarea lui f.

Exemplu numeric. Si se calculeze radacinile reale ale ecuatiei:
flz) =723+ 622+ 27z —4=0.

Se observa ca ecuatia datd are o radacind reald deoarece f'(z) > 0 pentru
orice x € R. Se constata usor ca aceasta radacina este cuprinsa in intervalul
(0,1) deoarece f(0) = —4 si f(1) = 36. Luam xy = 0,5 si aplicim schema
lui Horner generalizata combinata cu metoda (7.4.13). Aranjam calculele in
urmatorul tabel:

7 6 27 1 20 = 05
7 9,5 31,75 11875 | AY  =11875

7 13 38,25 - AP =385

7 6 27 —1 21 = 0,18054249
7 | 7,32679743 | 28,38873943 | 1,38087236 | A\V = 1,38087236
7 | 8,65359486 | 30,02896335 - AW = 30,02896335
7 6 27 —1 22 = 0,14355781
7 | 7,00490467 | 28,00560877 | 0,02042386 | AYY = 0,02042386
7 | 8,00980934 | 29,15547946 - AP = 29,15547946
7 6 27 1 23 = 0,14285730
7 | 7,00000110 | 28,00000126 | 0,00000458 | A%V = 0,00000458
7 | 8,00000220 | 29,14285997 - AP = 29,14285997
- - - - 21 = 0,14285715

Tabelul 7.4.1
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Observand ca ecuatia considerata admite radacina exactd x =
0,142857142, constatam ca ultima aproximatie obtinuta x4 = 0,14285715
difera cu putin de radacina exacta.

Schema logica a algoritmului lui Newton pentru rezolvarea unei ecuatii
algebrice cu metoda (7.4.13), combinata cu schema lui Horner, se gaseste in
figura 7.4.1.

2. Metoda lui Cebasev de ordinul 3. Dupa cum rezulta din (4.5.10),
metoda lui Cebagev de ordinul 3 consta in constructia sirului de aproximatii
()22, cu ajutorul urméatoarei metode iterative:

fla) 1 fxa)f?(x)
filai) 2 [f@)P

Aceastd metoda, daca folosim formulele (7.4.9) si (7.4.10), ne conduce la
urmatorul procedeu iterativ:

(7.4.14) Ti41 = Ty —

1=0,1,... x9€l.

Ay A [a0)

(7415) Ti+1 = Tj — ; — - 3 s

i=1,2... x9€l,

unde prin Ag), Ag)_l si AS)_Q am notat aproximatiile obtinute cu schema lui

Horner generalizata pentru f(z;), f/(x;) si %f”(azi), 1=0,1,...,.

Vom trata in continuare acelagi exemplu numeric de la punctul prece-
dent, dar cu metoda lui Cebasgev de ordinul 3. In acest caz calculele se pot
aranja ca in tabelul 7.4.2.

7 6 27 4 0= 0,5
7 9.5 31,75 11,875 A = 11,875

7 13 38,25 — AP = 38 25

7 16,5 _ _ AY = 16,5

7 6 27 4 7 = 0,14217906
7 | 6,99525342 | 2799457856 | —0,01975714 | ALY =—0,01975714
7 | 7,99050684 | 29.13066131 _ AW = 29130661131
7 | 8,98575982 - — AW = 8 98575982
- - - - 79— 0,14285714

Tabelul 7.4.2
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Schema logica a metodei lui Newton

START

|

CITESTE
a, 1=0,1,....,n
Xpr N,E

!

i=1

nu

bi:bi.l‘:—’_ai <«|i:=1+1

da
da

>

pap— n
X, =X, -

>
<

A b, nu da

«—— —>

i:=1i+1

Figura 7.4.1
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Schema logica a metodei lui Cebagev de ordinul 3

START

|

CITESTE
a, 1=0,1,...,n
Xp, MLE

’
STOP nu

b=b_,E+ta |€e—|i:=i+]1
Al A
n-2%*n

lnu
A, ,:= b,
A A, :=D,
A, 1= b, l
‘ ' Ui=n-1 |—s| t:=1

Figura 7.4.2
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Dupa cum se observa, cu metoda lui Cebasgev de ordinul 3 am obtinut
aceeagi aproximatie, dar executand numai doi pasi de iteratie fata de 4 pssi
cati am executat cu metoda lui newton. Schema logica pentru metoda lui
Cebasev se gaseste in figura 7.4.2.

3. Metoda lui Cebasev de ordinul 4. Pentru a obtine aceasta
metoda ne bazam pe metoda (4.5.11). Daca inlocuim in (4.5.10) derivatele
functiei f cu expresiile lor date de formula (7.4.8) si dacad tinem cont de
(7.4.9), obtinem urméatoarea metoda de iteratie:

i (@) (i)]?

(7.4.16) - S :
4]
i=01... zpel

unde AS),k, k = 0,1,2,3 sunt valorile calculate cu schema lui Horner ale
polinomului de gradul n, f si ale derivatelor sale f’, f” si f"” pe punctul
Ty i:1,2,....

4. Metodele lui Cebasev de ordinul mai mare decat 4. Vom considera
la acest punct metoda lui Cebasev de ordin k£ unde k£ > 4. Pentru a obtine
aceasta metoda trebuie sa consideram in formula (4.5.2) primii & termeni si
daca iteram succesiv, obtinem un sir (z,)72, ai carui termeni sunt dati de
urmatorul procedeu iterativ:

: ()]
Xl(fL‘@)A%) 1 Xg(a:,) [Am]

(@) 2! O
Amfl [Afn)_1:|
Ol
. K1) |:Am]
+(-1) m g =0,1,... xo€el

(k= 1) [A%]
unde valorile Xg(z;),s = 1,2,...,k — 1 se calculeaza cu formulele (7.4.8)
pentru s = 1,2,...,6 iar pentru s = 7,8,...,k — 1 se poate folosi formula

generala (2.3.1), din care se deduc formulele de calcul ale valorilor derivatelor
de ordin mai mare decat 6 ale functiei f~!, in functie de valorile functiei f,
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care apoi se inlocuiesc cu valorile A,_,, p = 0,1... obtinute cu schema lui
Horner generalizata.

Exemplu numeric. Consideram ecuatia:

flx) =" + 2% + 2'7 + 220 + 225 4+ 22" + 323 + 3212 4 32!+
+ 4210 4+ 42° + 428 + 527 + 525 + 52° + 62* + 623+
+ 622 + Tz — 60 = 0.

Se observa ca aceasta ecuatie are o singura radacind pozitiva deoarece f'(x) >
0 pentru = > 0. Se mai observa ca f(0)- f(1) < 0, deci aceasta radacina este
cuprinsa in intervalul (0,1). Folosind pe rand metodele din acest paragraf
pentru xyp = 1 se obtin pe rand rezultatele cuprinse in tabelul 7.4.3, care
ofers aproximatii ci o eroare de ordinul 10713,

i Metoda lui Newton Metoda lui Cebagev
de ordinul 3
0 1,000000000000000 1,000000000000000
1 0,980430528375734 0,978620628981484
2 0,978401968851076 0,978382801953949
3 0,978382803291936 0,978382801605363
4 0,978382801605363 —
i Metoda lui Cebagev Metoda lui Cebagev
de ordinul 4 de ordinul 5
0 1,000000000000000 1,000000000000000
1 0,978412432402334 0,978386612942405
2 0,978382801605363 0,978382801605363

Tabelul 7.4.3

Din tabelul 7.4.3 se observa ca in cazul metodelor lui Cebasev de ordinele
3, 4 si b5, primele trei zecimale ale primei iteratii coincid cu primele trei
zecimale ale radacinii z = 0,978382801605363.

In cazul metodei lui Cebasgev de ordinul 5, se observa ca primele cinci
zecimale ale primei iteratii coincid cu primele cinci zecimale ale radacinii .

Din cele aratate mai sus, se observa ca in acest caz, pentru a obtine
aproximatii cu o eroare de 1073, a fost suficient sa se aplice o singura data
una din metodele lui Cebagev de ordinele 3, 4 si 5.
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7.5 Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu ajutorul se-
riilor

In paragraful de fata vom aplica formula de calcul a derivatelor functiei

inverse pentru a da o metoda simpla de calcul a radacinilor ecuatiilor alge-

brice.
Pentru simplificare, vom considera ecuatia de gradul 3 de forma

(7.5.1) flz) = apx® + a12® + asx + a3 =0

unde ag, a1, az, a3 € R. Presupunem ca radacinile ecuatiei (7.5.1) sunt reale
si distincte. Daca notam cu x1, 9, x3 radacinile ecuatiei, vom admite ca

r1 < w9 < x3. Notam cu «a; si ap radacinile ecuatiei f'(z) = 0 si cu
O 1w e . .. .o ay

xo radacinile ecuatiei f”(z) = 0, adicad xy = ~ 35 Punem f(zg) = o,
ag

f'(xo) = wo, [ (o) =yg st f"(20) = w0
Printr-un calcul elementar se verifica imediat ca are loc egalitatea

1
(7.5.2) f(x0) = §[f(061) + f(a2)].
Vom nota in continuare prin g expresia
2,1
YoYo

Are loc urmatoarea teoremas:

Teorema 7.5.1. Dacd ecuatia (7.5.1) are trei radacini reale distincte si daca
x1 < x9 < x3, atunci pentru calculul lui xo are loc formula

e P )

/
yOs:O

Demonstratie. Functia f este monotona in intervalul (aq,az). Pe acest
interval rezultd ci functia f are o functie inversa f~!. Deoarece functia f
este un polinom, rezulti ci functia f~! admite derivate de orice ordin pentru
orice x € (o, as).

Din cele constatate mai sus si din faptul ca a3 < xzg < ag rezulta ca
functia f~! se poate dezvolta in serie Taylor in vecinitatea punctului yg,
adica:

155 )=o)+ 0 YT g
n=1 ’
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Pentru a determina raza de convergenta a seriei (7.5.5) observam ca functia
f~! are dou# puncte singulare 3o, = f(a1) §i Yo, = f(a2), unde derivata
[f~Y(y)) devine infinitd. Din (7.5.2) rezulti ci raza de convergentd a seriei
(7.5.5) este

(7.5.6) R =lyo — flaa)l = [yo — f(a2)]

de unde rezulta ca seria (7.5.5) este convergenta pentru orice y € (f(au), f(a2)).
Cum f(aq) - f(ag) < 0, putem considera ca 0 € (f(a1), f(az2)).
Dar 9 = f~(0) si f~1(y0) = 70, de unde rezult:

(7.5.7) T9 = xo + Z(—l)n %6: [f_l(yo)]n .
n=1

Folosind formula (2.3.1) care ne da derivatele succesive ale functiei f~!,
vom calcula derivata de ordin 2s + 1 a functiei f~1.
Pentru aceasta observim ci f*)(z9) = 0 daci k > 4. Deoarece f”(2¢) = 0
rezulta cd, pentru ca un termen din (2.3.1) sa fie diferit de zero, este necesar
si suficient ca io =iy = -+ =1 = 0.
Conditiile (2.3.2) se reduc atunci la urmatoarea

213 = k-1
(7.5.8) e
i1+i3 = k-1

Observdm mai intai ci pentru k = 25,5 € N, [f~*(y)]*®) = 0, deoarece
prima ecuatie din (7.5.8) este incompatibila. Pentru k =2s+1s=0,1...,
singura solutie a sistemului este i; = i3 = s, care ne conduce la urmatoarea
formula:

R N C I

sl(yg)ts+! 6
(—1)° (3s)! voue
sl(yp)*tt \ 6

pe care o substituim in (7.5.7) si obtinem formula (7.5.4).
Daca aplicam criteriul de convergenta al lui D’Alembert al seriilor cu
termeni pozitivi, se constata ca seria (7.5.4) este absolut convergenta daca

8
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Vom da in continuare o formula de aproximare pentru suma seriei (7.5.4).
Observam ca radacina zo data de (7.5.4) se poate scrie sub forma

7511) zo=a0— 2 [1— = (qg—=*+ =" — —¢'+ —=¢" —... || =
( ) T2 =1 [ G <q 50 T34~ 5164 T 1354

Yo 1
— 20— D11 Zh(g)].
o yé[ 6 (Q)]

<
S~

Consideram In continuare seria:

1 1 1 1
7.5.12 In(1 =q— -+ —~¢"+-¢"—...
( ) n(l+q)=q— 50 +3¢ ~ 74 + 4
si observam ca primii 3 termeni din dezvoltarea lui In(1+ ¢) si h(gq) coincid,
iar urmatorii doi difera putin.
Tinand cont de cele de mai sus, din (7.5.11) si (7.5.12) deducem urmatoarea
formula de aproximare

1
(7.5.13) To A T — y—? [1 ~3 In(1+ q)} .

Yo

In legatura cu formula de aproximare data mai sus are loc urmétoarea teo-
rema:

Teorema 7.5.2. Daca ecuatia (7.5.1) are trei radacini reale si distincte,
x1 < x2 < x3, atunci are loc egalitatea

2(1‘3 — .1'1) . 9
9

1
(7.5.14) To = X0 — y—? 1—=-In(144q)| +
Yo 6

9(q)

unde |0] <1 gi

(75.15) 9la) = i [(3;) 2sl+ 1 6i - GL} (=a)"-

s=4

Demonstratie. Din (7.5.11) si (7.5.12) deducem:

1
(7.5.16) xo — To + y—? 1—-In(l+¢q)| =
Yo 6

w3\ 1 1 1 s
- y62[<3>28+1 6% 65]( a)”

s=4



Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu ajutorul seriilor 263

Deoarece f”(xg) = 0 vom avea

70 = 3o + 72+ 73)
Yo = ao(zo — x1)(x0 — x2) (0 — 73)
si
Yo = aol(zo — 71) (20 — 22) + (z0 — 71) (20 — 23) + (z0 — 72) (20 — 23)] -

. 1 2(132 — X1 — I3
Notam b = —(x3 — x1), t = ——————— de unde deducem
2 T3 — 11

1
T3 =1r1+2b; wy=x1+b+0bt si m0:x1+b+§bt.

Daca consideram faptul ca x1 < xo < x3, atunci rezulta imediat ca —1 <
t < 1. Calculand yp si y{, in functie de ag, b si ¢, obtinem:
. 2b3a0 bQ

Yo = o (9t7t3); yf):fgao(t2+3),

de unde avem:

yo 20 9t—t° ag—mx 9t —13
vo 9 243 9 2 +3

dar din faptul ca —1 < ¢ < 1 rezulta

3 3
-2< ?;Ttg < 2, adica ?SZ;TZ; =20, unde |0 <1,
ceea ce ne demonstreaza teorema enuntata.

Formula (7.5.14) nu ne permite sa evaluam eroarea de aproximare atunci
cand radacina x9 se calculeaza cu ajutorul formulei (7.5.13), deoarece diferenta
x3—x1 nu este cunoscuta. Aceasta formuld este totusi destul de buna pentru
calcule a caror precizie nu se cere sa fie prea mare, deoarece valorile functiei
g(q) sunt mici, aga cum rezulta din tabelul 7.5.1.

Daca exprimam pe ¢ in functie de ¢ obtinem:

_ _§(9t—t3)2
1= 7912 1 3)3

si
42

1
= 4+ - In(l
9@ =g—ptsnl+q
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t 0 +0,1 +0,2 +0,3 +0,4 +0,5
—q 0 0,026343 | 0,101608 | 0,215265 | 0,352207 | 0,495644
a(q) 0 2,25-107° | 1,05-10" 7 | 2,51-107° | 3,42-10_5 | 2,06-10*
t 40,6 +0,7 +0,8 +0,9 +1
—q 0, 629729 0, 742033 0, 82442 0, 87328 g
g(q) [ 1,08-1073 [ 1,08-10° % | 4,5-10°3 | 1,63-10 2 | 5,13-10 2 | 1,34-10 *

Tabelul 7.5.1

Folosind valorile functiei g(q) din tabelul 7.5.1, se poate evalua marginea
erorii de aproximare a lui x2 cu ajutorul formulei

Yo 1 Yo
Ty =29 — — 1——ln1—|—q}——gq0.
2o yé[ g +d) Yo @

Metoda descrisa in cadrul paragrafului de fata se poate extinde i la
ecuatii de grad mai mare decat 3, daca radacinile ecuatiei sunt reale si dis-
tincte.

Valorile functiei f si ale derivatelor sale succesive pe punctul zg se pot
calcula cu ajutorul schemei lui Hérner generalizata, adica vom avea:

ao ai az as
ay
ao b1 b2 A3 T — —F—
3a0
aq b1 AQ
ag 0
ao

de unde deducem:
yo = As; yp = Ag; yg = 0; yy' = 6ag

care ne da

o 6A§a0
= Ag

(7.5.17)
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si

A 1
(7.5.18) X9 AT — A_j [1 ~ 5 In(1+ q)} .

Exemplu numeric. Consideram ecuatia
2% — 927 + 20z — 12 =0

care admite radacinile x1 = 1,29 = 2,23 = 6.

. 9
In acest caz avem xp = 3= 3 si schema lui Horner generalizata ne da:

1 -9 20 ~12
1 —6 2 - z0 =3
1 -3 -7 —6 -
1 0 - - -
1 _ _ _ _

de unde deducem Az = —6; Ay = —7; A1 =0; Ag = 1.
Folosind coeficientii de mai sus din (7.5.17) si (7.5.18) deducem:

_ 636 (6’
1= 7 T \7

SISREONE

[1 —é(ln172—3ln7)} .

si

Q

Z2

= 3-

|

REFERINTE

In redactarea acestui capitol am folosit lucririle [27], [44], [84], [88], [115],
[145] si [146].
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Capitolul 8

Metode de integrare
numerica a ecuatiilor
diferentiale ordinare de
ordinul I cu valori initiale

8.1 Enuntul problemei

Scopul acestui capitol este de a prezenta metode numerice de aproximare

a solutiilor ecuatiilor diferentiale ordinare de ordinul I.

Definitia 8.1.1. O problema cu valori initiale pentru un sistem de N ecuatii

diferentiale ordinare de ordinul I, are forma:

(8.1.1) y' = ft,y), tela,b]

(8.1.2) y(a) = yo.

unde [a,b] C R este un interval finit, yo € RY si
(8.1.3) f:la,b] x RY - RN

este o functie data.

Solutia acestei probleme este o functie derivabila y = (y1,y2, ...

[a,b] — R care satisface ecuatia (8.1.1) cu conditia (8.1.2).

267

JYN)
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Daca f = (fb f2> Tt fN) §1 Yo = (y?a ygv s ay9v)> atunci problema
(8.1.1)-(8.1.2) se mai poate scrie:

dy:
- = 1t yi,...
dt fl( > Y1, »y YN
dy2 _
(8.1.1) o = bysyy) t € la,b]
dyn
=2 = vy, ..
. dt fN( » Y1, 7yN)
(8.1.2") yi1(a) =y, y2(a) = 42, ... yn(a) =y

Existenta si unicitatea solutiei pentru problema (8.1.1)-(8.1.2) este una
din problemele fundamentale ale analizei. Pentru a studia aceasta problema
avem nevoie de urmatoarea definitie:

Definitia 8.1.2. Vom spune ca functia f data in (8.1.3) este lipschitziand
in raport cu variabila a doua, dacd exista o constanta L > 0 a.i.

(8.1.4) [£(t,u) = f(t,0)]] < Lllu— o],

pentru orice t € [a,b] si pentru orice u,v € RN, unde || - || : RN — R, este
0 norma arbitrard.

Urmatoarea teorema furnizeaza conditii de existenta i unicitate a solutiei
problemei cu date initiale (8.1.1)-(8.1.2) si conditii de dependenta continua
a solutiei de datele initiale ale problemei.

Teorema 8.1.1. Fie f : [a,b] x RV — RN o functie continud datd, care
satisface conditia Lipschitz (8.1.4). Au loc urmdtoarele doud afirmatii:

(a) Problema cu valori initiale (8.1.1) — (8.1.2) are o solutie unicd y :
[a,b] — RN, continud si diferentiabild.

(b) Pentru doud functii continue si diferentiabile y,7 : [a,b] — RY, care
au proprietatea ca

y = f(ta y)v te [CL, b]7 y(a) =%0
y, = f(tay)v te [CL, b]v y(a) = Yo

este adevaratd inegalitatea:

(8.1.5) ly(t) —7(@®)| < e““9||lyo — o

, tela,b].
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Demonstratia acestei teoreme se poate gasi in [122].
Uneori este util gi urmatorul rezultat ce da informatii asupra netezimii
solutiei problemei cu valori initiale.

Teorema 8.1.2. Dacd functia (8.1.3) admite derivate partiale continue,

pand la ordinul n in raport cu fiecare variabila, unde n € N, n > 1, atunci
(n+1)

solutia y a problemei (8.1.1)-(8.1.2) apartine clasei C'[a b]

8.2 Metode de aproximare cu un singur pas

Deoarece pentru problemele de tipul (8.1.1)-(8.1.2), de cele mai multe
ori nu se poate determina solutia exacta, este necesara folosirea unor metode,
ce ne dau posibilitatea sa obtinem aproximari ale solutiilor.

O clasa de metode pentru rezolvarea aproximativa a problemei cu valori
initiale (8.1.1)-(8.1.2) este formata din metodele de aproximare cu un singur
pas, pe care le prezentam in cele ce urmeaza.

Fie o diviziune a intervalului [a, b]:

(8.2.1) A={a=ty <ty <--- <ty =0},
hy =tgr1 —ti, k=0,1,...,n— 1, hg fiind pasul k al diviziunii.

Definitia 8.2.1. Metoda cu un pas (explicita) pentru aprozimarea solutiei
problemei cu valori initiale (8.1.1) — (8.1.2) este de forma:

(8.2.2) U1 = U + hi - o(tr, ugs hy),

E=0,1,...,n—1, up = yo, unde ¢ : [a,b] x RN x Ry — R este o functie
data.

Observatia 8.2.1. 1°. Aprozimarea up depinde de up_1 dar nu depinde
(direct) de up_o, uk—_3, ..., din acest motiv metoda se numeste ”cu un pas”.

2°. Functia @ este necesar sa fie continud in raport cu t si k gi lips-
chitziana in a doua variabila si sa satisfaca conditia de consistenta, adica:

(8.2.3) et u, h) — o(t,v,h)| < Lillu — vl
t€fa,b], 0 <h<b-—t, uvecRY, respectiv
(8.2.4) o(t.y(t),0) = f(ty(t), Vtea,b],

unde y : [a,b] — RY este solutia exactd a problemei (8.1.1) — (8.1.2).
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Metodele de aproximare cu un pas pot fi clasificate dupa ordinul de
convergenta.

Definitia 8.2.2. O metodad cu un pas de forma (8.2.2) pentru problema cu
valori initiale (8.1.1) — (8.1.2) are ordinul de convergentd p > 1, daca are
loc relatia:

(8.2.5) lzronlax . Hul - y(tl)H <ch? ..,
unde hmax = l Onllax 1{he}, pentru o constantd ¢ > 0 independenta de
=0,1....,n—

diviziunea /.

Pentru studiul ordinului de convergenta al metodelor cu un sigur pas,
este necesar sa introducem gi urmatoarea notiune:

Definitia 8.2.3. Se numeste eroare de iteratie locald in punctul (t +
h,y(t+h)) relativa la pasul h a problemei cu valori inifiale (8.1.1) — (8.1.2),
diferenta:

n(t, h) = y(t) + ho(t,y(t); h) — y(t + h),
unde t € [a,b], 0 < h <b—t.
Definitia 8.2.4. Spunem ca o metodd cu un pas (8.2.2) pentru problema

cu valori initiale (8.1.1) — (8.1.2) are ordinul de consistenta p > 1, daca
eroarea de iteratie locald satisface inegalitatea:

(8.2.6) |n(t, h)|| < chP*,

pentru orice t € [a,b], 0 < h < b—t, unde ¢ este o constantd pozitivd
independenta de t si h.

Teorema 8.2.1. Daca metoda cu un pas (8.2.2) are ordinul de consistentda
p > 1 i functia ¢ de iteratie indeplineste conditia (8.2.3), atunci ordinul de
convergentd al metodei (8.2.2) este p, adica

(8:2.7) pmax e —y(t)]| < e A

ct hpax = i max 1{hk} sicp= Li (eLl(b_“) —1), iar c este datd de relatia
=4, L. n—= 1
(8.2.6).
Demonstratie. Notand cu ay, = up—yx §i ap+1—yx+1 pentruk =0,1,...,n
sicun, =n(tg, h), k=0,1,...,n—1. Se observa ca pentruk =0,1,...,n—
1, putem scrie:
Yer1 = Ykt (e, yrs be) — i

up = up+ hpp(ty, ug; hi),
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de unde
a1 = ag + by (@(tg, wps hy) — ©(t, yis b)) + e

si

ag|l + Prllo(te, wns hr) — ok, yis ha) |+ [lnell <
(1 + hyLy)||ag]| + 2T < (1 + hyLy) || ag ]| + PrchByp.

okl

VANVAN

Pentru a demonstra inegalitatea (8.2.7) vom folosi metoda inductiei.
Pentru k£ = 0, inegalitatea este verificata, presupunand-o adevarata pen-
tru k£ vom demonstra inegalitatea pentru k 4 1, adica

laksill < (14 heLy)llall + hrchia, <
< (L4 hieLy) (1 + b1 L) ||ag—1 || + (1 + P L1) b1 - P oy + chf oy
k—1
Folosind inegalitatea 1 + hpL; < e*l1 egalitatea Zhj = xp, notatiile
§=0
qg=chhaxsir= m}?x hiL1, avem:

lagall < et lja |+ q(r+1) <
< elhwthi—ithe—2)la lax—_al| + q((T’ +1)+r+1)+ 1) <
< e lag| 4 q[(r+ DF 4 (4 1) +1] =
e(b—a)Ly llao|l + g ((1 + T’)k — 1).
Dar, deoarece pentru orice z > 0 i m € N* avem (1+z)™ < €™ i [lao|| = 0,
rezulta:
P
4/ (b-a)Ls _c Pmax (b—a)L1
< 2 —l)=7—""" —b=
lags1ll < r(e ) Ly mf?xhk (e ) B

< < (e(b*‘l)Ll _ 1).
1

8.3 Metoda lui Euler

Metoda, lui Euler este una din metodele ce face parte din clasa metodelor
cu un pas, si anume este metoda cu un pas avand ordinul de consistenta egal
cu unu.

Metoda lui Euler de aproximare a solutiei problemei cu valori initiale
(8.1.1)-(8.1.2)are forma:

(8.3.1) U1 = ug + by - f (e, ug)
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pentru k =0,1,...,n—1 si ug = yo.
Are loc urmatoarea teorema:

Teorema 8.3.1. Daca f : [a,b] x R" — R" este o functie care admite
derivate partiale de ordinul 1 continue, in raport cu fiecare parabold, atunci
metoda lui Fuler are ordinul de consistenta p = 1.

Demonstratie. Dezvoltand in serie Taylor pana la ordinul doi in vecinatatea
punctului ¢ € [a, b], solutia problemei cu valori initiale y' = f(¢,y), y(a) = yo,
se obtine:
h2
y(t+h) = y(t) + ¢ (Oh + " ()5
unde £ =t + 6h, 6 € (0,1).
Tinand cont ca y' = f(t,y), eroarea de iteratie locala va fi:

h2

n(t,h) =y(t) + hf(t,y(t) —y(t +h) = —y"(§) 5

de unde rezulta usor

2 _ 1 "
Hn(t, h)|[|eo < ch®, cu c= 5 Trél[z;?z] Hy (7){

)

adica, conform definitiei, metoda lui Euler are ordinul de consistenta p = 1.

Observatia 8.3.1. Derivabilitatea pana la ordinul 2 a funciier y $i conti-
nuitatea functiei vy’ este garantatd de Teorema 8.1.2.

8.4 Metode de aproximare cu un pas avand or-
dinul de consistenta p = 2

Plecand de la metoda cu un pas (8.2.2), pentru a obtine metode cu
ordinul de consistenta p = 2, se considera functii de iteratie de forma:

(8.4.1) o(t,u;h) = a1 f(t,a) + az f(t + bih,u+ bohf(t,u)),

pentru t € [a,b], 0 < h <b—t, u € RV, unde constantele a1, ag, by si by vor
fi determinate.

Urmatoarea teorema da conditiile in care metoda cu un pas, unde ¢ este
data de (8.4.1), are ordinul de consistenta p = 2.

Teorema 8.4.1. Metoda cu un pas (8.2.2) cu functia de iteratie de forma
(8.4.1), are ordinul de consistentd p = 2 dacd functia f : [a,b] x RV — RV
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admite derivate partiale, pand la ordinul 2, cu derivate partiale de ordinul
2 continue pe tot domeniul de definitie si dacd coeficientii ai, as, by $i bo
satisfac conditiile:

1 1
(8.4.2) a1 +azy =1, asby = 5, asby = 5 .
Demonstratie. Consideram cazul N = 1 gi dezvoltand in serie Taylor

functia (¢, y(2); k) in jurul lui A = 0 si functia y(¢) in jurul lui ¢ = 0, vom
obtine:
p(ty(t);ih) = arf(ty()) + azf(t u(t)) +

+ ha2b1g—{ (t,y(t)) + hagbgy/(t)g—'; (t,y(t) + O(h?) =
of

= [+ aas + a2+ o 80 .00+ 0082

Analog pentru functia y(¢) avem:

2
e+ 1) = y(0) + o/ (Oh+ 3 ()5 + 0.

Derivand membru cu membru in raport cu ¢ relatia y'(¢t) = f(¢,y(t)), se
obtine:

') = 0 () + 5 a0 = (55 + 5L 1) e

Folosind acest rezultat in dezvoltarea in serie Taylor a functiei y(¢) si ipoteza
(8.4.2) in expresia functiei ¢(t, y(x); h), rezulta:

of  Of\ h?
y(t)—i— |:hf+ <§+f8—y>?

= y(t) + he(t,y(t); h) + O(h?).

y(t 1 h) ] (1, (1) + O(h?) =

Eroarea de iteratie locala devine:
0t h) = y(t) + heo(t, y(t); h) — y(t + h) = O(h?)

adica
In(t, h)|| < ch®
si teorema este demonstrata.

In continuare vom prezenta doud variante ale metodei de aproximare cu
un pas cu ordinul de consistenta p = 2, de tipul dat de relatia (8.4.1).
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8.4.1 Metoda Euler modificata

Aceastda metoda are functia de iteratie de forma:

(8.4.3) o(t,u; h) = f(t + g U+ g f(t,y))

unde t € [a,b] 51 0 < h < b—t, u € RY. Relatia (8.4.3) rezultata din (8.4.1)
pentrua; =0, as =1s8i by = by = 1 , iar algoritmul iterativ (8.2.2) poate fi
reprezentat in acest caz, in doi pasi, astfel:

hy
D
gy = ug + b f(tpre Ugy1y2), =0,1,2,...,n— 1.

D,
Upprjz = Uk o fte ur), thprje =t +

8.4.2 Metoda lui Heun

Functia de iteratie in acest caz are forma:
1
plt,ush) = 5 [F(t0)+ £+ hou+ hf(w)]

unde ¢ € [a,b] 5 0 < h < b—t, u € RV, Aceasta functie rezulta din (8.4.1)

1
pentru a1 = as = 5 si by = by = 1. Algoritmul (8.2.2) poate fi prezentat
astfel:
Vg1 = up + hf (e, up)
Wey1 = ug + hef (trg, vke1)
1
Uk+1 — 5(@k+1+ﬂ)k+1), k:O,l,...,n—l.

8.5 Metode cu un pas avand cu ordinul de consistenta
p=4

Din acesta clasid de metode face parte metoda Runge-Kutta clasici, cu
functia de iteratie data sub forma:

1
o(t,u;h) = 8 [k1 + 2ka + 2ks + k4],
v ho o h
unde ¢ € [a,b], 0 < h < b—t, u € RY iar ky=f(t,u), ka=f t+§,u+§k1 ,

h h
k3:f<t+§,u+§k2> §i k4:f(t—|—h,u-|—hk3).
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Se poate arata ugor ca metoda Runge-Kutta ce corespunde functiei ¢
de mai sus, pentru o functie suficient de neteda f, are ordinul de consistenta
p=4.

8.6 Metode de aproximare multipas a solutiilor
problemelor cu valori initiale

Pentru a mari ordinul de convergenta a solutiilor aproximative a prob-
lemelor cu valori initiale (8.1.1)-(8.1.2), se folosesc aga numitele metode de
aproximare multipas.

Definitia 8.6.1. Metoda multipas sau cu m pasi pentru rezolvarea aproxi-
mativd a problemei cu valori initiale (8.1.1) —(8.1.2), pe o retea echidistanta,
consta in determinarea valorilor ugyy, din relatiile:

m
(8.6.1) Z QU5 = h(p(tk, Uy ooy Uk4+my h),
j=0
pentru fiecare k = 0,1,...,n —m, unde coeficientii a; € R cu oy, # 0 sunt

dati. Functia de iteratie ¢ este definita astfel:
(8.6.2) @ :[a,b] x RV)™H xR, — RY,

iar punctele diviziuni sunt:

b—a
—

(8.6.3) tr,=a+kh pentru k=0,1,....,n, cu h=

Valorile initiale ug, . . ., um—1 € RY nu sunt date.

Observatia 8.6.1. 1°. Definitia 8.6.1 trebuie completata cu o procedurd de
mattalizare pentru a obtine valorile initiale pe toata diviziunea, adicd ug = yo
dat din (8.1.2), iar uy,ug,...,um—1 € RY pot fi determinate, de evemplu,
furnizat de o metodd cu un pas printr-un algoritm.

2°. Metoda (8.6.1) se numeste implicita daca funclia ¢ contine ne-
CUNOSCUta Ugym, 1ar dacd functia ¢ nu depinde de ugy.,, metoda se numeste
explicita.

3°. Daca functia ¢ din (8.6.1) are forma particulara

m

ot uo, . Ui h) = Bif(t + jh,uy)

J=0

cu coeficientii 3 dati, atunci (8.6.1) se numeste metoda multipas liniard.
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Ca un caz particular bine cunoscut, amintim metoda lcu 2 pasi iniard,
adica metoda punctuluir de majloc:

Uk4-2 :uk—|—2hf(tk+1,uk+1), ]{3:0,1,2,...,77,—2.

8.7 Ordin de convergenta, ordin de consistenta si
stabilitate

Fie u;, i = 0,m — 1, m aproximatjii pentru valorile y(a+ih), i = 0,m — 1,
ale solutiei problemei v’ = f(t,y), y(a) = yo.
Definitia 8.7.1. Spunem cd metoda multipas (8.6.1) pentru rezolvarea aprox-
imativa a problemei cu valori initiale y = f(t,y), y(a) = yo are ordinul de
convergenta p > 1, dacd pentru o constanta C > 0 i valorile initiale
Ug, -+ U1 € RY din relatiile ||u; — y(t;)|| < ChP pentrul=0,...,m —1,
rezultd ca eroarea globala de discretizare satisface relatia:
(8.7.1) , nax llug — y(t)]| < KhP,

unde K > 0 este o constantd independentd de marimea pasului h.

Definitia 8.7.2. Numim eroare locala de discretizare in punctul (t,y(t))
relativa la h, pentru metoda multipas (8.6.1), functia n data de relatia:

(8.7.2)
U(ta h) -

m
. b—t
= [Zajy(tﬂh)] —ho(t,y(t),y(t +h), ..., y(t+ mh);h), 0 < h < —
=0 m
Definitia 8.7.3. Spunem ca metoda multipas (8.6.1) are ordinul de consis-
tenta p > 1, daca exista o constanta C si un numar suficient de mic ho > 0
astfel incdt urmdtoarea estimare sd aiba loc:

In(t, h)|| < ChPTY, pentru orice a <t < h si 0<h<hc.
In studiul convergentei metodei multipas, conditia lui Lipschitz asupra
functiei ¢ : [a,b] x (RY)™*!1 x R, — R din (8.6.1) are un rol important.

Deci spunem ca ¢ verificd conditia lui Lipschitz daca exista L, > 0 astfel
incat

(8.7.3) Hcp(t,vg, cesUms h) — @(t, wo, ..oy Wiy h)H <L, Z v — wjl,
7=0

pentru vj, w; € RN, j =0,m.
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Observatia 8.7.1. 1°. In cazul metodei multipas liniara pentru rezolvarea
problemei cu valori inifiale y'(t) = f(t,y(t)), yo = y(a), in care functia
f:a,b] x RN — RN este continud si satisface conditia lui Lipschitz datd de
(8.1.4), relatia (8.7.3) are loc pentru
Ly = Ly max [B;].
7=0,m

2°. Pentru determinarea valorilor ugim, k = 0,n —m, relafiile (8.6.1)
conduc la ecuatii de forma ugrm = V(Ugirm). De aici rezulta ca daca ¢
verifica conditia (8.7.3), atunci functia corespunzatoare ¢ verifica conditia

Q@
de contractie pentru h (0, %) . De aici rezultd ca ecuatiile de forma (8.6.1)
©
pentru h suficient de mic L, admit solutie unicd.

Definitia 8.7.4. O metoda multipas de forma (8.6.1) spunem ca este sta-
bila (zero stabila), daca polinomul generat cu coeficientii o; din algoritmul

(8.6.1)
(874) P(Z) = amzm —+ amilzm_l + 4 Qg

satisface condifia radacinii sau condifia lui Dahlquist, adica:

a) Toate radacinile z ale ecuatiei P(z) = 0 verifica relatia |z| < 1;

b) Daca z este o radacindg a lui P(z) = 0, pentru care |z| = 1, atunci z
este radacinag simpld.

8.8 Convergenta metodei multipas

Urmatoarea teorema oferd un rezultat important relativ la convergenta
metodei cu m pasi [122].

Teorema 8.8.1. Dacd metoda cu m pagi (8.6.1), de rezolvare aprozimativa

a problemei cu valori initiale vy = f(t,y(t)), y(a) = yo este stabila (zero

stabila) si daca functia ¢ satisface conditia lui Lipschitz (8.2.3), atunci ezista

constantele K > 0 si ho > 0 astfel incat pentru 0 < h = i < h¢, are
n

loc urmadatoarea relatie:
=0,n =0,m u<t<b—m

850)  moxfu - ol < K | max oyl + (_max ol ) /o]

Demonstratie. Pentru schitarea demonstratiei vom considera cazul scalar
(N =1) si oy, = 1. Notatile folosite sunt:

e =ur— Yk, Yr=2ytr), k=0,n
ne = n(tg, h), k=0,n—m.
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Cu ajutorul definitiei 8.7.2, adica a erorii locale de discretizare, pentru k =
0,n — m putem scrie:

m
> ity = ho(t,ye, - Yerms b) + N,
§=0
iar din (8.6.1) rezulta
m
Z QjUktj = hg@(tk, Uks -« -y Uk+m; h)
j=0

Scazand membru cu membru ultimele doua egalitati, avem:

m
(882) D ajeny; = h[p(te k-, kpmih)
=0

— ot Yks - Yhgmi D) — e = Ok — T,

unde am notat o = [@(tk, Uk, - - -, Ukrms h) — @&, Yks - - -, Yipms B) | P
Relatia (8.8.2) se poate scrie sub forma matriceala:

(883) By = AE, + F;,, unde Ae€ Rmxm’ E, F, e R™
. [0 ... 0 0 ]
. 0o 0 1 0 0
k+2
Ek+1 = . ) A= : : . ;

. 0 1
ktm | —@0 —OQ1 ... —Qmp—2 —Ompm_1

€L 0

€k+1 :
: 0

€ktm—1 Ok—ny

Din relatia (8.8.3), folosind inductia matematica, se obtine relatia:

k—1
(8.8.4) Ey=A"Ey+) AM'E, k=0n—m+1
v=0

Observam ca polinomul P din Definitia 8.7.4 este chiar polinomul caracte-
ristic al matricei A si deci radécinile sale sunt valorile proprii ale lui A.
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Pentru a demonstra stabilitatea metodei cu m pasi este nevoie de propri-
etatea de marginire a sirului matriceal (A¥);>0, adica

(8.8.5) 4% <C, k=0,1,...

cu C > 0 o constanta arbitrara.
Urmatoarea lema, pe care o dam fara demonstratie, ne ofera un rezultat
in acest sens.

Lema 8.8.1. Fie matricea A € R™ ™. Sirul matricelor A, A?, A3, ... este
marginit dacd si numai daca sunt itndeplinite urmdatoarele doud condifii:

(1) raza spectrald a matricei A este mai micd sau egald cu 1;

(ii) toate walorile proprii matricei A, cu proprietatea ca [N = 1, core-
spunde blocurilor Jordan de dimensiune 1 (ordinul de multiplicitate geome-
tric egal cu ordinul de multiplicitate algebric).

Folosind relatiile (8.8.4) si (8.8.5), rezulta

k—1

1Eolloo + > 15l

v=0

(8.8.6) 1 Ek]ls < C , k=0n—m+L

Din relatiile (8.8.2) si (8.8.3) se poate obtine o majorare a termenului al
doilea din membrul drept al inegalitatii (8.8.6), reusind in final s& demon-
stram relatia (8.8.1).

O consecinta directda a Teoremei 8.8.1 este

Corolarul 8.8.1. O metoda cum pasi (8.6.1) stabild si cu ordinul de consistenta
p > 1 gi o functie de iteratie ¢ ce satisface conditia lui Lipschitz (8.2.3) are
ordinul de convergenta p.

8.9 Ordinul de consistenta in cazul metodelor mul-
tipas liniare

In cazul particular al metodelor multipas liniare, ordinul de consistenta
si eroarea locala de discretizare se pot determina mai simplu. In acest sens
are loc urmatoarea:

Lema 8.9.1. Fie o metodd cu m pasi liniara

m m
Zajuk—‘rj :hZﬁjf(tk’-i-]auk-‘r])v k=0,n—m,
j=0 j=0
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pentru f € CP ([a,b] X RN,RN) cup>1.
Daca conditiile

(8.9.1) Zm: [j’“aj - kj’f—lﬁj} =0, k=0,p,
=0

sunt indeplinite, atunci metoda cu m pasi este consistenta de ordinul p. In
plus, pentru f € CP1 ([a, b] x RN,RN) eroarea locald de discretizare are
forma

(8.9.2) n(t, h) = Cpray® ()R T + O(hPF?),

jPa; B jpﬁj]
(p+1)! p!

Demonstratie. Se cunoaste din ipoteza teoremei ca solutia problemei cu
valori initiale ¥/ = f(t,y), y(a) = yo va avea proprietatea y € Cffb%. Dez-

unde Cp1 =370 [

voltand in serie Taylor functiile y si ¢’ in punctul ¢ € [a,b — mh] se obtine

Py (¢
g+ = SO ek o,

’ : yk+1(t) ke k P
y(t+ih) = > It O(h) =

Py
= Zkyk—ft)jk—lh’f—hromp).

Eroarea locala de discretizare va fi:

agy(t+jh) —hY B f(t+ jhy(t+ jh)) =
j=0

n(tv h) =

1M

I

<
Il
o

[ojy(t + jh) — hBsy (t + jh)] =

L L (k) (¢
— Z ija] . k]k_lﬁ] Yy k'( ) hk: + O(hp+1) —
k=0 | j=0 '

=0

h—t
= O™ pentru 0<h<—,
m
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deoarece au loc relatiile (8.9.1).
Daca inlocuim in ultima relatie p cu p + 1 se obtine (8.9.2), iar din definitia
8.7.3 rezulta ca metoda cu m pasi liniara are ordinul de consistenta p.

Observatia 8.9.1. Daca scriem explicit primele doud ecuatii din (8.9.1)
pentru k=0 gi k=1, oblinem:

Za] = P(1) =0, respectiv Z]Oéj = P/( Zﬂ]

7j=1
Dm (8.7.3) stim ca P(z) = amz™ + ..., ap, dm pmma relatie obtinutd
pentru k = 0 rezulta P(1) = 0, tar din a doua P'(1) # 0. De aici con-
cluzionam ca o metodd cu m pasi liniara, stabila st cu ordinul de consistenta
p va avea proprietatea ca P'(1) # 0.

8.10 Metode multipas liniare particulare

Un caz particular al metodelor multipas liniare se obtine folosind formule
de cuadratura pe noduri echidistante, cu diferente finite regresive.
Fie g, g1, ..,9» € RN, r+1 elemente date si zg, zo+h, ..., xo+7h, r+1

'
noduri in intervalul [c, d] C R. Notam cu ITY = {P(t) = Z ant® an € R"}.
Urmitoarea lema di forma polinomului de interpolare P € IV, care verifica
relatiile P(zg + ih) = g;, i = 0, 7.

Lema 8.10.1. Fie o retea de r + 1 noduri echidistante x; = xo + lh pentru
[ =0,1,....r, cu xg € R si h > 0. Atunci polinomul de interpolare unic
determinat P € TIY are forma:

(8.10.1) P(z, + sh) = kzzo(_l)k<_’f )ngr, s eR,
unde
—S —s)(=s—1)...(—s— —1)k
(8.10.2) <k) _ ot 1)k! ( k1) _ ¢ kl') s(s+1)...(s+k—1),
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Pentru demonstratia lemei se foloseste forma lui Newton a polinomului

P cu diferentele divizate ag = [2y,..., 7 _g;9] ERY, k=0,1,...,7

Pz, +sh) = ao+tai(xp+sh—z,)+...+ar(zp+sh—x,) ... (z,+sh—x1)=

T k-1
= Zak H(ZL‘T +sh—x,_j) =
k=0  j=0

r k—

— Z“k
k=0 j=
r k—1 r
= > b [[(s+4) = Zakhk(—l)kk!< ;).
k=0 k=0

J=0

1
(zr + sh — (z, — jh)) =
0

Folosind si reprezentarea diferentelor divizate obtinuta prin inductie

[xlvg] =4a :vogb 1:0717"'7T

[l‘ T g]: [‘Tla"'a'xl—k—lag]—[q;la"'axl—k;g] _
Iy ooy Ll—k Lh

Vklg —VFlg_, Vkg
=TG- OkE  ame 0 SRR LT

de unde rezulta relatia (8.10.1).

Lema 8.10.2. Pentru o functie datd g € CT—H([C, d]jRN) $t pentru o diviz-
iune echidistanta vy = xo+1h € [¢,d], 1 =0,...,r, fie P € Hﬁv polinomul de
interpolare corespunzator.

Eroarea de interpolare in punctul x, + sh € [c,d] are reprezentarea

—S

(8.10.4) g((pr + Sh) — P(l’r + Sh) — (_1)r+1 <T O

Fis) = (8" () ___ e R,

Jj=LN

)F(s)hm,

iar £(s) € [e,d], j =1, N sunt puncte intermediare.

Demonstratie. Din Teorema 1.4.3 se stie ca

w(z, +sh)g TV (g(s))

(r+1)!

gj(xr + sh) — Pj(z, + sh) =

unde w(z) = (x — z9) ... (xr — x,), iar g; si P; sunt componentele de ordin j



Metode multipas liniare particulare 283

ale vectorilor g, P cu N componente. Folosind (8.10.2) se poate calcula

T

w(wy +sh) = [ [ (@ + sh = (@, = jh) = " [[ (s +4) =
j=0 Jj=0

= B (=)t (Tfl) (r+1)!

de unde rezulta (8.10.4).
Folosind rezultatele de mai sus, cele mai cunoscute metode multipas se
deduc usor.

Metoda Adams.

Se observd c& solutia y : [a,b] — R a problemei cu valori initiale
y' = f(t,y), y(a) = yo, verifica relatia:

ti+m
8.105)  yltren) = tromr) = [ SEyO)t 1=0.1,..n - m

titm—1

Metodele de aproximare de tip Adams se obtin prin inlocuirea functiei f
cu polinoame P de interpolare convenabil alese. Daca notam cu ujym,

aproximatiile valorilor y;1,,, { = 0,1,....,n — m, din relatia (8.10.5) de-
ducem:

tl+m
(8106) Ul4+m — Ul+m—1 = / P(t)dt

tirm—1

Astfel, daca polinomul de interpolare P se ia de forma:

{ Pelll |, Pit)="f,j=LI+1,...,l+m—1,

8.10.7 .
( ) fi=Fftj,uy), j=0L1+1,...,l+m—1,

se obtine metoda Adams-Bashfort cu m pasi, m > 1.
Reprezentarea explicitd a metodei Adams-Bashfort este data in:

Teorema 8.10.1. Metoda Adams-Bashfort cu m pasi are forma:

m—1
(8.10.8) Uipm — Ugm—1 = > %V frymo1, 1=0,1,...,n—m,
k=0

unde coeficientii v, au forma:

1
(8.10.9) e = (—1)’“/ <ks>ds, k=0,1,..., .
0
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Coeficientii vy se pot calcula recursiv cu relatia:

1 1 1 1
8.10.10 — — R/ =1
( ) k+170+k71+k_172+ 5 V-1 N
pentru k=10,1,... .
Demonstratie. Folosind Lema 8.10.1 cu z; = 45, 7 = 0,1,...,m — 1 si

conditiile (8.10.7), avem:

titm 1
(8.10.11) / P(t)dt = h/ P(titm—1 + sh)ds =
0

titm—1
m—1 1
—S
= by (-1 /0 (k)dsv’“mml,
k=0

de unde rezulta fara dificultate (8.10.8).
Pentru a schita demonstratia relatiei (8.10.10) se foloseste functia gene-
ratoare:

00 o} 1
. k _ Ak —8 s —
G(t) : kzzow kzzo( t) /O (k)d
= YIS (s )| ds = 18— Sds =
_/O[kz()(k)(t)]d_/o( t)"%ds =
= 71 1 t_8821— t 1<t<l
= Tha-p Y P G gy Y R

—S

[o.¢]
Am folosit faptul ca seria Z ( I

>(—t)k este uniform convergenta pentru
k=0

s€[0,1] cu =1 <t < 1, in acest caz kS <1

Din primul si ultimul termen al girului de egalitati, rezulta:

(8.10.12) G(t)_ln(tl = _ 1;, It < 1,

unde, dezvoltand in serie de puteri functia In gi explicitand functia G(t),
avem:

tt?
(Yo + 71t + 72t +...) (1+§+§+...> =14+t+t24...
Identificand coeficientii puterilor ¢°, t!,¢2, ..., in ambii membri ai egalitatii

de mai sus, se obtine (8.10.10).
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Observatia 8.10.1. Din formula (8.10.10) obtinem, de exemplu, primii pa-
tru coeficienti o, 1, Y2 St Y3, astfel:

_1 1 5 3
W=HLMN=5727 150 BT g
Cu acesti coeficienti, pentru m = 1,2, 3,4, metoda Adams-Bashfort poate fi
reprezentatd ca metoda liniara multipas astfel:

m=1:uy1 = w+hf;, 0<I<n-1;

m=2:uyy = ul+1+g(3fl+l_fl)a 0<Ii<n-—2

m=3:u43 = Ul+2+%(23fl+2_16fl+1+5fl)a 0<1I<n—-3;
m=4:uy4 = ul+3+2—}2(55fl+3—5gfl+2+37fl+1—9fl), 0<l<n—4.

Se poate observa ca pentru m = 1 se ob{ine metoda Euler.

Proprietatile principale ale metodei Adams-Bashfort sunt date de urmatoarea
teorema:

Teorema 8.10.2. Metoda Adams-Bashfort cu m pasi este zero-stabild, iar
pentru f € C™ ([a, b] x ]RN,]RN) metoda are ordinul de consistenta p = m.

In plus, constanta de evaluare a erorii este egald cu Y-

Pentru demonstratie vezi [122].

Metoda Adams-Moulton.

Definitia 8.10.1. Inlocuind in (8.10.6) m > 1, polinomul de interpolare
P c IIY, cu polinomul definit astfel:

P(t;)) = f;, j=L1+1,..l+m,
fi = fj,uy), j=L1+1,...1+m,
se ob{ine metoda Adams-Moulton cu m pasi.

Similar metodei Adams-Bashfort, rezultate reprezentative ale metodei
Adams-Moulton sunt prezentate de urmatoarea teoremas:

Teorema 8.10.3. Metoda Adams-Moulton cu m pasi consta in determinarea
aproximatiilor upy.,, cu ajutorul relatiilor:

(8.10.13) Uipm = Ugm—1 =1 Y (V¥ frym, 1=0,1,...,n—m,
k=0
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unde coeficientii 7, sunt dati de relatiile:

0 /_
(8.10.14) Y = (—1)k/ ( ;) ds, pentru k=0,1,...,
-1

care sunt independenti de m si se pot calcula recursiv cu 7y = 1 din relatia:

(8.10.15) Lot i L iy =0
LY. k:—l—l% F AT 12 o V=1 T Tk =Y

pentru k =1,2,... .

Observatia 8.10.2. Din relatia (8.10.15) se pot calcula primii patru coeficienti
Yos Y15 V2, V3 §t se obtin valorile:

1 _ 1 _ 1
Yo=1, M1=-35 ’72:—57 ’Yszﬁ-

Pentru cazurile particulare m = 1, m = 2 sau m = 3, metoda Adams-
Moulton are urmdtoarea reprezentare clasicda ca metoda liniarda multipas:

h
m=1:uy = Ul+§(fl+1+fl)7 0<i<n-—1;
h
m=2:uo = Ul+1+1_2(5fl+2+8fl+1_fl)a 0<Ii<n-—2;

h
m=3:uy3 = U2+ ﬁ(9f1+3 +19fi42 =5firi + fi), 0<1<n-3.

In cazul m = 1, se obtine cunoscuta metodd a trapezelor.

Proprietéatile fundamentale ale metodei Adams-Moulton sunt prezentate
in urmatoarea teorema:

Teorema 8.10.4. Metoda Adams-Moulton cu m pasi este zero-stabild, iar
pentru f € C™t1 ([a,b] X RN,RN), metoda are ordinul de consistentd p =
m + 1. Constanta de evaluare a erorii este 7, 1.

Observatia 8.10.3. Avantajul metodei Adams-Moulton cu m pasi fatd de
metoda Adams-Bashfort cu m pasi este ca prima are ordinul de convergentd
mai mare, dar are dezavantajul cd obtinerea solutiei numerice up ., € RY
conduce la rezolvarea unui sistem neliniar.
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Metoda Nystrom si metoda Milne-Simpson.

In constructia acestor metode, ideea de baza consta in faptul cd ecuatia
diferentiala y' = f(t,y(t)) se integreaza de la t;1 o la t;4,, adica:

W(tiem) — Y(tiem—2) = / T ),

tl+7n72

pentru [ = 0,1,...,n — m, iar metodele concrete se obtin prin inlocuirea
functiei f cu polinoame de interpolare P convenabil alese. In acest fel se
obtin aproximatiile:

tl+m
(8.10.16) Ulpm — Upm—2 = / P(t)dt, 1=0,1,...,n—m.

titm—2

Metoda Nystrom.

Definitia 8.10.2. Metoda Nystrom cu m pasi, m > 2, se obline dacd in
relatia (8.10.16) P este polinomul de interpolare determinat cu conditiile:

Pen?

Pt;)=f;, j=L1+1,..,0l4+m-—1,
fj:f(tj7uj)7 ]:l,l+1,7l—|—m_1

Reprezentarea explicita a metodei Nystrom se obtine in mod similar cu
cea a metodei Adams-Bashfort.

Teorema 8.10.5. Metoda Nystrom cu m past este data prin relatia:

m—1

(8.10.17)  wpam — Uipm—2 =D > V¥ fiimo1, 1=0,1,...,n—m,
k=0

unde coeficientii 6y se calculeaza cu relatiile:

1 —
(8.10.18) @:cqf/)<;)m k=0,1,...,m—1.
-1

De asemenea, 0, k = 0, m — 1 verifica relatiile: dg = 2,

1 1
6o+ — 01 +

(8.10.19) !
10. Fr1 TR T R

1
B -+ 5 B + 8 = 0.

Observatia 8.10.4. Din relatia (8.10.18) se pot calcula primii 5 coeficienti,
obtinandu-se:
1 129

60:27 51:07 522575325754_%‘
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Reprezentarea metodei lui Nystrom cu m pasi, pentru m = 2, m = 3 §t
m =4 are forma:

m=2:uyo = w+2hfi1, 1=01,....,n—2;

h
m=3:u43 = Ul+1+§<7fl+2_2fl+1+fl)7 [=0,1,....,n—=3;

h
m=4:u4y = Ul+2+§(8fl+3—5fl+2+4fz+1 - f), 1=0,1,....,n—4
Pentru m = 2 se obtine formula punctului de mijloc.
Proprietatile fundamentale ale metodei Nystrém sunt date in:

Teorema 8.10.6. Metoda Nystrom cu m pasi este zero-stabila, iar pentru
o functie f € C™ ([a, b] x RN,]R”) are ordinul de convergentd p = m. Con-

stanta din evaluarea erorii este §5m.

Metoda Milne-Simpson.

Metoda Milne-Simpson cu m pasi, m > 2, se obtine daca se folosesgte
polinomul de interpolare determinat cu conditiile:
P eIl
P(t]’):fj, j:l,l—{—l,...,l—l-’m,,
fj:f(tj,Uj), j:l,l+1,...,l+m.

Reprezentarea explicitd a metodei Milne-Simpson este datd In urmatoarea
teorema:

Teorema 8.10.7. Metoda Milne-Simpson cu m pasi, cu m > 2, este datd
prin relatiile:

m
(8.10.20) Uipm — Uigm—2 = Y 6kVF fiim, 1=0,1,....,n—m,

k=0

cu coeficientii:

0/
(8.10.21) Sk:(—l)k/ <ks>ds, k=0,1,...,m.
-2

Acesti coeficienti se pot calcula recursiv cu dg = 2, 01 = —2 §i

1 - 1-
oo+ =01+

.10.22
(8.10-22) kE+1 k k-1

_ 1_ _
52+"'+§5k—1+5k:07

pentru k =2,3,...,m.



Metode multipas liniare particulare 289

Observatia 8.10.5. Din relatia (8.10.21) se pot calcula usor primii 5 coefi-
cienti:
Bo=201= 2 Sa= £ 5320, 01 = —
0 » 01 1 02= 5,03 , 04 90
Pentrum = 2, respectiv m = 4, metoda Milne-Simpson cu m pasi furnizeazd
urmdtoarele reprezentari:

h
m=2:u4y = Ul+§(fl+2+4fl+l+fl)a [ <n-—2;

h
m=4:ups = wsrtgs (29 fiya+124fi3+24fiio+4fi1—fi), | < n—4.

Pentru m = 2 se obtine metoda lui Milne, care se poate asimila cu formula
de integrare numerica a lui Simpson.

Teorema 8.10.8. Metoda Milne-Simpson cu m pasi, pentru m > 2, este

zero-stabila, iar pentru m = 2 si functia f suficient de netedd, metoda lui

Milne are ordinul de consistentd 4 si constanta de evaluare a erorii egald cu
1

180"
Pentru m > 4 si funclia f suficient de neteda, metoda Milne-Simpson

cu m past are ordinul de consistentd p = m + 1, iar constanta de evaluare a

erorii egald cu §Sm+1.

Observatia 8.10.6. In caz general, pentru un numar k > 3, se obfin metode
multipas prin integrarea ecuatiei diferentiale y' = f(t,y) de la tjym—k latiym,

tl+m
y/<tl+m) - y(tler—k) = / f<t7 y(t)>dt7 [ = 07 17 s, =,

titm—k

1ar tnlocuind functia f prin polinoame convenabile de interpolare P se obtin
aproximatiile:

ti4m
Ul4m — Ul4+m—k = / P(t)dt, = 0, 1, cees— M.

titm—k
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Capitolul 9

Metode de integrare
numerica a ecuatiilor
diferentiale si cu derivate
partiale cuconditii la limita

9.0 Enuntul problemei

Multe probleme practice, cum ar fi calculul distributiei campului termic,
a distributiei campului de deformatii, sau a distributiei cAmpului de tensiuni
intr-un corp elastic omogen si altele, conduc la probleme cu conditii la limita
privind ecuatiile diferentiale sau ecuatiile cu derivate partiale.

Un exemplu simplu de problema la limita, pentru o ecuatie diferentiala
ordinara de ordinul doi, are forma:

W' = f(x,u,u), x € la,b
u(a) = o, u(b) = 4,
unde [a,b] C R, o, 8 € R si functia f : [a,b] x R? — R este dati, iar functia
necunoscuti v : [a,b] — R si u € C?[a, b].
In cazul ecuatiilor diferentiale ordinare de ordinul n, una din problemele
cu conditii la limita poate fi reprezentata astfel:

u™ = fz,udd,. . u" ), € [a,b]

n—1
chju(j)(a) + dkju(j)(b) =q k=01,....n—1,
§=0

291
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unde functia f : [a,b] x R" — R si coeficientii cgj, di; si ar € R sunt dati,
iar functia necunoscuta u : [a,b] — R este din clasa u € C"|a, b].

Cele mai cunoscute metode de rezolvare numerica a problemelor cu
conditii la limitad sunt: metoda diferentelor finite si metodele variationale
(Ritz, Galerkin) cuplate cu metode de element finit.

In cele ce urmeaza, vom analiza un caz special de problema cu conditii
la limita si anume problema Sturm-Liouville:

(9.0.1) Lu=—u"(z) +r(z)u(z) = f(z), =€ la,b]

(9.0.2) u(a) =, u(b) =0,

unde 7 : [a,b] — R, f : [a,b] — R sunt functii continue date, iar «a,f
constante reale.

Pentru cazul particular al problemei la limita Sturm-Liouville (9.0.1) -
(9.0.2), conditiile de existenta si unicitatea solutiei sunt date de urmatoarea
teorema:

Teorema 9.0.1. Problema bilocala Sturm-Liouville (9.0.1) — (9.0.2) are o
solutie unicd u € C?[a,b] dacd r,f : [a,b] — R sunt functii continue si
r(z) >0, Vz € [a,b].

O metoda de transformare a problemelor la limita in probleme cu conditii
initiale este metoda tirului (de tragere).

9.1 Metoda tirului (de tragere)

Scopul acestei metode consta in reducerea problemelor cu conditii la
limita la probleme cu conditii initiale, pentru care au fost prezentate metode
de integrare in Capitolul 8.

Reducerea problemei cu conditii la limita (9.0.1) - (9.0.2), la o problema
cu conditii initiale, se poate face prin combinarea unor solutii particulare a

(9.1.1) W= flryud), w(e)=a si d'(a) =s,

unde s este un parametru real.

solutia

(9.1.2) uw(z) = up(x) + auy (z) + suz(x), cu
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(9.1.3) Luy(z) = f(x), wup(a)=uy(a) =0
(9.1.4) Lui(z) =0, wi(a)=1, wuj(a)=0
(9.1.5) Lug(z) =0, wug(a) =0, uh(a)=1,

impunem ca u(b) =  de unde avem

(9.1.6) 5=

UQ(b) [ﬁ - Up(b) - aul(b)] :

Numele de metoda a tirului (de tragere) provine din urmatoarea inter-
pretare: daca problema (9.0.1) - (9.0.2) reprezinta ecuatia de migcare a unui
punct material, atunci panta s a traiectoriei in x = a este determinata din
conditia ca traiectoria sa treaca prin punctul (b, 3).

Pe langa metodele specifice problemelor cu valori initiale prezentate in
Capitolul 8, care se pot aplica problemelor la limita transformate in probleme
cu valori initiale folosind metoda tirului (de tragere), amintim doud metode
de aproximare combinate cu metoda tirului (de tragere).

9.1.1 Metoda tirului (de tragere) aproximata cu metoda lui
Newton

Fie problema cu conditii la limita
(9.1.7) u' = f(z,u,u’), ula| = «, ulb| = 8.
Consideram problema cu conditii initiale corespunzatoare acesteia:
(9.1.8) u" = f(z,u,u'), z € [a,b], u(a) = a, ¥(a) = s,
a carei solutie, pentru fiecare s € R, exista si o notam astfel:
(9.1.9) u(-,s) : [a,b] — R.
Parametrul real s va fi determinat asa incat u(b, s) = (3, si deoarece functia
u(-,s) : [a,b] — R reprezinta solutia ecuatiei cu conditii la limita (9.1.7),
conditia u(-, s) = u(-) este indeplinita pe intervalul [a, b].

Pentru determinarea parametrului s trebuie rezolvata o ecuatie neliniara

(9.1.10) F(s) :==u(b,s) — (3, s € R,
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care poate fi rezolvata aplicand metoda lui Newton

F(sn)

(9.1.11) Snil = Sp — Fi(sn)

n=01,....

Algoritmul (9.1.11) poate fi interpretat astfel: la fiecare pas n, valoarea
functiei F', F(sy), este solutia unei probleme cu valori initiale de forma
(9.1.8), solutie care poate fi determinata si cu metoda unipas sau multipas
din Capitolul 8.

Metoda Newton care aproximeaza metoda tirului (de tragere) se justifica
complet prin urmatoarea lema.

Lema 9.1.1. Daca functia F' din (9.1.10) are toate proprietatile de diferentia-
bilitate necesare in Vs € R, derivata ei va fi

0
(9.1.12) F'(s) = 2L (b, 5) = v(s),

ds
atunci solutia ecuatiei F'(s) = 0 este solutia unei probleme cu valori initiale
pentru o ecuatie diferentiald ordinard liniard de ordinul doi, de forma:

(9.1.13) { z'(’(gﬂ):ofhv(/ﬂizs)i(:f? + ga(w, 8)v' (), € [a,b)],
unde
(9.1.14) g1(x,s) = % <$,u(x, s), % (, s)) 56

0

Demonstratie. Derivand de doua ori functia v din (9.1.12) si tinand cont
de notatiile din (9.1.8), (9.1.9) si (9.1.10), avem:

0u d ou
" . vu _ ¢ _
v (.’L’) - 6881132 (.CU,S) ds f (.%',U(JJ,S), 695 (.Q?,S))
_of ou ou

3 (x,u($, s), %(:v,s)> v(x)—}—% <x’u(x75)7 %(%8)) (@),

cu x € [a,b]. Folosind notatiile (9.1.14) si u(a,:) = a = v(a) = 0 si
0
8—u(a, s) = s = v/(a) = 1 se obtine (9.1.13).

x
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9.1.2 Metoda tirului (de tragere) aproximatd cu o metoda
de iteratie clasica

Pentru a rezolva aceeasi ecuatie neliniard F(s) = 0, se pleaca de la
iteratia de punct fix

(9.1.15) Sn+1 = Sn —YF(sn), n=0,1,...,

cu sg € R o valoare initiala gi parametrul v > 0, se poate demonstra ca
sunt indeplinite conditiile necesare proprietatii de contractie, ce garanteaza
convergenta procesului iterativ (9.1.15).

9.2 Metoda diferentelor finite pentru rezolvarea
problemelor cu conditii la limita

Consideram problema Sturm-Liouville cu conditii la limita omogene:
(9.2.1) —u" +ru=f, wu(a)=u(b)=0.
Presupunem ci aceasts problems admite o solutie u € C*[a,b], r, f € Clap)s
r > 0. Consideram o partitie uniforméa cu pasul h a intervalului [a, b] C R,

b—a

(9.2.2) r,=a+kh, k=0,1,...,N, cu h= N

Folosind dezvoltarea in serie Taylor a functiei u € C*[a, b], avem:

02 e Bas L S,
- W#, 6, € (0,1)
u(z —h) =u(z) - ull(?) h + ul;('x) n2 — “H;)(‘x) 3y
+ M ht, 63 € (=1,0)

de unde obtinem

—9 — 1
wr D) 22 TR ey O+ ) + a4 o)) 12

Derivata de ordinul doi a functiei v are urméatoarea expresie:

u\r — 2ulx ulx — 2
024) ()= WHN 2O FUT D0y g
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cu 6 6]91,92[.
Dacd in (9.2.4) neglijaim termenul h?, problema (9.2.1) devine:

k41 + 20 — V1
h2
k=1,2,...,N—15givy =wvn =0, care reprezinta un sistem de N — 1 ecuatii
cu tot atatea necunoscute.
Am notat aproximatiile vy, ~ u(zy), v = r(zx) i fr = f(zx), k =
1,2,...,N — 1.
Reprezentarea matriceala a sistemului (9.2.5) este

(9.2.5) +r(zr)vr = f(xr),

(9.2.6) % AV =F,
unde
ai; b
(9.2.7) A= |bm b

b an_1

cua; =2+mrh% i=1,N—1iarb=—1.

vy fi
v=| 2| p=| B | aervoxoen,
UN-1 fN—1

V eRN-1 FeRN-L
Daca in (9.2.6) tinem seama de notatia
v(x 4+ h) — 2v(z) +v(z — h)
h2

V" (z) =
sica
h2
E 9
rezulta ca reprezentarea erorii produsa de metoda de integrare cu diferente
finite a problemei (9.2.1) poate fi caracterizata in urmatoarea teorema.

0" (z) — " (x) = u (x + 0h)

Teorema 9.2.1. Folosind schema cu diferente centrate de ordinul doi din
(9.2.4), in rezolvarea problemei Sturm-Liouville (9.2.1), eroarea de aproxi-
mare este data in sistemul

1 —h?
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€1

€2
unde A este matricea data de (9.2.7), vectorul coloand E = ) este

EN-1

eroarea ¢; = v; — u;, t = 1, N — 1, iar vectorul coloand R este
U(4) (ZEl + 91]1)
R= :
u®(zn_1 4+ On_1h)
. : co 1 h?
Demonstratie. Relatia (9.2.8) rezulta din ﬁAU =F+ ER si (9.2.6),
uy
L) -
unde U = . ,cuu(zg) =ug, k=1, N —1.

UN-1
Evaluarea erorii solutiei aproximative obtinute cu metoda diferentelor
finite pentru problema (9.2.1) este prezentatd in urméatoarea teorema.

Teorema 9.2.2. Solutia aproximativa, folosind metoda diferentelor, a pro-
blemei (9.2.1) u € C*[a,b], verificd inegalitatea

12 [[u™]|oc.

(b—a)
_ <
 max, [vp — u(zp)| < 9%

Demonstratie. A se vedea [122] pag. 254.

Definitia 9.2.1. Spunem cd metoda cu diferente finite este convergentd,
dacd
max |vp — u(x 0 cand h— 0.
7"<k§N_1| k— u(Tg)| —
Din Teorema 9.2.2 rezulta cd metoda cu diferente pentru problema
(9.2.7) este convergenta.

9.3 Metode cu diferente pentru rezolvarea numerica
a ecuatiilor cu derivate partiale

Metodele cu diferente folosite in aproximarea solutiilor ecuatiilor cu
derivate partiale sunt cele mai vechi si cele mai simple. Acestea constau
in considerarea unei retele rectangulare, din domeniul de definitie a solutiei,
in intersectiile carora se aproximeaza ecuatia cu derivate partiale si conditiile



298 Integrarea ecuatiilor diferentiale si cu derivate partiale

limita, folosind formulele de derivare numerica. Neglijandu-se resturile din
formulele de derivare numerica, se obtine un sistem de ecuatii liniare sau
neliniare, dupa cum ecuatia cu derivate partiale este liniara sau neliniara.
Solutia acestui sistem de ecuatii, numit sistem aproximant, este aproxi-
marea numerica a problemei cu valori la limita in punctele retelei.

Un studiu complet al rezolvarii numerice a ecuatiilor cu derivate partiale
ar necesita parcurgerea urmatoarelor etape:

a) existenta si unicitatea solutiei sistemului aproximant;

b) estimarea erorii solutiei aproximative, adica diferenta dintre valoarea
solutiei exacta In punctele retelei si valoarea aproximativa,;

c¢) convergenta metodei, adica convergenta la zero a erorii intr-un punct,
atunci cand distanta maxima dintre punctele retelei tinde la zero.

De asemenea, in ideea implementarii acestor metode pe calculator, este
important de analizat stabilitatea numerica a schemei, adica propagarea ero-
rilor de calcul si influenta lor asupra rezultatului.

Metoda cu diferente are avantajul ca este mai simplu de aplicat, com-
parativ cu metodele Ritz-Galerkin, sau cu metodele de tip element finit, dar
are dezavantajul ca este aplicabila doar in cazul unor solutii cu un mare
grad de regularitate, minim de clasi C?, iar conditiile la limita si ecuatia
sunt aproximate distinct, ceea ce duce la estimari diferite ale erorilor din
interiorul domeniului fata de cele situate in vecinatatea frontierei.

Vom studia aproximarea solutiilor diferentiale de ordinul doi liniare,
unde necunoscuta este o functie de doud variabile de forma u = u(z,y).

Ecuatiile cu derivate partiale de ordinul doi prezinta un interes deosebit
in diverse domenii cum ar fi: propagarea undelor, transmiterea caldurii,
mecanica constructiilor, vibratii etc.

Fie o ecuatie cu derivate partiale de ordinul doi in care functia necunos-
cuta depinde de doua variabile independente z si y de forma:

0%u 0? 0%u < ou 8u>

u
~ _+B Z 4 F = =
922 T (x’y)amay +C(z,y) oz TE\mvvg g,

A(z,y)

Se observa ca aceastd ecuatie este liniard in termenii de ordinul doi, dar
ultimul termen poate fi liniar sau neliniar. Daca ultimul termen F' este
ou . Ju
o 51 a—yv
caz contrar se numeste cvasiliniara.

Vom folosi (9.2.4) pentru aproximarea derivatelor de ordinul doi si sim-
ilar se poate deduce aproximarea derivatei de ordinul intai:

liniar in raport cu wu, ecuatia de mai sus se numeste liniara, in

u\xr —u\xr — 2
©931) (@)=Y +h)2h( h)—%u'”(m’—i—Qh),He]—Ll[
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sau variantele

(9.3.2) u'(z) = u@ + h})l —u(@) _ % u"(x + 61h), 01 €]0,1],

u(l’) —’U,(.TI - h) + ﬁu”(ZL‘—FHQh), 0o G}— 1,0[

(9.3.3) u'(z) = W 5

Pentru a putea preciza ordinul de marime a restului in formulele de
derivare numerica, vom folosi simbolurile lui Landau O si 0. Daca f si g
sunt doud functii de variabild reala ¢, vom spune ca f(t) = O(g(t)), daca

t t
}i_r)r(l) % = ¢ > 0 si analog f(t) = o(g(t)) daca %g% % =0
Astfel se poate deduce ca resturile din formulele (9.2.4) si (9.3.1) sunt de

ordin O(h?), iar cele din formula (9.3.2) si (9.3.3) sunt de ordin O(h).

Ecuatiile cu derivate partiale de ordinul doi prezentate mai sus, se clasifica
in trei tipuri: eliptic, parabolic sau hiperbolic, in domeniul ei de definitie,
dupa cum semnul expresiei B2—4AC este negativ, nul sau pozitiv. Coeficientii
A, B gi C fiind in general functii de x si y, ecuatiile cu derivate partiale pot
fi de tipuri diferite in diverse regiuni ale domeniului lor de definitie.

9.3.1 Metode cu diferente pentru rezolvarea numerica a
ecuatiilor cu derivate partiale de tip eliptic

Consideram o problema cu conditii la limita de tip Dirichlet pentru o
ecuatie cu derivate partiale de tip eliptic, de ordinul doi, liniara, in doua
variabile.

Fie deci, un domeniu mirginit Q C R? a carui frontiera I" este o curba
inchisa continua si fie ecuatia
0%u 0%u ou ou

(9.3.4) Liu=A
cu conditia la limita pe frontiera I’

(9.3.5) ul =g

Presupunem ca functiile date A, B,C, D, E, f si g sunt continue si

(9.3.6) A>0,B>0, E<O0.

In ipotezele de mai sus rezulta ca (9.3.4) este de tip eliptic.
In ipoteza ci ecuatia (9.3.4) cu conditia (9.3.5) are o solutie u € C*(Q),
putem folosi aproximatiile (9.2.4) si (9.3.1) pentru a obtine un sistem de
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ecuatii a carui solutie si reprezinte aproximatii pentru problema (9.3.4)-
(9.3.5). Astfel vom considera o retea de drepte paralele cu axele de coordo-
nate

xi=x9+1ih, 1=0,+£1,+£2,...
ur =yo + kI, k=0,+1,42,...

ale caror puncte de intersectiec N(z;,yx) € Q. Punctele de intersectie se
numesc nodurile retelei (zg,y0) € Q, N(z;,yr) = Ni.

Notam cu * multimea nodurilor interioare, care au toti vecinii in €2
si cu I'* multimea nodurilor de frontiera care au cel putin un nod vecin
in afara lui 2.

Se presupune ca reteaua este suficient de fina, adica h gi [ sunt numere
nenegative apropiate de zero, astfel ca pentru oricare doua noduri din 2* si

I'* sa existe un drum in retea format din noduri vecine succesive.
l

Daca notam cu a = 7 si cu ujr = u(w;,yx) valoarea lui u pe un nod

interior i, ecuatia (9.3.4) devine:
(937) L(ulk) = L*(uik) — Tik = fz'k; VNzk S Q*,
unde L* este operatorul care aproximeaza operatorul L si are forma

— 22Uk + U1k

Ui+1.k
(9.3.8) L (i) = Agp—t> ~ +
U; — U + U U; — U
+ sz i,k+1 2zk: i,k—1 + Czk i+1,k i 1,k+
l 2h
Ug +1 — Ui k—1
Restul aproximarii r;; este dat de
h? o*u
ik =15 Aikw(%‘ + 0;h, i)+
*u 3 ~
+ aQBZ»,rg(()—y4 (i, yp + Trl) + QCz‘kW (zi + O:h, yr)+
d3u -
+ 2042Dik87y3 (@i, yr + Tkl)] .

Se observa usor ca operatorul L* poate fi exprimat in patru noduri vecine
interioare N;;, astfel:

(9.3.9) L*(uik) = aptiy1k + birthi—1k + CikUi k1 + dikti p—1 — €ixUik,
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unde
A, G A C;
9.3.10 o= 2 b = _
( ) Ak h2 + o s Uik h2 2 5
oo = B Dk Bix D
ik 12 21 s Wik l2 2] )
2A; 2B;
€ik = h;k l;k — Eik.

Estimarea restului are forma:

h2
(9.3.11) |rire| < ﬁmDax{(A+a23)M1+

h2
+ 2 (’C‘ +a2\D|) MQ} = ECl,
unde
0*u 0*u
My :max{sgp‘@}, sgp’a—?fl‘}
Pu u
Mg—max{sgp‘w), sgp’a—y:i‘}

Din (9.3.11) rezultd ca restul este de ordin O(h?).

Pentru a aproxima conditia la limita (9.3.5), consideram nodul Ny € T'*
si presupunem ca nodul N;_1  este exterior domeniului.

Fie N;. punctul de pe frontiera aflat pe orizontala ce uneste nodurile
Ni_1 si Ny, la o distanta 8;; < h de nodul N;;. Aproximarea conditiei la
limita (9.3.5), folosind formula cresterilor finite, are forma:

(9.3.12) uig = g(Nik) + Tig, Nig €7

ou
unde restul 7, = ﬁik% (i + 0;h, yi).

Se arata imediat ca

(9.3.13) [rik| < C2h,

0
unde Cy = Msmax{1l,a}, M3 = max { sup ’_u
o |0z

ou
]

Relatia (9.3.13) ne arata ca am obtinut o aproximatie de ordinul O(h).

Daca neglijam resturile in formulele de aproximare a ecuatiei si a conditiei
la limita, se obtin aproximari ale valorilor solutiei u;; pe care le vom nota
cu v, si care satisfac sistemul de ecuatii:

(9.3.14) L*(vik) = fik, VN € Q°
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(9.3.15) Vik = g(Nik)a Nik eI

Sistemul (9.3.14) - (9.3.15) are numarul de ecuatii si cel al necunoscutelor
egal cu N = card (" UT™).

Existenta si unicitatea solutiei sistemului (9.3.14) - (9.3.15) rezulta
din principiile maximului (minimului) pentru operatori eliptici. Pentru de-
talii se poate vedea [4] si [41].

Pentru estimarea erorii se noteaza €;;, = u;, — v 10 fiecare nod N; €
QFUI™, si scazand din ecuatiile (9.3.7), (9.3.12), respectiv ecuatiile (9.3.14),
(9.3.15), se obtin pentru €;;, sistemele de ecuatjii:

(9.3.16) L*(€ix) =ik, Y Ny, € 0

(9.3.17) Cir = Tik, VN eI™.

9.3.2 Metode cu diferente pentru rezolvarea numerica
a ecuatiilor cu derivate partiale de tip hiperbolic

Ecuatiile cu derivate partiale de tip hiperbolic si parabolic se mai numesc
si ecuatii de evolutie, deoarece ele contin pe langa variabilele spatiale si
variabila independenta timpul.

Cele mai simple modele de ecuatii hiperbolice sunt ecuatiile propagarii
undelor, iar pentru ecuatiile parabolice sunt ecuatiile propagarii caldurii.

Problema rezolvarii numerice a ecuatiilor de evolutie cu metoda diferentelor
se trateaza analog ca in cazul problemelor eliptice, dar aici se face distintie
intre discretizarea temporala si cea spatiala, iar schemele cu diferente pot fi
explicite sau implicite, in functie de nivelele de timp.

De asemenea, ca o particularitate in aproximarea ecuatiilor de evolutie,
este importanta propagarea erorilor de rotunjire de la un nivel de timp la
altul, ceea ce poate afecta rezultatul, in cazul unui numéar mare de intervale
de timp.

Vom ilustra metoda diferentelor pentru problemele cu conditii la limita
privind ecuatiile de tip parabolic sau hiperbolic liniare, cu o variabila spatiala
si una temporala.

Consideram ecuatia hiperbolica de forma:

_ ou 0%u ou
+ D(:L‘,t)@ + Gz, t)u = f(x,t)

ot
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unde functia necunoscuta u = u(x,t), xt e Rgi ¢t > 0 si
(9.3.19) A(z,t) >0, B(z,t) >0, VxzeR, Vt>D0.

Problemele cu conditii la limita sau cu conditii initiale relative la ecuatia
(9.3.18) pot fi:
a) problema Cauchy care are forma

Lu=f, xz€R, t>0

(9.3.20) 7“5(5’0) = ¢(x)
E (.f(}, 0) = ¢<$)

b) problemele mixte

Lu=f, z €lab], t>0

(9322&) ’LL(.%‘, O) = (p(;p)’ %(l‘, O) = ¢($), a<z<b,

u(avt) = ¢1(t)7 u(b7 t) = ¢2(t)7 t=>0

( Lu=f
ou

u(z,0) = p(z), 5(1170) =¢(@), a<z<b
(9.3.22b) ou

E (a,t) + Br(t)ula,t) = gi(t)

%(b,t) + Bo(t)u(b,t) = g2(t), t >0

cu f7 P, wa ¢17 ¢27 /617 627 91,92 func‘gii cunoscute.

9.3.2.1 Scheme cu diferente pentru problema Cauchy

Consideram reteaua de drepte paralele cu axa OX
zi=ih, i=0,+1,4£2,..., h>0

si cu axa timpului
tj=g7,7=0,1,2,..., 7>0.
Folosind formulele de derivare numerica din paragraful 9.3.1 i presupunand
cd problema (9.3.20) are o solutie u € CY(R x R, ):
uij = u(wi, ty), Aij = A(zi, 1)), Bij = B(xi,t)), Ciyj = Clwi, ty),
Dij = D(xiatj)a Gij = G($iatj)v
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obtinem pentru j > 1 urmatoarea relatie:

(9.3.23)  Luy = Ay—+2 i T g Mt ij + i1

2 )
Uitl,j — Ui—1,j

Uiji1 — Uij 1
+ Cij oh + Dij%Jr
+ Gijuij — rij = fij,
unde restul 7;; verifica
h2
(9.3.24) 7451 < {(AZJ +a Bl])M3 +2 (|CZJ‘ ta ’DZJ ) M4}

nwaﬂpmana:%$

)
o[}

Ecuatia discretizata la fiecare pas de timp ¢; cu j > 1 are forma:

(9.3.25) Luij = fij + 13

84
s = {sup ] s

o3
s = Lo [ 5],

unde operatorul L*u are expresia
*
(9.3.26) L = ajju; j1 + bijus j—1 + cijuip1j + dijui—15 + €ijuqj,

cu notatiile

Bij | Dij Bij Dy Ay Gy
(9320 ay=—"5+ 50 bw‘:‘fz mor ity
A Cyj 24;; 2B;
dij = h;] ZZ =- h;] + Z] + Gij.
Pentru aproximarea conditiilor initiale din problema Cauchy avem:
(9.3.28) Uip = P
unde ¢; = p(z;) si
du Uil — U0 _
ot (wi0) = — - o

unde restul 79 verifica relatia

0%u 0%u
(9.3.29) max {sup 552 ' SuP w} )
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Astfel ca vom obtine:

uio = i
9.3.30 ' _
( ) { Uil = @i + T + TTyp.

O aproximare mai buna a conditiilor initiale se obtine daca consideram

un pas de timp fictiv, £_1 = —7, obtinandu-se
6u Ui 1 — Ui —1 ~
ot (z,0) 27 0
de restul Ty verific 1'\—\<72 Ou Ou
unde restul ;g verifica relatia |7; —max ¢ |=—=|,sup | ==/ ¢-
10 t 0] > 0 o3|’ Qp o3

Neglijand resturile, aproximarile v;; ale solutiei in nodurile interioare ale
retelei, vor satisface sistemul aproximant:

(9.3.31) @ijVij+1 + bijvi j—1 + Cijvig1; + dijvio1j + eivij = fi,

pentru 5 > 1.
Din conditiile (9.3.19) si presupunéand ca pasul in timp 7 este suficient
de mic, se observa ca:
—QBij + T Dij
aij = —2 B}
-

<0,

fapt care permite explicitarea aproximarii v; ;41 de la nivelul de timp #;11,
in functie de valorile aproximarilor anterioare de la nivelele t;_1 si t;.
Cu aceasta observatie, solutia sistemului aproximant (9.3.31) se obtine
sub forma diferentelor explicite:
fii b .y d.: e
(9.332)  wigpr = v = v — v — vy,

ij  Qij ij ij Qij

impreuna cu conditiile initiale

Vio = i
9.3.33 !
( ) Vi1 = @i + TY;.

In procesul de evaluare a erorii, vom nota erorile €;; = u;; — v;; si
scazand relatiile (9.3.25) si (9.3.31) se obtin formulele explicite de recurenta
pentru erori:

_ rij  bij _ Cij _ dij _
(9.3.34) Cijtl = — = —Cij-1 = — €yl — — i1
aij aij CLZ‘]‘ aij
€ij _ .
- —&; (=1)
CLZ‘]‘
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si
€0 =20
€j1 = TT40.

Folosind estimarile resturilor se pot gasi estimari pentru erorile €;;. In
cazul ecuatiei undelor unidimensionale cu 7 = h, erorile €;; sunt de ordinul

O(h?).

9.3.2.2 Scheme cu diferente pentru problema mixta

Pentru rezolvarea numerica cu schema diferentelor finite a problemei
mixte (9.3.22b), procedam ca in cazul problemei Cauchy. Discretizam vari-
abila spatiala pe intervalul [a, b]:

b—a

= h, 0<i< N, h=
X; a+n, 0 <1< N, N

si se obtine solutia sistemului aproximant cu diferente explicite:

fii  bi; Cii
(9.3.35) Vijp1 = L — L1 — —L v -
aij aij aij
d.A e . .
— 2, — 2wy, (1<i<N-1,j>1)
aij aij

voj = P15, vNj = d25, (1 <)
Vio = @i, Vi1 = @i + 7Y, (0 < i < N).
Pentru estimarea erorii se procedeaza ca in cazul problemei Cauchy prin

formule de recurenta explicite.

9.3.3 Metode cu diferente pentru rezolvarea numerica
a ecuatiilor cu derivate partiale de tip parabolic

Vom analiza ecuatia parabolica

ou 0%u ou
(9.3.36) Lu= — — A(ZL‘,t)@ + B(:E,t)% + C(x, t)u =

cu necunoscuta u = u(x,t) depinzand de o variabila spatiala x si de una
temporala ¢ > 0 si consideram ca este indeplinita conditia

(9.3.37) A(z,t) >0, VxeR, t>0.
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Problema cu valori initiale, adica problema Cauchy pe axa reala este de
forma;:

(9.3.38) Lu=f, wu(z,0)=g(z).

Pentru rezolvarea numerica cu metoda diferentelor a problemei (9.3.38), vom
discretiza variabilele = si ¢ ca in cazul problemelor hiperbolice si vom avea
urmatoarele formule de derivare numerica in raport cu x:

ou Uit — i1 h? PPu

(i ty) = ————F57—— — — 73 (&t

ox (@i: ) 2h 6 Ox3 (&is )

9%u Uit 1k — 2Uik + Ui—1 ke h? o*u —
922 (w4, ) = 2 T 12 92t (istr)-

Pentru derivata in raport cu timpul se pot folosi trei variante de apro-
ximare a derivatei:

ou Uikl — Uik T d%u
(9.3.39) o (@nte) = =———= = 5 o7 (@, 7)
ou Uik — Ujk—1 T 0%y _
ou Uj 41 — Wi k—1 72 83u ~

rezultand trei variante de aproximare a operatorului L:

Ui k1 — Uik Uiyl k — 2Uik + Ui—1

T h
Uit+1k — Ui—1k
+ BikHTZ + Ciruik
P . — QUi Ui
(9.3.43) L (ugg,) = Lok ZWikml g Wil ;:;k: Uik
T
Ui41,k — Wi—1,k
+ szH_Tz + Clkuzk
* Ui k+1 — Ui k—1 Uig1k — 2k + Ui—1 &
(9.3.44) Li(ug) = — s : — A : 2 =+
U; — U;j—
4 Bk — TiELk o

2h
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Din neglijarea restului, se obtin trei variante de sisteme aproximante:
(9.3.45) Li(vi) = fl, 7=1,2,3,

la care se adauga valorile initiale

(9.3.46) Vo = G-

Datorita erorii de trunchere diferita in cele trei cazuri, erorile de aproximare
a solutiei sunt de ordinul O(h?4-7) pentru primele doua variante si de ordinul
O(h? 4+ 72) pentru varianta a treia.

Prima gi a treia schema (j = 1 si j = 3 1n (9.3.45) sunt scheme explicite,
iar varianta a doua este o schema implicita, j = 2 in (9.3.45).

O problema mixta, cu valori la limita si initiale, pentru o ecuatie cu
derivate partiale de tip parabolic, are forma

Lu=f z € [a,b]

uz.0) = g(z)
(9:3.47) B0 5 (0,1) + 1 (Bula 1) = 1(x)
Ba() 2 (brt) + 12(8) o (. 8) = )

unde functiile f,g, @1, 2,81, 82,71 $i 2 sunt cunoscute. Aproximarile cu
diferente finite se fac similar ca in cazurile anterioare.

Asa cum am precizat la inceputul paragrafului 9.3.2, schemele cu diferente
pentru ecuatiile de evolutie pot fi stabile sau instabile. Pentru ca pasii h si
7 sa fie mici, numarul de noduri in care se aproximeaza solutia trebuie sa fie
mare, volumul de calcul va fi mare si poate fi afectat de erori de calcul.

Exista scheme cu diferente, pentru care o eroare de calcul facuta la un
anumit nivel de timp sa fie amplificata cu inaintarea in timp si scheme cu
diferente pentru care aceste erori sa se micgoreze in timp.

Pentru un studiu sistematic e nevoie de a da definitia de stabilitate (vezi
[124]).

Definitia 9.3.1. Spunem cd o schema cu diferente este stabila, dacd eroarea
cumulata este marginita, adica daca Ve > 0,36 = §(¢), independent de
pasii h gi T, astfel incdt, dacd notam cu €;, erorile de calcul in nodul inte-

N-1 N-1
rior (x;,ty) §i Z €2 < 6, si avem Z €2 < e, Vk>1. Dacd cantitatea
1=0 i=1

N-1
E €2 devine oricit de mare, spunem cd schema este instabild.
i=1
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O exemplificare simpla a acestui fenomen este aplicarea schemei cu
diferente, corespunzatoare unei ecuatii parabolice omogene, netinand cont
de conditiile la limita.

Fie ecuatia

ou  0%u
9.3.48% — — —— =0
( ) ot 0z2
careia 1i aplicim cele 3 scheme (9.3.45) pentru j = 1,2 si 3. Notam cu

a = 7/h? i obtinem sistemele aproximante:

Vikt1 = (1 = 20)vig + @ (Vi1 + Vie1 k)
(9.3.49) (1 + 204)1% — ('UiJrl’]g + Uz'fl,k) = Ui,k,1

i k1 = i+1,k — 2V; i1, i k—1-
Vi k1 = 200 (Vg1 — 205 + Vi—1 k) + Vik

Daca in prima schema din (9.3.49) ludm a = 1/2, rezultd v;,y1 =
(Vit1,k + vi—1k) /2. Analizand in acest caz erorile €;; = u;; — vik, se poate
observa ca erorile scad de la un nivel de timp la altul, si tendinta de micgorare
a erorii catre zero pentru t — oo.

Daca analizam a treia schema din (9.3.49) cu o = 1/2, care devine
Vik+1 = Viglk — 2Vik + Vi—1k + Vi k—1, se va observa o crestere rapida a
erorii.

Se poate concluziona (vezi [4] si [124]) ca:

a) prima schema cu diferente din (9.3.49) este stabila pentru a < 1/2
si instabila pentru a > 1/2, adica conditionat si stabila;

b) a doua schema cu diferente din (9.3.49) este neconditionat stabila;

c) a treia schema cu diferente din (9.3.49) este instabild pentru orice
valoare a.
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