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9.3.1 Metode cu diferenţe pentru rezolvarea numerică a
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a ecuaţiilor cu derivate parţiale de tip parabolic . . . . 306



7

Contents

1 Interpolation in R and C

1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1.2 Interpolation problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1.3 Constructing the interpolation functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1.4 Lagrange interpolation polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1.5 Divided differences on simple nodes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1.6 Lagrange polynomial in the Newton form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1.7 Other forms for Lagrange polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1.8 Interpolating on multiple nodes; Hermite polynomial . . . . . . . . . . . .
1.9 Divided differences on multiple nodes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1.10 Hermite polynomial in the Newton form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1.11 Divided differences in the integral form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1.12 Interpolation of the functions on complex variable . . . . . . . . . . . . . . .

2 High order derivatives of the inverse functions
and composed functions
2.1 Derivatives of composed functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
2.2 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
2.3 Derivatives of inverse functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
2.4 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 Numerical differentiation and integration
3.1 Numerical differentiation problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
3.2 Numerical differentiation problem

for Lagrange interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
3.3 Numerical integration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
3.4 Quadrature formulas of interpolator type . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
3.5 Newton-Cotes quadrature formulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3.5.1 Applications of Newton-Cotes quadrature formulas . . . . . . . .
3.6 Error evaluation in quadrature formulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
3.7 Newton-Cotes composite formulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3.7.1 Rectangle composite formulae. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
3.7.2 Trapezoid composite formulae . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
3.7.3 Simpson composite formulae . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3.8 Gauss quadrature formulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
3.8.1 Orthogonal polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
3.8.2 Optimal choice of points xk and weights wk . . . . . . . . . . . . . . .



8

3.9 Cubature formulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
3.9.1 Cubature formulas of product type. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3.10 Applications of numerical integration
in finite element method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4 Inverse interpolation and iterative methods
4.1 Lagrange inverse interpolation polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
4.2 Taylor inverse interpolation polynomial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
4.3 Hermite inverse interpolation polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
4.4 Iterative methods of interpolatory type . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Introducere

În lucrarea de faţă ne propunem o tratare elementară a problemelor
privind interpolarea funcţiilor de o singură variabilă şi câteva aplicaţii ale
interpolării ı̂n rezolvarea unor probleme de aproximare şi calcul numeric.

Astfel, ı̂n primul capitol se introduce noţiunea de sistem interpolator şi
se determină forma generală a polinomului de interpolare cu noduri simple,
folosind acest sistem. Se studiază restul ı̂n formula generală de interpolare.
Tot aici este tratată problema interpolării prin polinoame, cu noduri simple
respectiv noduri multiple. Se obţin astfel polinoamele lui Lagrange, respectiv
Hermite, sub forma generală. Se studiază proprietu aţile acestor polinoame
şi se determină forma restului.
Diferenţele divizate şi proprietăţile lor sunt studiate amănunţit şi se dau
reprezentări ale polinoamelor lui Lagrange şi Hermite, precum şi reprezentări
ale restului cu ajutorul acestora.

În capitolul 2 se dau formule generale de calcul pentru derivatele funcţiilor
compuse şi pentru derivatele funcţiei inverse. Se examinează ı̂n principal
cazurile particulare uzuale ale acestor formule.

Capitolul 3 este consacrat aplicaţiilor interpolării privind calculul aproxi-
mativ al derivatelor şi al integralelor. Câteva formule de derivare numerică şi
de cuadratură care se obţin folosind diverse aproximări prin interpolare sunt
studiate ı̂n mod amănunţit. Cazurile particulare uzuale ale acestor formule
sunt puse ı̂n evidenţă ı̂mpreună cu resturile respective.

În vederea aproximării soluţiilor ecuaţiilor, un rol important ı̂l joacă in-
terpolarea inversă. Astfel ı̂n Capitolul 4 se tratează problema interpolării in-
verse şi se arată că majoritatea metodelor de aproximare a soluţiilor ecuaţiilor
se pot genera cu ajutorul polinoamelor de interpolare inversă de tip Lagrange
şi Hermite.

Studiul convergenţei metodelor de iteraţie ce au fost puse ı̂n evidenţă
ı̂n capitolul anterior se face ı̂n Capitolul 5. Aici sunt introduse noţiuni de
bază privind ordinul de convergenţă şi indicele de eficienţă al metodelor de
iteraţie. Studiul convergenţei metodelor ı̂n cauză este permanent dominat
de cele 2 noţiuni amintite. Metodele de iteraţie ce aproximează rădăcinile
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ecuaţiilor simultan, atât prin lipsă cât şi prin adaos, prezintă avantajul că
oferă un control al erorii la fiecare pas de iteraţie (aposteriori).
Din acest punct de vedere, un paragraf aparte este consacrat studiului conver-
genţei metodelor de tip Aitken-Steffensen, despre care se arată că ı̂n condiţii
uzuale asupra funcţiilor ce intervin ı̂n ecuaţiile date, conduc la şiruri ce
aproximează bilateral rădăcinile acestora.

În capitolul 6 se examinează 2 probleme de optim privind ordinul de
convergenţă, respectiv indicele de eficienţă. Se dau algoritmi prin care, din
diverse clase de metode se selectează acelea care au ordinul de convergenţă
maxim, respectiv indicele de eficienţă maxim.

Capitolul 7 este consacrat aplicaţiilor metodelor de iteraţie la aproxi-
marea rădăcinilor polinoamelor.

Ultimul capitol este consacrat studiului unor metode de aproximare a
unor probleme la limite (pentru ecuaţii diferenţiale şi cu derivate parţiale).

Unele rezultate expuse ı̂n această lucrare sunt clasice şi bine cunoscute,
altele sunt relativ noi, ele au fost obţinute şi publicate ı̂n ultimul timp de
către autorii acestui volum, precum şi de alţi autori cu preocupări similare.

În expunerea materialului am preferat să folosim, pe cât s-a putut,
noţiunile pe care le-am considerat, cele mai elementare din Analiză Mate-
matică şi Analiză Numerică, pentru a face ca volumul să poată fi consultat
de un număr cât mai mare de specialişti cu preocupări de Analiză Numerică
şi Teoria Aproximării.

Cartea poate fi folosită pentru informare şi chiar pentru cercetare de
către studenţii şi doctoranzii de la facultăţile cu profil adecvat, precum şi de
matematicieni, ingineri, economişti etc.

Autorii



Capitolul 1

Interpolare ı̂n R şi C

1.1 Introducere

În calculul practic, ı̂ntâlnim frecvent probleme legate de calculul valorilor
unor funcţii f : E → R; E ⊆ R. Chiar dacă pe anumite puncte din
mulţimea E, fie acestea x1, x2, ..., xn+1 cunoaştem valorile f(xi), i = 1, n+ 1
ale funcţiei f , este necesar să putem calcula valorile aproximative ale lui f
şi pe alte puncte ale mulţimii E. Pentru aceasta, un procedeu des ı̂ntâlnit,
pe lângă altele, este acela prin care se construieşte o funcţie ϕ : E → R,
mai simplă, din punct de vedere al calculelor decât f , care pe punctele
f(xi), i = 1, n+ 1 să ia aceleaşi valori ca şi funcţia f . O astfel de funcţie se
numeşte funcţie de interpolare. Problema construcţiei funcţiei ϕ se numeşte
problema interpolării. În cele mai des ı̂ntâlnite cazuri funcţia ϕ se alege
din mulţimea polinoamelor de un anumit grad, deoarece acestea oferă cel
mai simplu algoritm de calcul. Evident pe lângă cerinţa ca funcţia ϕ să
fie o funcţie simplă din punct de vedere al calculelor, se pune problema
dacă această funcţie odată construită, poate ı̂nlocui ı̂n calcule funcţia f .
Aceasta depinde ı̂n mare măsură de precizia cu care dorim să obţinem valorile
aproximative ale lui f , prin ı̂nlocuirea acesteia cu ϕ.

Este deci util să cunoaştem valoarea diferenţei R(f ;x) = f(x)−ϕ(x) pe
fiecare punct al mulţimii E sau dacă aceasta nu este posibil atunci să avem
la dispoziţie o inegalitate de forma |f(x)−ϕ(x)| ≤ ε, ε ∈ R, ε > 0, adică să
cunoaştem o margine superioară a funcţiei |R(f ;x)|, pentru orice x ∈ E.

În paragrafele următoare ne va interesa at̂ıt problema determinării funcţiei
ϕ cât şi problema determinării funcţiei R(f ;x), adică problema determinării
restului.

13
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1.2 Problema interpolării

Notăm cu E = [a, b], a, b ∈ R, a < b un interval al axei reale şi cu
F , mulţimea funcţiilor definite pe E cu valori ı̂n R. Mulţimea F formează
evident un spaţiu vectorial. Alegem ı̂n mulţimea F o submulţime a sa I,
numărabilă sau finită de funcţii {ϕi}, despre care presupunem că orice sistem
finit de elemente din I formează un sistem liniar independent. Submulţimea
I poate fi formată din puterile succesive ale lui x cu exponent n ∈ N, adică:

(1.2.1) I = {1, x, x2, ..., xn, ...}

sau din funcţii trigonometrice de forma:

(1.2.2) I = {1, sin x, cos x, ..., sin nx, cos nx, ...} .

De asemenea dacă αi ∈ R, i = 1, 2, ..., αi �= αj pentru i �= j, atunci putem
considera

(1.2.3) I = {1, eα1x, eα2x, ..., eαnx, ...} .

Fie ϕ0, ϕ1, ..., ϕn, primele n + 1 funcţii din mulţimea I, pe care o pre-
supunem ordonată şi notăm cu In mulţimea tuturor combinaţiilor liniare de
forma:

(1.2.4) a0ϕ0 + a1ϕ1 + ...+ anϕn

unde a0, a1, ..., an ∈ R. Evident In ⊂ F .
Notăm cu

(1.2.5) x1, x2, ..., xm+1, xi �= xj pentru i �= j

m + 1 puncte din intervalul E, pe care le numim noduri de interpolare.
Problema interpolării constă ı̂n următoarele:

Fiecărei funcţii f ∈ F , ı̂i punem ı̂n corespondenţă o funcţie ϕ ∈ In de
forma (1.2.4) astfel ı̂ncât:

(1.2.6) f(xi) = ϕ(xi), i = 1,m+ 1 .

Mai general dacă f şi ϕ sunt derivabile până la un anumit ordin pe punctele
mulţimii xi dată de (1.2.5), atunci putem pune condiţia ca şi valorile derivate-
lor funcţiilor f şi ϕ de diferite ordine, pe punctele (1.2.5) să coincidă. Aceste
probleme vor fi precizate ı̂n paragrafele următoare.
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1.3 Determinarea funcţiilor de interpolare

Ne mărginim aici la problema determinării funcţiei ϕ ∈ In cu condiţiile
date de (1.2.6).
Dacă ţinem cont de forma funcţiei ϕ dată de (1.2.4), atunci din (1.2.6),
pentru determinarea coeficienţilor ai, i = 0, n obţinem un sistem de m+ 1
ecuaţii cu n + 1 necunoscute. Matricea sistemului amintit are următoarea
formă:

(1.3.1) A =

⎛⎜⎜⎜⎝
ϕ0(x1) ϕ1(x1) · · · ϕn(x1)
ϕ0(x2) ϕ1(x2) · · · ϕn(x2)

... · · · · · · ...
ϕ0(xm+1) ϕ1(xm+1) · · · ϕn(xm+1)

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Dacă dorim ca pentru orice funcţie f ∈ F să putem determina cel puţin o
funcţie ϕ ∈ In, atunci este necesar ca rangA = m+1 şi n ≥ m. În plus dacă
punem condiţia ca fiecărei funcţii f ∈ F să-i corespundă o singură funcţie
ϕ ∈ In, atunci trebuie ca n = m şi determinantul:

(1.3.2) ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ0(x1) ϕ1(x1) · · · ϕn(x1)
ϕ0(x2) ϕ1(x2) · · · ϕn(x2)
· · · · · · · · · · · ·

ϕ0(xn+1) ϕ1(xn+1) · · · ϕn(xn+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
să fie diferit de zero.

În acest caz pentru orice f ∈ F sistemul de n + 1 ecuaţii cu n + 1
necunoscute dat de (1.2.6) va avea o soluţie unică şi coeficienţii ai se pot
pune sub forma:

(1.3.3) ai =
∆i

∆
, i = 0, n ,

unde determinanţii ∆i se obţin din ∆ prin ı̂nlocuirea coloanei de rang i cu
coloana termenilor liberi formată cu valorile f(xj), j = 1, n+ 1 ale funcţiei
f pe nodurile (1.2.5).

În acest fel funcţiei f ∈ F ı̂i punem, ı̂n mod unic, ı̂n corespondenţă
funcţia ϕ de forma:

(1.3.4) ϕ(x) =
∆0

∆
ϕ0(x) +

∆1

∆
ϕ1(x) + · · · + ∆n

∆
ϕn(x) .

Dacă dezvoltăm determinanţii ∆i, i = 0, n, după elementele coloanei de rang
i obţinem:

(1.3.5) ai =

n+1∑
j=1

f(xj)∆ij

∆
, i = 0;n
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unde ∆ij sunt complemenţi algebrici ai elementelor corespunzătoare coloanei
de rang i. Astfel funcţia ϕ mai poate fi pusă şi sub următoarea formă:

(1.3.6) ϕ(x) = f(x1)ψ0(x) + f(x2)ψ1(x) + · · · + f(xn+1)ψn(x)

unde ψi, i = 0, n sunt combinaţii liniare ale funcţiilor ϕi, i = 0, n şi ı̂n plus
ele nu depind de funcţia f , dar depind de nodurile xi, 1, n+ 1.

Dacă punem condiţia ca pentru orice funcţie f ∈ F , funcţia ϕ dată de
(1.3.6) să verifice condiţiile:

f(xj) = ϕ(xj) = f(x1) ψ0(xj) + f(x2) ψ1(xj) +
+ · · · + f(xn+1) ψn(xj), j = 1, n+ 1 ,(1.3.7)

atunci funcţiile ψi, i = 0, n verifică egalităţile:

(1.3.8) ψi(xj+1) =
{

1 i = j
0 i �= j , i = 0, n, j = 1, n+ 1 .

Vom pune acum problema ca funcţia ϕ să poată fi determinată ı̂n mod unic,
pentru fiecare funcţie f ∈ F , oricum am alege nodurile x1, x2, ..., xn+1 ∈ E.
Pentru aceasta, ipoteza ca orice sistem finit de funcţii din I să fie liniar inde-
pendent nu este suficientă. Astfel dacă considerăm E = [0, π],
I1 = {1, sin x} şi x1 ∈ E, x2 = π − x1, atunci

∆2 =
∣∣∣∣ 1 sin x1

1 sin x2

∣∣∣∣ = 0

deşi funcţiile 1 şi sin x sunt liniar independente.
Se impune deci ı̂n acest caz, o condiţie mai tare asupra funcţiilor ϕi, i = 0, n.
Suntem conduşi astfel la următoarea definiţie:

Definiţia 1.3.1. Spunem că sistemul de funcţii ϕ0, ϕ1, ..., ϕn ∈ I, formează
un sistem Ceb̂ışev sau sistem interpolator pe intervalul E, dacă pentru orice
sistem de n+1 puncte x1, x2, ..., xn+1, xi �= xj , i �= j din intervalul E, deter-
minantul ∆ dat de (1.3.2) este diferit de zero.

Condiţia ca un sistem de funcţii ϕi, i = 0, n să formeze un sistem inter-
polator pe E este echivalentă cu condiţia ca orice ecuaţie de forma

a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) + ...+ anϕn(x) = 0

unde a0, a1, ..., an ∈ R şi a2
0 + a2

1 + ...+ a2
n > 0 să admită cel mult n rădăcini

ı̂n mulţimea E.
Din cele afirmate până aici rezultă fără dificultate următoarea teoremă:
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Teorema 1.3.1. Dacă sistemul de funcţii ϕi, i = 0, n formează un sistem
interpolator pe E, atunci pentru orice sistem de noduri x1, x2, ..., xn+1 ∈ E,
xi �= xj pentru i �= j, şi pentru orice funcţie f ∈ F există o singură funcţie
ϕ ∈ In care verifică condiţiile:

f(xi) = ϕ(xi), i = 1, n+ 1 .

În paragrafele următoare ne va fi utilă următoarea generalizare a teore-
mei lui Rolle.

Teorema 1.3.2. Dacă funcţiile ϕi, i = 0, n şi funcţia f verifică condiţiile:

i. funcţiile ϕi, i = 0, n admit derivate p̂ınă la ordinul n + 1 inclusiv pe
intervalul E;

ii. funcţia f admite derivate până la ordinul n+1 inclusiv pe E, şi ecuaţia
f(x) = 0 are cel puţin n+ 2 rădăcini ı̂n intervalul E;

iii. toţi determinanţii de forma:

W [ϕ0, ϕ1, ..., ϕk] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ0(x) ϕ1(x) · · · ϕk(x)
ϕ′

0(x) ϕ′
1(x) · · · ϕ′

k(x)
...

... · · · ...

ϕ
(k)
0 (x) ϕ

(k)
1 (x) · · · ϕ

(k)
k (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 0, 1, ..., n

sunt diferiţi de zero pentru orice x ∈ E.
Atunci există cel puţin un punct c ∈ (a, b), astfel ı̂ncât pe acest punct funcţia:

Ln+1[f ] =
W [ϕ0, ϕ1, ..., ϕn, f ]
W [ϕ0, ϕ1, ..., ϕn]

ia valoarea zero.

În enunţul teoremei de mai sus am notat:

W [ϕ0, ϕ1, ..., ϕn, f ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ0(x) ϕ1(x) · · · ϕn(x) f(x)
ϕ′

0(x) ϕ′
1(x) · · · ϕ′

n(x) f ′(x)
...

... · · · ...
...

ϕ
(n)
0 (x) ϕ

(n)
1 (x) · · · ϕ

(n)
n (x) f (n)(x)

ϕ
(n+1)
0 (x) ϕ

(n+1)
1 (x) · · · ϕ

(n+1)
n (x) f (n+1)(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Demonstraţie. Considerăm operatorii Lk+1, k = 0, 1, ..., n, daţi de relaţiile

Lk+1[ϕ] =
W [ϕ0, ϕ1, ..., ϕk, ϕ]
W [ϕ0, ϕ1, ..., ϕk]

unde ϕ este o funcţie care admite derivate până la ordinul n+ 1 inclusiv pe
E.

Vom arăta că există n + 1 funcţii, b0, b1, ..., bn, definite pe E cu valori
reale, astfel ı̂ncât:

Lk+1[ϕ] =
d

dx
Lk[ϕ] − bk(x)Lk[ϕ] .

Întradevăr, Lk+1 este operator diferenţial liniar de ordin k+1 cu coeficientul
derivatei ϕ(k+1)(x) egal cu 1. Funcţiile ϕ0, ϕ1, ..., ϕk formează un sistem
fundamental de soluţii pentru ecuaţia diferenţială Lk+1[ϕ] = 0, conform
ipotezei iii.

Operatorul
d

dx
Lk[ϕ] − bk(x)Lk[ϕ] =

=
W [ϕ0, ϕ1, ..., ϕk−1] d

dxW [ϕ0, ϕ1, ..., ϕk−1, ϕ]−
W 2[ϕ0, ϕ1, ..., ϕk−1]

−W [ϕ0, ϕ1, ..., ϕk−1, ϕ] d
dxW [ϕ0, ϕ1, ..., ϕk−1]

W 2[ϕ0, ϕ1, ..., ϕk−1]
− bkLk[ϕ] ,

este tot un operator diferenţial de ordin k+1, cu coeficientul derivatei ϕ(k+1)(x)
egal cu 1. Din faptul că Lk[ϕi] = 0 pentru i = 0, k − 1, rezultă că au loc
identităţile:

d

dx
Lk[ϕi] − bk(x)Lk[ϕi] = 0, pentru i = 0, k − 1 şi orice x ∈ E.

Dacă punem

bk(x) =
d
dxLk[ϕk]
Lk[ϕk]

, pentru orice x ∈ E

atunci are loc şi egalitatea

d

dx
Lk[ϕk] − bk(x)Lk[ϕk] = 0,pentru orice x ∈ E .
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Deoarece Lk[ϕk] este diferită de zero pentru x ∈ E, rezultă că bk este funcţie
continuă pe E. Din cele arătate rezultă că sistemul de funcţii ϕ0, ϕ1, ..., ϕk

este fundamental pentru operatorul diferenţial

d

dx
Lk[ϕ] − bk(x)Lk[ϕ] = 0

şi deci Lk+1 se poate reprezenta astfel:

L
[ϕ]
k+1 =

d

dx
Lk[ϕ] − bkLk[ϕ] .

Considerăm acum funcţia g1 : E → R;

g1(x) = f(x) · exp
(
−

∫ x

a
b0(t)dt

)
, a ∈ E ,

pentru care avem:

g′1(x) = [f ′(x)−b0(x)f(x)]exp
(
−

∫ x

a
b0(t)dt

)
= L1[f ]exp

(
−

∫ x

a
b0(t)dt

)
.

Funcţia g1 are, conform ipotezei ii cel puţin, n+2 rădăcini pe E, care coincid
cu rădăcinile lui f şi atunci, conform teoremei lui Rolle, ecuaţia g′(x) = 0
va avea cel puţin n + 1 rădăcini pe intervalul E, adică L1[f ] are cel puţin
n+ 1 rădăcini pe E.

În continuare dacă considerăm g2 : E → R, dată de relaţia

g2(x) = L1[f ] · exp
(
−

∫ x

a
b1(t)dt

)
,

atunci un raţionament analog ne conduce la concluzia că funcţia:

g′2(x) = L2[f ] · exp
(
−

∫ x

a
b1(t)dt

)
,

are cel puţin n rădăcini pe E şi deci L2[f ] are cel puţin n rădăcini pe E.
Continuând acest procedeu vom deduce, din aproape ı̂n aproape, că ecuaţia

Ln+1[f ] = 0

are cel puţin o rădăcină pe E.
Teorema demonstrată aici ne dă posibilitatea să dăm condiţii suficiente

pentru ca un sistem de funcţii să fie interpolator, adică are loc următoarea
teoremă:
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Teorema 1.3.3. Dacă ϕ0, ϕ1, ..., ϕn admit derivate până la ordinul n + 1
inclusiv pe E şi determinanţii W [ϕ0, ϕ1, ..., ϕk] sunt diferiţi de zero pentru
orice x ∈ E şi pentru orice k = 0, n, atunci funcţiile ϕ0, ϕ1, ..., ϕn formează
un sistem interpolator pe E.

Demonstraţie. Presupunem că ipotezele teoremei sunt ı̂ndeplinite, dar
funcţiile ϕ0, ϕ1, ..., ϕn nu formează un sistem interpolator, atunci există o
funcţie de forma:

g(x) = c0ϕ0(x) + c1ϕ1(x) + ...+ cnϕn(x),

unde c20 + c21 + ... + c2n > 0, ci ∈ R, i = 0, n pentru care ecuaţia g(x) = 0
are cel puţin n + 1 rădăcini pe E. De aici rezultă, conform Teoremei 1.3.2,
că există cel puţin un punct c ∈ (a, b) pentru care funcţia Ln[g] ia valoarea
zero. Folosind o proprietate elementară a determinanţilor deducem uşor
următoarea egalitate

Ln[g] =
W [ϕ0, ϕ1, ..., ϕn−1, g]
W [ϕ0, ϕ1, ..., ϕn−1]

= cn
W [ϕ0, ϕ1, ..., ϕn−1, ϕn]
W [ϕ0, ϕ1, ..., ϕn−1]

,

de unde, ţinând cont de ipotezele teoremei, din egalitatea Ln[g] = 0 pentru
x = c, rezultă că cn = 0. De aici rezultă că ecuaţia

g(x) = c0ϕ0(x) + c1ϕ1(x) + ...+ cn−1ϕn−1(x) = 0

are cel puţin n + 1 rădăcini pe intervalul E. Repetând raţionamentul de
mai sus pentru Ln−1[g], deducem că cn−1 = 0 şi ı̂n continuare vom obţine
egalităţile ci = 0 pentru orice i = 0, n, ceea ce contrazice ipoteza pe care s-a
bazat acest raţionament.

Fie ı̂n continuare ϕ0, ϕ1, ..., ϕn un sistem interpolator, atunci funcţia de
interpolare ϕ dată de (1.3.4) se poate determina ı̂n mod unic pentru fiecare
funcţie f ∈ F .

Vom presupune că sunt ı̂ndeplinite condiţiile teoremei 1.3.3. În aceste
ipoteze vom determina restul ı̂n formula de interpolare dată de funcţia ϕ din
relaţia (1.3.4).

Pentru aceasta considerăm funcţia K : E × E → R,

K(x, s) = W−1[ϕ0(s), ϕ1(s)...ϕn(s)]·

(1.3.9) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ0(s) ϕ1(s) · · · ϕn(s)
ϕ′

0(s) ϕ′
1(s) · · · ϕ′

n(s)
. . . . . . · · · . . .

ϕ
(n−1)
0 (s) ϕ

(n−1)
1 (s) · · · ϕ

(n−1)
n (s)

ϕ0(x) ϕ1(x) · · · ϕn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
i=0

gi(s)ϕi(x) .
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Această funcţie ı̂n variabila x este o combinaţie liniară a funcţiilor ϕi, i = 0, n
şi deci Ln+1[K(x, s)] = 0 pentru orice x ∈ E şi orice s ∈ E unde:

(1.3.10) Ln+1[K(x, s)] =
W [ϕ0, ϕ1, ..., ϕn,K(x, s)]

W [ϕ0, ϕ1, ..., ϕn]

Din (1.3.9) deducem egalităţile:

(1.3.11)
∂lK(x, s)

∂xl

∣∣∣∣
x=s

=
{

0, dacă l ≤ n− 1,
1, dacă l = n− 1.

Observăm acum că funcţia y : E → R dată de relaţia:

(1.3.12a) y(x) =
n∑

i=0

αiϕi(x) +
∫ x

a
K(x, s)ψ(s)ds, unde a ∈ E ,

verifică ecuaţia:

(1.3.12b) Ln+1[y] = ψ(x),

pentru orice αi ∈ R, i = 0, n. Întradevăr ţinând cont că Ln+1 este operator
liniar, obţinem:

Ln+1[y] =
n∑

i=0

αiLn+1[ϕi] + Ln+1

[∫ x

a
K(x, s)ψ(s)ds

]
dar Ln+1[ϕi] = 0 pentru orice i = 0, n şi deci

(1.3.12) Ln+1[y] = Ln+1

[∫ x

a
K(x, s) ψ(s)ds

]
Pentru a dovedi egalitatea (1.3.12b) vom arăta că:

Ln+1

[∫ x

a
K(x, s) ψ(s)ds

]
= ψ(x)

Pentru aceasta calculăm derivatele succesive ale funcţiei h dată de
h(x) =

∫ x
a K(x, s) ψ(s)ds şi obţinem:

d

dx

[∫ x

a
K(x, s) ψ(s)ds

]
= K(x, x)ψ(x) +

∫ x

a

∂K(x, s)
∂x

ψ(s)ds

dar K(x, x) = 0 conform cu egalităţile (1.3.11) şi deci

d

dx

∫ x

a
K(x, s) ψ(s)ds =

∫ x

a

∂K(x, s)
∂x

ψ(s)ds
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Apliĉınd ı̂n mod repetat raţionamentul de mai sus şi ţinând cont de fiecare
dată de egalităţile (1.3.11) obţinem:

dl

dxl

∫ x

a
K(x, s) ψ(s)ds =

∫ x

a

∂lK(x, s)
∂xl

ψ(s)ds

pentru orice l ≤ n. Pentru l = n+ 1 vom obţine:

dn+1

dxn+1

∫ x

a
k(x, s) ψ(s)ds =

∂nK(x, x)
∂xn

ψ(x) +
∫ x

a

∂n+1K(x, s)
∂xn+1

ψ(s)ds

de unde ţinând cont de (1.3.11) deducem:

dn+1

dxn+1

∫ x

a
K(x, s) ψ(s)ds = ψ(x) +

∫ x

a

∂n+1K(x, s)
∂xn+1

ψ(s)ds.

Din egalităţile de mai sus rezultă egalitatea:

Ln+1

[∫ x

a
K(x, s) ψ(s)ds

]
= ψ(x) +

∫ x

a
Ln+1[K(x, s)] ψ(s)ds

de unde ţinând cont de observaţia conform căreia Ln+1[K(x, s)] = 0 pentru
orice x, s ∈ E, rezultă egalitatea dorită.

Observăm acum că dacă ı̂n locul funcţiilor ϕi, i = 0, n, considerăm orice
alt sistem de n+ 1 funcţii liniar independente, care sunt soluţii ale ecuaţiei

Ln+1[ϕ] = 0,

obţinem aceeaşi funcţie K, dată de (1.3.9). Întradevăr fie ψ0, ψ1, ..., ψn, n+1,
astfel de funcţii, adică Ln+1[ψi] = 0, i = 0, n şi

ψi(x) =
n∑

j=0

αij ϕj(x) , i = 0, n

unde coeficienţii αij , i, j = 0, n verifică relaţia

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
α00 α01 · · · α0n

α10 α11 · · · α1n

· · · · · ·
αn0 αn1 · · · αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ �= 0 .

Ţinând cont de cele de mai sus şi aplicând proprietăţile determinanţilor,
obţinem:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ0(s) ψ1(s) · · · ψn(s)

ψ′
0(s) ψ′

1(s) · · · ψ′
n(s)

· · · · · · · ·
ψ

(n−1)
0 (s) ψ

(n−1)
1 (s) · · · ψ

(n−1)
n (s)

ψ0(x) ψ1(x) · · · ψn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= D·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ0(s) ϕ1(s) · · · ϕn(s)

ϕ′
0(s) ϕ′

1(s) · · · ϕ′
n(s)

· · · · · ·
ϕ

(n−1)
0 (s) ϕ

(n−1)
1 (s) · · · ϕ

(n−1)
n (s)

ϕ0(x) ϕ1(x) · · · ϕn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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de unde rezultă afirmaţia referitoare la funcţia K.
Funcţiile ψi, i = 0, n din (1.3.6) sunt, aşa cum am văzut, combinaţii

liniare ale funcţiilor ϕi, i = 0, n şi aceste funcţii sunt liniar independente,
deoarece dacă ţinem cont de (1.3.8) şi presupunem că există ci, 0, n nu toţi
nuli pentru care

c0ψ0(x) + c1ψ1(x) + ...+ cnψn(x) = 0 oricare ar fi x ∈ E,

atunci pentru x = xi, ţinând cont de proprietăţile funcţiilor ψi, i = 0, n,
adică ψi−1(xi) = 1 obţinem ci−1 = 0, i = 1, n+ 1.

Având ı̂n vedere cele de mai sus, rezultă că funcţia K dată de (1.3.9),
unde ϕi se ı̂nlocuieşte cu ψi, i = 0, n , se poate pune sub forma:

K(x, s) =
n∑

i=0

Gi(s) ψi(x).

Dacă ţinem cont de (1.3.8) obţinem:

K(xj , s) =
n∑

i=0

Gi(s) ψi(xj) = Gj−1(s) ,

adică

K(x, s) =
n∑

i=0

K(xi+1, s) ψi(x).

Dacă folosim faptul că ecuaţia (1.3.12b) este verificată de orice funcţie y de
forma:

y(x) =
n∑

i=0

βi ψi(x) +
n∑

i=0

ψi(x)
∫ x

xi+1

Gi(s)ds

şi y(xi+1) = βi , i = 0, n, obţinem ı̂n particular pentru funcţia h dată de
egalitatea

h(x) =
n∑

i=0

ψi(x)
∫ x

xi+1

Gi(s)ds,

următoarele proprietăţi:

(1.3.13) Ln+1[h] = 1

şi
h(xj) = 0 pentru j = 1, n+ 1

adică ecuaţia h(x) = 0, nu poate avea, conform Teoremei 1.3.2 deĉıt rădăcinile
xj , j = 1, n+ 1, ı̂n caz contrar ar fi contrazisă egalitatea (1.3.13).
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Fie acum ϕ dată de egalitatea (1.3.6) şi funcţia R : E → R, dată de

R(x) = f(x) − ϕ(x) = f(x) −
n∑

i=0

f(xi+1) ψi(x).

Ecuaţia R(x) = 0 are rădăcinile xi, i = 1, n+ 1, atunci ţinând cont de
observaţia de mai sus relativă la funcţia h, rezultă că şi ecuaţia ψ(x) = 0,
unde ψ : E → R are forma:

ψ(x) = f(x) − ϕ(x) −Mh(x) , M ∈ R

nu poate avea mai puţin de n+1 rădăcini pe E. Mai mult, rădăcinile ecuaţiei
ψ(x) = 0 sunt nodurile de interpolare xi, i = 1, n+ 1.

Fie z �= xi, i = 1, n+ 1 şi M ∈ R astfel ı̂ncât ψ(z) = 0, adică

M =
f(z) − ϕ(z)

h(z)
. Pentru M , astfel determinat, ecuaţia ψ(x) = 0, va avea

n + 2 rădăcini pe E. Aplicăm acum Teorema 1.3.2 şi rezultă că există cel
puţin un punct c ∈ (a, b) astfel ı̂ncât

Ln+1 [ψ(c)] = 0.

Ţinând cont de (1.3.13) şi de semnificaţia operatorului Ln+1 obţinem:

Ln+1 [ψ(x)] = Ln+1 [f(x)] −M,

de unde pentru x = c obţinem

M = Ln+1 [f(c)]

care ı̂mpreună cu egalitatea

M =
f(z) − ϕ(z)

h(z)

ne conduce la:
f(z) − ϕ(z) = Ln+1 [f(c)] · h(z) ,

adică, restul R [f ;x], are următoarea formă:

(1.3.14) R [f ;x] = Ln+1 [f(c)] h(x).
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1.4 Polinomul de interpolare al lui Lagrange

Problema pe care o vom analiza aici nu o vom trata ca un caz particular
al problemelor tratate ı̂n paragrafele anterioare, pentru că aşa cum vom
constata, o tratare independentă ne va pune ı̂n evidenţă multe proprietăţi
care se vor obţine mai uşor decât prin particularizări ale rezultatelor din
paragrafele anterioare.

Definiţia 1.4.1. Numim polinom de interpolare al lui Lagrange, al funcţiei
f , un polinom Pn, de grad cel mult n, care pe nodurile (1.2.5) ia valorile
Pn(xi) = f(xi), i = 1, n+ 1.

Existenţa şi unicitatea acestui polinom este evident asigurată de faptul
că funcţiile ϕi; ϕi(x) = xi, i = 0, n formează un sistem interpolator, deoarece
după cum este bine cunoscut, orice polinom de grad n nu poate avea mai
mult de n rădăcini reale.

Noi vom dovedi existenţa şi unicitatea polinomului lui Lagrange fără să
ne bazăm direct pe observaţia de mai sus.
Arătăm prin inducţie completă că există un polinom de grad cel mult s, Ps(x)
care pe punctele xi, i = 1, s+ 1 ia valorile f(xi), i = 1, s+ 1, adică Ps(xi) =
= f(xi), i = 1, s+ 1, pentru orice s = 0, n.
Într-adevăr, pentru s = 0, polinomul de grad zero P0(s) = f(x1) verifică
condiţia cerută.
Presupunem că există un polinom Pk−1 de grad cel mult k − 1 care verifică
condiţiile Pk−1(xi) = f(xi), i = 0, k, unde k < n. Observăm atunci că
polinomul Pk, dat de egalitatea:

Pk(x) = Pk−1(x) + [f(xk+1) − Pk−1(xk+1)]

k∏
i=1

(x− xi)

k∏
i=1

(xk+1 − xi)

este de grad cel mult k şi verifică egalităţile Pk(xi) = f(xi), i = 1, k + 1. Cu
aceasta existenţa polinomului lui Lagrange este dovedită.

Să arătăm ı̂n continuare că un astfel de polinom este unic. Pentru
aceasta admitem prin absurd că ar exista cel puţin două polinoame Pn şi Qn

de grad cel mult n care să verifice condiţiile

Pn(xi) = Qn(xi) = f(xi), pentru orice i = 1, n+ 1

Observăm acum că polinomul Hn, Hn(x) = Pn(x) − Qn(x) este de grad cel
mult n şi Hn(xi) = 0 pentru orice i = 1, n+ 1, ceea ce este absurd. Cu
aceasta unicitatea este dovedită.
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Observaţia 1.4.1. Dacă asupra unui polinom P punem numai condiţiile de
interpolare, adică

(1.4.1) P (xi) = f(xi) i = 1, n+ 1

fără a pune restricţii asupra gradului, atunci există o infinitate de polinoame
care verifică aceste condiţii.

Într-adevăr, dacă notăm cu L(x1, x2, ..., xn+1; f |x ) polinomul lui La-
grange pe nodurile xi, i = 1, n+ 1 al funcţiei f , atunci polinomul P dat de
relaţia

P (x) = L(x1, x2, ..., xn+1; f |x ) +Q(x)
n+1∏
i=1

(x− xi)

undeQ este polinom arbitrar neidentic nul, verifică condiţiile (1.4.1) şi gradul
său este cel puţin n+ 1.

Observaţia 1.4.2. Polinomul de interpolare al lui Lagrange poate fi carac-
terizat şi prin aceea că el este polinomul de grad efectiv minim care verifică
condiţiile (1.4.1).

Această afirmaţie este o consecinţă imediată a faptului că polinomul lui
Lagrange este unicul polinom, de grad cel mult n, care verifică (1.4.1).

În continuare vom stabili forma polinomului lui Lagrange ı̂n funcţie de
nodurile xi şi valorile f(xi), i = 1, n+ 1.
Pentru aceasta considerăm polinomul lui Lagrange de forma

(1.4.2) P (x) =
n+1∑
i=1

li(x) f(xi)

unde li(x) sunt polinoame de grad n ce urmează să fie determinate cu
condiţiile (1.4.1). Din (1.4.1) deducem uşor pentru li(x), i = 1, n+ 1,
următoarele condiţii:

(1.4.3) li(xj) =

{
1 dacă i = j

0 dacă i �= j, i, j = 1, n+ 1 .

Dacă notăm cu ω polinomul ω(x) =
n+1∏
i=1

(x− xi), atunci li se poate exprima

cu ajutorul lui ω astfel:

(1.4.4) li(x) =
ci ω(x)
x− xi

, i = 1, n+ 1
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unde ci ∈ R. Se observă că li daţi de (1.4.4) verifică relaţiile li(xj) = 0 dacă
i �= j; i, j = 1, n+ 1. Pentru i = j avem:

li(xi) = lim
x→xi

ci ω(x)
x− xi

= ci ω
′(xi) = 1 , i = 1, n+ 1

de unde se vede că dacă luăm ci = 1
ω′(xi)

, atunci polinoamele li, i = 1, n+ 1
verifică egalităţile (1.4.3).

Dacă ţinem cont de (1.4.2) atunci, pentru polinomul lui Lagrange, avem
următoarea formă:

(1.4.5) L(x1, x2, ..., xn+1; f |x) =
n+1∑
i=1

f(xi)
ω(x)

(x− xi)ω′(xi)
;

unde aşa cum am notat mai sus

(1.4.6) ω(x) =
n+1∏
j=1

(x− xj) .

Presupunând că f ∈ F , atunci putem face următoarea observaţie:

Observaţia 1.4.3. Restricţia oricărei funcţii f ∈ F, f : E → R la o mulţime
formată din n + 1 puncte din E, coincide cu restricţia polinomului lui La-
grange al lui f , de grad n, la aceeaşi mulţime de puncte.

Unicitatea polinomului lui Lagrange, precum şi observaţia (1.4.3) ne dă
posibilitatea să arătăm uşor că:

Observaţia 1.4.4. Dacă f ∈ F este un polinom de grad cel mult n, atunci
L(x1, x2, ..., xn+1; f |x ) = f(x) pentru orice x ∈ R.

Din (1.4.5) se deduce imediat următoarea proprietate:

Teorema 1.4.1. Dacă f1, f2 ∈ F şi α, β ∈ R, atunci

L(x1, x2, ..., xn+1; αf1 + βf2 |x) =

= αL(x1, x2, ..., xn+1; f1 |x) + βL(x1, x2, ..., xn+1; f2 |x) .
Această teoremă ne arată că dacă privim polinomul lui Lagrange ca

aplicaţie de la F la mulţimea polinoamelor de grad cel mult n, atunci aceasta
este liniară, adică aditivă şi omogenă.

În continuare vom stabili o relaţie de recurenţă ı̂ntre polinoame ale lui
Lagrange de grade consecutive şi anume:
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Teorema 1.4.2. Între polinoamele lui Lagrange pe n+1, respectiv n noduri,
există următoarea relaţie de recurenţă:

L(x1, x2, ..., xn+1; f |x) =(1.4.7)

=
(x− x1)L(x2, x3, ..., xn+1; f |x) − (x− xn+1)L(x1, x2, ..., xn; f |x)

xn+1 − x1

Demonstraţie. Notăm cu:

(1.4.8) [x1, x2, ..., xn+1; f ] =
n+1∑
i=1

f(xi)
ω′(xi)

,

coeficientul lui xn din polinomul lui Lagrange. Se constată uşor că polinomul
lui Lagrange poate fi pus sub oricare din următoarele două forme

L(x1, x2, ..., xn+1; f |x) = L(x1, x2, ..., xn; f |x)+[x1, x2, ..., xn+1; f ]
ω(x)

x− xn+1

sau

L(x1, x2, ..., xn+1; f |x) = L(x2, x3, ..., xn+1; f |x)+[x1, x2, ..., xn+1; f ]
ω(x)
x− x1

,

de unde, dacă ı̂nmulţim prima egalitate cu x − xn+1 şi cea de a doua cu
x− x1 şi scădem rezultatele, obţinem relaţia (1.4.7).
Formula de recurenţă (1.4.7) se mai poate exprima cu ajutorul unui deter-
minant de ordin 2 astfel
(1.4.9)

L(x1, x2, ..., xi+1; f |x) =

∣∣∣∣∣ L(x1, x2, ...xi; f |x) x1 − x

L(x2, x3, ..., xi+1; f |x) xi+1 − x

∣∣∣∣∣
xi+1 − x1

, i = 1, 2, ..., n ,

cu notaţiile L(x1; f |x) = f(x1) şi L(x2; f |x | = f(x2).
Formula de recurenţă (1.4.9) se numeşte formula lui Aitken pentru polinomul
lui Lagrange.

În cele ce urmează vom observa că dacă f este funcţia constantă egală
cu 1 pentru orice x ∈ E, atunci are loc identitatea

(1.4.10)
n+1∑
i=1

ω(x)
(x− xi)ω′(xi)

= 1 pentru orice x ∈ R
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Această identitate ne dă posibilitatea să punem ı̂n evidenţă forma baricen-
trică a polinomului lui Lagrange, şi anume:

L(x1, x2, ..., xn+1; f |x) =
n+1∑
i=1

f(xi)
ω(x)

(x− xi)ω′(xi)
=

=
ω(x)

n∑
i=1

f(xi)
1

(x− xi)ω′(xi)

ω(x)
n∑

i=1

1
(x− xi)ω′(xi)

=

n+1∑
i=1

f(xi)
1

(x− xi)ω′(xi)
n+1∑
i=1

1
(x− xi)ω′(xi)

adică

(1.4.11) L(x1, x2, ..., xn+1; f |x) =

n+1∑
i=1

f(xi)
1

(x− xi)ω′(xi)
n∑

i=1

1
(x− xi)ω′(xi)

.

Expresia dată de forma baricentrică (1.4.11) a polinomului lui Lagrange
poate fi folosită pentru simplificarea calculelor atunci când valorile polino-
mului lui Lagrange pentru noduri fixate se calculează pentru un sistem de
valori dat. În acest sens se observă că, pentru calculul fiecăreia din expresiile
ω′(xi), i = 1, n+ 1, sunt necesare n produse care depind numai de nodurile
de interpolare xi, i = 1, n+ 1 şi nu depind de diferenţele x−xi, i = 1, n+ 1.
Din acest motiv, dacă nodurile de interpolare nu se schimbă, valorile ω′(xi)
pot fi calculate o singură dată.

De următoarele noţiuni vom avea nevoie ı̂n paragrafele următoare.
Fie g : E −→ R o funcţie derivabilă până la ordinul n+ 1 pe E.
Pentru zerourile multiple ale funcţiei g, adică pentru rădăcinile multiple ale
ecuaţiei g(x) = 0 din E, vom admite următoarea definiţie:

Definiţia 1.4.2. Spunem că x este un zero multiplu de ordin k, k ∈ N

pentru funcţia g, dacă g(x) = g′(x) = · · · = g(k−1)(x) = 0, unde k ≤ n + 1
şi g(k)(x) �= 0. Dacă x1, x2, ..., xs sunt zerouri multiple ale funcţiei f pe
mulţimea E, cu ordinele de multiplicitate respective k1, k2, ..., ks , şi dacă
k1 + k2 + · · · + ks = m, atunci vom spune că g are m zerouri ı̂n intervalul
E.

Pentru a determina restul ı̂n formula de interpolare a lui Lagrange, pre-
cum şi pentru alte formule de interpolare pe care le vom determina ulterior,
ne vor fi utile următoarele două leme.
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Lema 1.4.1. Dacă funcţia g : E → R are proprietatea că ecuaţia g(x) = 0
are cel puţin n+2 rădăcini simple sau multiple ı̂n E şi dacă g este derivabilă
până la ordinul n + 1 pe E, atunci există cel puţin un punct c ∈ E, astfel
ı̂ncât g(n+1)(c) = 0. Punctul c poate să coincidă cu una din extremităţile
intervalului [a, b], dacă şi numai dacă rădăcinile ecuaţiei g(x) = 0 cu ordinul
de multiplicitate n+ 2 coincid toate cu acea extremitate.

Demonstraţie. Vom arăta mai ı̂ntâi că funcţia g′, derivata lui g are cel
puţin n + 1 zerouri ı̂n E. Conform teoremei lui Rolle, ı̂ntre fiecare două
zerouri consecutive ale lui g există cel puţin un zero al lui g′. De aceea
dacă xs, s = 1, n+ 2 sunt zarouri simple ale lui g, atunci g′ va avea cel puţin
n+1 zerouri. Dacă ı̂nsă g are şi zerouri multiple, fie acestea x1, x2, ..., xp ∈ E,
cu ordinele de multiplicitate k1, k2, ..., kp, astfel ı̂ncât k1 + k2 + · · · + kp = q
ki ≥ 2, i = 1, p, atunci ecuaţia g(x) = 0 mai are ı̂ncă n+2−q rădăcini simple.
În total există p+n+2−q puncte distincte din E pe care funcţia g ia valoarea
zero. Conform teoremei lui Rolle, derivata g′ va avea pe p + n + 2 − q − 1
rădăcini care sunt diferite de rădăcinile multiple x1, x2, ..., xp considerate mai
ı̂nainte. Dar x1, x2, ..., xp fiind rădăcini multiple, ele sunt zerouri ale lui g′,
cu ordinele de multiplicitate ki − 1, i = 1, p, deci ı̂n total g′ va mai avea ı̂ncă
q − p zerouri. Rezultă deci că g′ are (p + n + 2 − q − 1) + (q − p) = n + 1
rădăcini pe E.
Raţionamentul de mai sus poate continua pentru g′, g′′, . . . , g(n) şi ı̂n final
există c ∈ E, astfel ı̂ncât g(n+1)(c) = 0. Cu aceasta prima parte a lemei este
demonstrată.

Pentru cea de-a doua parte considerăm două cazuri şi anume:

a. x1 = x2 = · · · = xn+2. În acest caz, deoarece x1 este rădăcină cu
ordinul de multiplicitate n + 2, rezultă g(n+1)(x1) = 0 şi deci putem lua
c = x1.

b. Între rădăcinile ecuaţiei g(x) = 0 sunt cel puţin două diferite.

În acest caz vom raţiona prin inducţie şi anume: pentru n = 0 proprietatea
rezultată din teorema lui Rolle, deci ea este adevărată. Presupunem acum
că proprietatea este adevărată pentru un număr natural k ≤ n+ 2. Atunci
rezultă că funcţia g′, care are cel puţin k − 1 zerouri pe E, verifică condiţia
conform căreia (g′(x))(k−2) va avea cel puţin un zero pe E, adică există c ∈ E
pentru care g(k−1)(c) = 0. Pentru k = n+2, obţinem g(n+1)(c) = 0. Evident
dacă x1 = x2 = · · · = xn+2 = a sau x1 = x2 = · · · = xn+2 = b atunci c = a
sau c = b aşa cum s-a arătat la cazul a.

Lema 1.4.2. Dacă funcţiile f, g : E → R, verifică condiţiile:
i. f şi g sunt derivabile până la ordinul n+ 1 inclusiv pe E;
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ii. există x1, x2, ..., xm ∈ E şi k1, k2, ..., km ∈ N, astfel ı̂ncât

(1.4.12) f (j)(xi) = g(j)(xi) = 0, j = 0, 1, ..., ki − 1; i = 1,m

unde k1 + k2 + · · · + km = n+ 1;
iii. pentru orice x ∈ E, g(n+1)(x) �= 0.

Atunci pentru orice punct x0 �= xi, i = 1,m, x0 ∈ E, valoarea funcţiei g pe
punctul x0 este diferită de zero şi există cel puţin un punct c ∈ (a, b) pentru
care

(1.4.13)
f(x0)
g(x0)

=
f (n+1)(c)
g(n+1)(c)

.

Demonstraţie. Arătăm mai ı̂ntâi că dacă x0 �= xi, i = 1,m atunci
g(x0) �= 0. Într-adevăr, dacă există x0 ∈ E, x0 �= xi, 1,m pentru care
g(x0) = 0, atunci g are n + 2 zerouri pe E şi deci conform Lemei 1.4.1,
există cel puţin un punct a ∈ E pentru care g(n+1)(a) = 0, fapt ce contraz-
ice ipoteza iii. Pentru cea de-a doua parte a lemei vom considera funcţia

h : E → R; h(x) = f(x) − λg(x), unde dacă luăm λ =
f(x0)
g(x0)

şi ţinem cont

de (1.4.12), obţinem pentru h următoarele proprietăţi:

(1.4.14) h(x0) = 0, h(j)(xi) = 0 j = 0, 1, ..., ki − 1; i = 1,m

deci h are n+2 rădăcini pe E. Conform lemei 1.4.1 rezultă că există cel puţin
un punct c ∈ (a, b) pentru care h(n+1)(c) = 0, adică f (n+1)(c)−λg(n+1)(c) =
0, de unde ţinând cont de valoarea aleasă pentru λ obţinem egalitatea
(1.4.13).

Stabilim ı̂n cele ce urmează forma restului ı̂n formula de interpolare a lui
Lagrange. Pentru aceasta considerăm polinomul lui Lagrange pe nodurile
(1.2.5) pentru m = n, al funcţiei f ∈ F, L(x1, x2, ..., xn+1; f |x ). Are loc
următoarea teoremă:

Teorema 1.4.3. Dacă funcţia f admite derivate până la ordinul n + 1 in-
clusiv pe intervalul (a, b), atunci, pentru orice x ∈ E, există cel puţin un
punct c ∈ (a, b), astfel ı̂ncât:

(1.4.15) f(x) − L(x1, x2, ..., xn+1; f |x) =
f (n+1)(c)
(n+ 1)!

ω(x) ,

unde ω(x) =
n+1∏
i=1

(x− xi).
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Demonstraţie. Considerăm funcţia g : E −→ R,

g(z) = f(z) − L(x1, x2, ..., xn+1; f | z) − αω(z)

Fie x ∈ E, x �= xi, i = 1, n+ 1, astfel ı̂ncât g(x) = 0. În acest caz
x1, x2, ..., xn+1 şi x sunt n + 2 rădăcini ale lui g. Din egalitatea g(x) = 0
rezultă

α =
f(x) − L(x1, x2, ..., xn+1; f |x)

ω(x)
=
ψ(x)
ω(x)

Pe de altă parte, conform Lemei 1.4.2, există cel puţin un punct c ∈ (a, b)

astfel ı̂ncât
ψ(x)
ω(x)

=
ψ(n+1)(c)
ω(n+1)(c)

. Dar ψ(n+1)(c) = f (n+1)(c) şi ω(n+1)(c) =

(n+ 1)! şi atunci din (1.4.14) obţinem:

f(x) − L(x1, x2, ..., xn+1; f |x)
ω(x)

=
f (n+1)(c)
(n+ 1)!

adică egalitatea (1.4.15).
Dacă funcţia f (n+1)(x) este mărginită pe [a, b] şi punem Mn+1 =
= sup

x∈[a,b]
|f (n+1)(x)|, atunci din (1.4.15) obţinem o majorare pentru rest,

adică:

(1.4.16) |f(x) − L(x1, x2, ..., xn+1; f |x)| ≤ Mn+1

(n+ 1)!
|ω(x)| .

1.5 Diferenţe divizate cu noduri simple

Revenim aici asupra coeficientului lui xn din polinomul lui Lagrange dat
de (1.4.8).

Definiţia 1.5.1. Numim diferenţă divizată de ordin n a funcţiei f ∈ F , pe
nodurile xi, i = 1, n+ 1, coeficientul lui xn din polinomul de interpolare al
lui Lagrange al funcţiei f pe nodurile specificate.

Aşa cum rezultă din (1.4.8), pentru diferenţa divizată vom folosi notaţia
[x1, x2, ..., xn+1; f ], adică:

(1.5.1) [x1, x2, ..., xn+1; f ] =
n+1∑
i=1

f(xi)
ω′(xi)

.

Din formula de recurenţă pentru polinoamele lui Lagrange (1.4.7) şi
Definiţia 1.5.1. se deduce, fără dificultate, următoarea formulă de recurenţă
pentru diferenţele divizate:

(1.5.2) [x1, x2, ..., xn+1; f ] =
[x2, x3, ..., xn+1; f ] − [x1, x2, ..., xn; f ]

xn+1 − x1
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cu convenţia [xi; f ] = f(xi), i = 1, n+ 1.
Următoarele proprietăţi ale diferenţelor divizate sunt evidente:

Proprietatea 1.5.1. Diferenţa divizată [x1, x2, ..., xn+1; ·] este o funcţională
liniară pe F cu valori reale, adică pentru orice f, g ∈ F şi orice α, β ∈ R are
loc egalitatea

[x1, x2, ..., xn+1; αf + βg] = α[x1, x2, ..., xn+1; f ] + β[x1, x2, ..., xn+1; g] .

Proprietatea 1.5.2. Diferenţa divizată este o funcţie simetrică ı̂n raport
cu nodurile de interpolare, adică are loc egalitatea:

[x1, x2, ..., xn+1; f ] = [xi1 , xi2 , ..., xin+1 ; f ]

pentru orice permutare (i1, i2, ..., in+1) a mulţimii {1, 2, ..., n+ 1} .
Din unicitatea polinomului de interpolare al lui Lagrange rezultă egalităţile

date de:

Proprietatea 1.5.3. Diferenţa divizată a funcţiei f pe n+1 noduri verifică
egalităţile:

[x1, x2, ..., xn+1; f ] =
{

0 dacă f(x) = xi, i = 0, n− 1
1 dacă f(x) = xn .

Vom arăta ı̂n continuare că are loc o proprietate mai generală şi anume:

Proprietatea 1.5.4. Dacă f(x) = xn+i, unde i ≥ 1, atunci are loc egali-
tatea

[x1, x2, ..., xn+1; f ] =
∑

xa1
1 · xa2

2 · · ·xan+1

n+1 ,

unde suma de mai sus se extinde asupra tuturor soluţiilor ı̂ntregi şi nenega-
tive ale ecuaţiei: a1 + a2 + · · · + an+1 = i.

Demonstraţie. Fără a restrânge generalitatea, putem propune că xi �=
0, i = 1, n+ 1. Notăm cu r = min

{
1

|x1|,
1

|x2|, · · · ,
1

|xn+1|

}
. Atunci pentru

orice z ∈ (−r, r) are loc egalitatea:

zn

(1 − zx1)(1 − zx2) · · · (1 − zxn+1)
=(1.5.3)

=
n+1∑
i=1

1
(1 − zxi)ω′(xi)

=
[
x1, x2, ..., xn+1 ;

1
1 − zxi

]
.
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Prima din egalităţile de mai sus se obţine prin dezvoltarea funcţiei din stânga
ı̂n funcţii simple, iar ultima este o consecinţă a egalităţii (1.5.1).

Din egalitatea evidentă:

1
1 − zx

=
znxn

1 − zx
+ 1 + zx+ z2x2 + · · · + zn−1xn−1 ,

ţinând cont de Proprietăţile 1.5.1. - 1.5.3., rezultă egalitatea

(1.5.4)
[
x1, x2, ..., xn+1;

1
1 − zx

]
= zn

[
x1, x2, ..., xn+1 ;

xn

1 − zx

]
.

Din (1.5.3) şi (1.5.4) rezultă:

(1.5.5)
1

(1 − zx1)(1 − zx2) · · · (1 − zxn+1)
=

[
x1, x2, ..., xn+1 ;

xn

1 − zx

]
.

Dar dacă ţinem cont de faptul că:

xn

1 − zx
= xn + xn+1z + xn+2z2 + · · · + xn+izi + · · ·

atunci folosind Proprietatea 1.5.1. rezultă:[
x1, x2, ..., xn+1 ;

xn

1 − zx

]
= S0 + S1z + S2z

2 + · · · + Siz
i + · · ·

unde
Si =

[
x1, x2, ..., xn+1, x

n+i
]
, i = 0, 1, ..., .

Dacă dezvoltăm acum ı̂n serie funcţia din membrul stâng al egalităţii (1.5.5)
obţinem:

1
(1 − zx1)(1 − zx2) · · · (1 − zxn+1)

= T0 + T1z + · · · + Tiz
i + · · ·

unde

Ti =
∑

xa1
1 xa2

2 · · ·xan+1

n+1 , a1 + a2 + · · · + an+1 = i ; i = 0, 1, ... , .

Egalând coeficienţii aceloraşi puteri din cele două dezvoltări ı̂n serie obţinem
egalitatea cerută.

Aplicând formula de recurenţă a diferenţelor divizate, şi folosind inducţia,
se deduce de asemenea proprietatea:

Proprietatea 1.5.5. Pentru orice i ≥ n are loc egalitatea

(1.5.6) [x1, x2, ..., xi ; [xi+1, xi+2, ..., xn+1 , x; f ]] = [x1, x2, ..., xn+1 ; f ] .
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Proprietatea care urmează este o generalizare a formulei lui Leibnitz
privind diferenţa divizată a produsului a două funcţii. O demonstraţie ele-
gantă a acestei formule a fost dată de T. Popoviciu ı̂n [127]. Noi aici vom
schiţa o demonstraţie prin inducţie, unde folosim formula de recurenţă a
diferenţelor divizate.

Proprietatea 1.5.6. Dacă f, g ∈ F , atunci are loc următoarea egalitate:

(1.5.7) [x1, x2, ..., xn+1 ; f · g] =
n+1∑
i=1

[x1, x2, ..., xi ; f ][xi, xi+1, ..., xn+1 ; g]

cu notaţia [x1 ; f ] = f(x1) şi [xn+1 ; g] = g(xn+1).

Demonstraţie. Formula (1.5.7) este evident adevărată pentru n = 1,
deoarece:

f(x2) · g(x2) − f(x1) · g(x1)
x2 − x1

=

=
[f(x2) − f(x1)] g(x2) + f(x1)[ g(x2) − g(x1)]

x2 − x1
=

= [x1 ; f ][x1, x2 ; g] + [x1, x2 ; f ][x2 ; g]

Presupunem acum adevărate următoarele două egalităţi:

[x2, x3, ..., xk+1 ; f · g] =
k+1∑
i=2

[x2, x3, ..., xi ; f ][xi, xi+1, ..., xk+1 ; g]

[x1, x2, ..., xk ; f · g] =
k∑

i=1

[x1, x2, ..., xi ; f ][xi, xi+1, ..., xk ; g]

unde k < n.
Scăzând termen cu termen egalităţile de mai sus, ı̂mpărţind rezultatul cu
xk+1 − x1 şi grupând convenabil termenii din partea dreaptă obţinem:

[x1, x2, ..., xk+1 ; f · g] =
k+1∑
i=1

[x1, x2, ..., xi ; f ][xi, xi+1, ..., xk+1 ; g]

ceea ce ne demonstrează egalitatea ı̂n cauză.
Fie acum două funcţii ϕ,ψ : E×E�{(x, y) ∈ E × E ; x = y} → R, date

de relaţiile:

ϕ(x, y) =
f(x)
y − x

,

ψ(x, y) =
1

y − x
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Notăm cu [x1, x2, ..., xn+1 ;ϕ](y) diferenţa divizată de ordin n a funcţiei ϕ
ı̂n raport cu prima variabilă, adică cu x şi analog [x1, x2, ..., xn+1 ; ψ](y)
diferenţa divizată a funcţiei ψ, tot ı̂n raport cu variabila x.
Cu aceste precizări, pentru polinomul lui Lagrange al funcţiei f pe punctele
x1, x2, ..., xn+1 are loc egalitatea:

L(x1, x2, ..., xn+1 ; f |z) =
[x1, x2, ..., xn+1 ; ϕ](z)
[x1, x2, ..., xn+1 ; ψ](z)

, z �= xi,(1.5.8)

i = 1, n+ 1 .

Această egalitate este o consecinţă imediată a relaţiilor (1.4.11) şi (1.5.1).

1.6 Polinomul lui Lagrange sub forma lui Newton

În acest paragraf vom da o altă formă, decât cele date ı̂n paragrafele
anterioare, pentru polinomul lui Lagrange.

Pentru aceasta considerăm următoarea identitate:

(1.6.1) L(x1, x2, ..., xn+1 ; f |x) =

=
n∑

i=1

[L(x1, x2, ..., xi+1 ; f |x) − L(x1, x2, ..., xi ; f |x)] + L(x1, f |x) .

Fie

(1.6.2) bi(x) = L(x1, x2, ..., xi+1 ; f |x) − L(x1, x2, ..., xi ; f |x) , i = 1, n .

Observăm că bi se bucură de următoarele proprietăţi:

(1.6.3) bi(xk) = 0, k = 1, i

şi

(1.6.4) bi(xi+1) = f(xi+1) − L(x1, x2, ..., xi ; f |xi+1) .

Din (1.6.2) rezultă că bi este un polinom de grad cel mult i şi deci având ı̂n
vedere egalităţile (1.6.3) rezultă pentru bi următoarea formă:

bi(x) = Ai(x− x1)(x− x2) · · · (x− xi) , Ai ∈ R, i = 1, n .

Având ı̂n vedere (1.6.4) obţinem pentru Ai următoarea valoare

Ai =
f(xi+1) − L(x1, x2, ..., xi ; f |xi+1)

(xi+1 − x1)(xi+1 − x2) · · · (xi+1 − xi)
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adică

Ai =
f(xi+1)

(xi+1 − x1)(xi+1 − x2) · · · (xi+1 − xi)
−

−

i∑
j=1

f(xj)(xi+1 − x1)(xi+1 − x2) · · · (xi+1 − xi)
(xi+1 − xj)(xj − x1) · · · (xj − xj−1)(xj − xj+1) · · · (xj − xi)

(xi+1 − x1)(xi+1 − x2) · · · (xi+1 − xi)
=

=
i+1∑
j=1

f(xj)
(xj − x1)(xj − x2) · · · (xj − xj−1)(xj − xj+1) · · · (xj − xi+1)

=

= [x1, x2, ..., xi+1 ; f ] , i = 1, n

de unde rezultă

(1.6.5) bi(x) = [x1, x2, ..., xi+1 ; f ][x− x1)(x− x2) · · · (x− xi) , i = 1, n.

Înlocuind (1.6.5) ı̂n (1.6.1) obţinem pentru polinomul lui Lagrange următoarea
formă:

(1.6.6) L(x1, x2, ..., xn+1 ; f |x) =

= f(x1) +
n∑

i=1

[x1, x2, ..., xi+1 ; f ](x− x1)(x− x2) · · · (x− xi) ,

adică polinomul lui Lagrange sub forma lui Newton.
Ne propunem acum să dăm o exprimare corespunzătoare pentru rest,

adică pentru diferenţă.

Rn+1(x) = f(x) − L(x1, x2, ..., xn+1 ; f |x)
Pentru aceasta demonstrăm următoarea teoremă:

Teorema 1.6.1. Pentru orice x ∈ E are loc egalitatea

(1.6.7) f(x) − L(x1, x2, ..., xn+1 ; f |x) =
= [x, x1, x2, ..., xn+1; f ](x− x1)(x− x2) · · · (x− xn+1)

unde [x, x1, x2, ..., xn+1 ; f ] este diferenţa divizată de ordin n + 1 a funcţiei
f pe nodurile specificate.

Demonstraţie. Procedăm prin inducţie. Pentru n = 0 avem

R1(x) = f(x) − L(x1; f |x) = f(x) − f(x1) =
= [x1, x ; f ](x− x1) = [x, x1; f ](x− x1)
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Presupunem ı̂n continuare că egalitatea (1.6.7) este adevărată pentru
n = k − 1 unde k ≥ 1, adică

(1.6.8) f(x)−L(x1, x2, ..., xk ; f |x) = [x, x1, ..., xk ; f ](x− x1) · · · (x− xk) ,

dar din formula de recurenţă a diferenţelor divizate obţinem

[x1, x2, ..., xk+1 ; f ] − [x, x1, x2, ..., xk ; f ]
xk+1 − x

= [x, x1, ..., xk+1 ; f ]

adică

[x, x1, ..., xk ; f ] = [x, x1, ..., xk+1 ; f ](x− xk+1) + [x1, x2, ..., xk+1 ; f ]

care ı̂mpreună cu (1.6.8) ne arată că egalitatea (1.6.7) este adevărată şi
pentru n = k.

Din (1.6.7) şi Teorema 1.4.3 rezultă următoarea teoremă:

Teorema 1.6.2. Dacă funcţia f este derivabilă până la ordinul n + 1
inclusiv, pe intervalul (y1, y2), unde y1 = min{x1, x2, x3, ..., xn+2},
y2 = max{x1, x2, ..., xn+2}, atunci există cel puţin un punct c ∈ (y1, y2)
astfel ı̂ncât:

[x1, x2, ..., xn+2 ; f ] =
f (n+1)(c)
(n+ 1)!

.

1.7 Alte forme pentru polinomul lui Lagrange

Pentru prescurtare vom nota ı̂n acest paragraf polinomul lui Lagrange
pe nodurile (1.2.5) cu L(x), adică L(x) = L(x1, x2, ..., xn+1 ; f |x).
Deoarece condiţiile de interpolare din definiţia 1.4.1 determină ı̂n mod unic
polinomul L, atunci există numerele reale a0, a1, ..., an, astfel ı̂ncât:

(1.7.1) L(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · + anx

n ,

care se pot determina rezolvând sistemul:

(1.7.2)

a0 + a1x1 + a2x
2
1 + · · · + anx

n
1 = f(x1)

a0 + a1x2 + a2x
2
2 + · · · + anx

n
2 = f(x2)

. . . . . . . . . . · · ·
a0 + a1xn+1 + a2x

2
n+1 + · · · + anx

n
n+1 = f(xn+1) .
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Dacă eliminăm coeficienţii ai, i = 0, n din relaţiile (1.7.1) şi (1.7.2) obţinem
egalitatea: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 · · · xn

1 f(x1)

1 x2 x2
2 · · · xn

2 f(x2)

· · · · · · · ·
1 xn+1 x2

n+1 · · · xn
n+1 f(xn+1)

1 x x2 · · · xn L(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

de unde obţinem pentru L următoarea expresie

(1.7.3) L(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 · · · xn

1 f(x1)

1 x2 x2
2 · · · xn

2 f(x2)

· · · · · · · ·
1 xn+1 x2

n+1 · · · xn
n+1 f(xn+1

1 x x2 · · · xn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 · · · xn
1

1 x2 x2
2 · · · xn

2

· · · · · · ·
1 xn+1 x2

n+1 · · · xn
n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

De aici pentru diferenţa divizată rezultă următoarea expresie:

(1.7.4) [x1, x2, ..., xn+1 ; f ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 · · · xn−1
1 f(x1)

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2 f(x2)

· · · · · · · ·
1 xn+1 x2

n+1 · · · xn−1
n+1 f(xn+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 · · · xn
1

1 x2 x2
2 · · · xn

2

· · · · · · ·
1 xn+1 x2

n+1 · · · xn
n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Propunem cititorului să ı̂ncerce să deducă proprietăţile polinomului lui
Lagrange şi ale diferenţelor divizate, date ı̂n paragrafele anterioare, pornind
de la expresiile (1.7.3) şi (1.7.4) ale polinomului lui Lagrange şi respectiv a
diferenţei divizate.
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1.8 Interpolare cu noduri multiple;
polinomul lui Hermite

Revenim acum asupra funcţiilor ϕ0, ϕ1, ..., ϕm ∈ I din paragraful 1.2
şi presupunem că sunt date numerele naturale a1, a2, ..., an+1, ai ≥ 1, i =
1, n+ 1. Notăm cu:

(1.8.1) m+ 1 = a1 + a2 + · · · + an+1

şi presupunem că funcţiile ϕi, i = 0,m şi f sunt derivabile până la ordinul
m− n pe E, de asemenea considerăm iaraşi nodurile de interpolare (1.2.5).

Punem următoarea problemă de interpolare cu noduri multiple:
Să se determine funcţia ϕ : E → R;

(1.8.2) ϕ(x) =
m∑

i=0

ciϕi(x)

astfel ı̂ncât să fie verificate egalităţile

(1.8.3) ϕ(j)(xi) = f (j)(xi) ; i = 1, n+ 1, j = 0, 1, ..., ai − 1 .

Condiţiile (1.8.3) determină coeficienţii ci din (1.8.2) ı̂n mod unic dacă de-
terminantul

(1.8.4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ0(x1) ϕ1(x1) · · · ϕm(x1)

ϕ′
0(x1) ϕ′

1(x1) · · · ϕ′
m(x1)

· · · · · ·
ϕ

(a1−1)
0 (x1) ϕ

(a1−1)
1 · · · ϕ

(a1−1)
m (x1)

ϕ0(x2) ϕ1(x2) · · · ϕm(x2)

· · · · · ·
ϕ

(am+1−1
0 (xn+1) ϕ

(am+1−1
1 (xn+1) · · · ϕ

(am+1−1)
m (xn+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
este diferit de zero.
Dacă determinantul (1.8.4) este diferit de zero pentru orice sistem de n +
1 noduri de forma (1.2.5) din E, atunci sistemul de funcţii ϕ0, ϕ1, ..., ϕm

formează un sistem interpolator faţă de problema de interpolare cu noduri
multiple de mai sus, pe mulţimea E.

În cele ce urmează noi vom analiza numai cazul particular al funcţiilor
ϕi ;ϕi(x) = xi , i = 0,m.
Pentru a dovedi că aceste funcţii formează un sistem interpolator pe R, ar fi
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necesar să calculăm determinantul corespunzător dat de (1.8.4). Este bine
cunoscut că un astfel de determinant nu se calculează uşor şi de aceea vom
dovedi existenţa polinomului de interpolare cu noduri multiple fără a face
apel la determinantul ı̂n cauză.

Notăm cu Hm polinomul de grad cel mult m care verifică condiţiile
corespunzătoare ce rezultă din (1.8.3).

Demonstrăm mai ı̂ntâi că Hm dacă există este unic. Pentru aceasta
procedăm analog ca pentru polinomul lui Lagrange, adică presupunem că
există cel puţin două polinoame Hm şi Hm de grad cel mult m care verifică
condiţiile de interpolare:

H(j)
m (xi) = f (j)(xi), H

(j)
m (xi) = f (j)(xi), i = 1; n+ 1, j = 0; ai − 1

De aici rezultă că polinomul Hm(x) = Hm(x)−Hm(x) este de grad cel mult
m şi are m+1 rădăcini, aşa cum rezultă din (1.8.1) şi deci polinomul H este
identic nul.
Pentru claritatea expunerii de mai sus considerăm un exemplu.
Ne propunem să determinăm un polinom de grad cel mult 2n + 1 care să
verifice condiţiile:

(1.8.5)
H2n+1(xi) = f(xi);

H ′
2n+1(xi) = f ′(xi); i = 1, n+ 1

adică cazul particular al problemei anterioare pentru a1 = a2 = · · · =
= an+1 = 2.
În acest caz evident m = 2n+ 1. Punem

(1.8.6) Hm(x) = Ln(x) + ω(x)Hm−n(x)

unde ω(x) =
n+1∏
i=1

(x − xi). Calculăm derivata de ordinul 1 a funcţiei Hm şi
avem:

H ′
m(x) = L′

n(x) + ω′(x)Hm−n(x) + ω(x) ·H ′
m−n(x) .

Din egalitatea de mai sus rezultă:

Hm−n(xi) =
H ′

m(xi) − L′
n(xi)

ω′(xi)
, i = 1, n+ 1

adică

Hm−n(xi) =
f ′(xi) − L′

n(xi)
ω′(xi)

, i = 1, n+ 1 .
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Din ultimele două relaţii rezultă pentru Hm−n expresia:

Hm−n(x) =
n+1∑
i=1

[f ′(xi) − L′
n(xi)] ω(x)

(x− xi) [ω′(xi)]
2 ,

care ı̂nlocuită ı̂n (1.8.6) ne conduce la:

(1.8.7) Hm(x) =
n+1∑
i=1

f(xi)
ω(x)

(x− xi)ω′(xi)
+ ω(x)

n+1∑
i=1

[f ′(xi) − L′
n(xi)]ω(x)

(x− xi) [ω′(xi)]
2

În cele ce urmează vom exprima polinomul Hm numai cu ajutorul valorilor
f(xi) şi f ′(xi); i = 1, n+ 1. Pentru aceasta notăm:

(1.8.8) li(x) =
ω(x)

(x− xi)ω′(xi)
, i = 1, n+ 1

polinoamele fundamentale ale lui Lagrange. În acest caz L′
n(xi) are următoarea

formă:

L′
n(xi) =

n+1∑
j=1

f(xj)l′j(xi).

Atunci membrul drept al egalităţii (1.8.13) se poate pune sub forma

Hm(x) =
n+1∑
i=1

f(xi)li(x) −
n+1∑
i=1

n+1∑
j=1

f(xj)l′j(xj)ω(x)
ω′(xi)

li(x) +(1.8.9)

+
n+1∑
i=1

f ′(xi)(x− xi)l2i (x) =

=
n+1∑
i=1

f(xi)

⎡⎣li(x) − n+1∑
j=1

ω(x)
l′i(xj)
ω′(xj)

lj(x)

⎤⎦ +

+
n+1∑
i=1

f ′(xi)(x− xi)l2i (x)

Dacă notăm:

pi(x) = li(x) −
n+1∑
j=1

ω(x)
li(xj)
ω′(xj)

lj(x), i = 1, n+ 1,
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atunci este evident că:

pi(xk) = li(xk) =

{
0 dacă i �= k

1 dacă i = k .

Pe de altă parte pentru p′(x) avem:

p′i(x) = l′i(x) −
n+1∑
j=1

ω′(x)
l′i(xj)
ω′(xj)

lj(x) −
n+1∑
j=1

ω(x)
l′i(xj)
ω′(xj)

l′j(x) ,

de unde pentru x = xk, obţinem

p′i(xk) = l′i(xk) −
n+1∑
j=1

ω′(xk)
li(xj)
ω′(xj)

lj(xk)

= l′i(xk) − l′i(xk) = 0 , pentru orice i, k = 1, n+ 1

adică x = xk, k �= i sunt rădăcini duble pentru pi(x), k = 1, n+ 1.
Deoarece gradul lui pi este 2n + 1, atunci rezultă că pi are drept factor pe
ω2(x)

(x− xi)2
şi deci poate fi scris sub forma

pi(x) =
ω2(x)

(x− xi)2
[a+ b(x− xi)], a, b ∈ R .

Deoarece pi(xi) = 1, atunci din relaţia de mai sus deducem

1 =
[
ω′(xi)

]2 · a,
adică

a =
1

[ω′(xi)]
2 .

Calculând derivatele funcţiilor pi şi trecând la limită ı̂n p′(x), pentru x→ xi

obţinem:
0 = p′(xi) = ω′(xi)ω′′(xi) · a+ [ω′(xi)]2 b ,

de unde rezută:

b = − ω′′(xi)
[ω′(xi)]3

.

Obţinem atunci pentru polinoamele pi următoarea reprezentare:

pi(x) =
ω2(x)

(x− xi)2[ω′(xi)]2

[
1 − ω′′(xi)

ω′(xi)
(x− xi)

]
, i = 1, n+ 1
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care ı̂mpreună cu (1.8.9) ne dau pentru Hm următoarea reprezentare:

(1.8.10)
Hm(x) =

n+1∑
i=1

f(xi)
ω2(x)

(x−xi)2[ω′(xi)]2

[
1 − ω′′(xi)

ω′(xi)
(x− xi)

]
+

+
n+1∑
i=1

f ′(xi)
ω2(x)

(x−xi)[ω′(xi)]2
.

Vom nota polinomul determinat mai sus cu:

(1.8.11) Hm(x) = H(x1 ; 2 ;x2 ; 2, ..., xn+1 ; 2 ; f |x) ,
unde specificăm atât nodurile de interpolare cât şi ordinele lor de multipli-
citate.

În continuare, aşa cum am procedat mai sus, vom căuta o formă analogă
pentru polinomul de interpolare cu noduri multiple ı̂n cazul general.

Definiţia 1.8.1. Polinomul Hm, de grad cel mult m, care pe nodurile (1.2.5)
verifică condiţiile

(1.8.12) H(j)
m (xi) = f (j)(xi) ; i = 1, n+ 1, j = 0, ai − 1

unde a1 + a2 + · · · + an+1 = m + 1 se numeşte polinomul de interpolare al
lui Hermite al funcţiei f pe nodurile (1.2.5).

Ne propunem deci să găsim forma generală a acestui polinom.
Pentru aceasta construim polinoamele hij , de gradm, care verifică următoarele
condiţii:

hij(xk) = hij(xk) = · · · = h
(ak−1)
ij (xk) = 0 dacă i �= k

hij(xi) = h′ij(xi) = · · · = h
(j−1)
ij (xi) = h

(j+1)
ij (xi) = · · · = h

(ai−1)
ij = 0(1.8.13)

h
(j)
ij (xi) = 1, pentru i = 1, n+ 1, j = 0, ai − 1.

Dacă hij verifică egalităţile (1.8.13) atunci polinomul:

(1.8.14) Hm(x) =
n+1∑
i=1

ai−1∑
j=0

f (j)(xi)hij(x),

verifică condiţiile (1.8.12).
Din (1.8.13) rezultă că hij are următoarea formă:

hij(x) = (x− x1)a1(x− x2)a2 · · ·
· · · (x− xi−1)ai−1(x− xi)j(x− xi+1)ai+1 · · · (x− xn+1)an+1qij(x),(1.8.15)
i = 1, n+ 1, j = 0, ai − 1
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unde qij(x) este polinom de grad aj − j − 1, care nu are rădăcină pe x = xi.
Considerăm polinoamele qij sub forma

(1.8.16) qij(x) = b
(0)
ij + b

(1)
ij (x− xi) + · · · + b

(ai−j−1)
ij (x− xi)ai−j−1

unde b(0)ij �= 0. Notăm cu ω următorul polinom:

(1.8.17) ω(x) = (x− x1)a1(x− x2)a2 · · · (x− xn+1)an+1 .

Polinoamele hij date de egalităţile (1.8.15), verifică relaţiile:

hij(xk) = h′ij(xk) = · · · = h
(ak−1)
ij (xk) = 0,

pentru i �= k(1.8.18)

hij(xi) = h′ij(xi) = · · · = h
(j−1)
ij (xi) = 0,

i = 1, n+ 1, j = 0, ai − 1 .

Este deci necesar să determinăm polinoamele qij astfel ı̂ncât hij să verifice
şi ultimele condiţii din (1.8.13), adică condiţiile:

(1.8.19) h
(j)
ij (xi) = h

(j+1)
ij (xi) = · · · = h

(ai−1)
ij (xi) = 0 ,

şi

(1.8.20) h
(i)
ij (xi) = 1 , i = 1, n+ 1, j = 0, ai − 1 .

Pentru aceasta din (1.8.15) şi (1.8.17) observăm că qij se poate pune sub
forma:

(1.8.21) qij =
(x− xi)ai−j

ω(x)
hij(x)

de unde obţinem pentru coeficientul b(0)ij , următoarea expresie:

b
(0)
ij = lim

x→xi

(x− xi)ai

ω(x)
· hij(x)
(x− xi)j

,

şi de aici avem:

lim
x→xi

hij(x)
(x− xi)j

= lim
x→xi

h
(j)
ij (x)
j !

=
h

(j)
ij (xi)
j !

=
1
j !
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şi

lim
x→xi

(x− xi)ai

ω(x)
=

[
(x− xi)ai

ω(x)

]
x=xi

=

=
1

(xi − x1)a1(xi − x2)a2 · · · (xi − xi−1)ai−1(xi − xi+1)ai+1 · · · (xi − xn+1)an+1
.

Deci b0ij are următoarea formă:

(1.8.22) b0ij =
1
j !

[
(x− xi)ai

ω(x)

]
x=xi

.

Din (1.8.16) şi (1.8.21) obţinem pentru b
(k)
ij , k = 1, ai − j − 1, următoarea

reprezentare

(1.8.23) b
(k)
ij =

1
k !

lim
x→xi

dk

dxk

[
(x− xi)ai

ω(x)
· hij(x)
(x− xj)j

]
,

dar

dk

dxk

[
(x− xi)ai

ω(x)
· hij(x)
(x− xj)j

]
=(1.8.24)

=
k∑

p=0

Cp
k

[
(x− x1)ai

ω(x)

](p)

·
[
hij(x)

(x− xi)j

](k−p)

unde cu Cp
k am notat numărul combinărilor de k elemente luate ĉıte p.

Se constată imediat că funcţia:[
(x− xi)ai

ω(x)

](p)

,

este continuă ı̂n x = xi şi de aceea are loc egalitatea

(1.8.25) lim
x→xi

[
(x− xi)ai

ω(x)

](p)

=
[
(x− xi)ai

ω(x)

](p)

x=xi

.

Pentru termenul rămas vom observa că hij(x) este polinom de grad cel puţin
j şi deci el se poate dezvolta după puterile lui x− xi astfel:

(1.8.26) hij(x) = d
(0)
ij (x− xi)j + d

(1)
ij (x− xi)j+1 + · · · + d

(m−j)
ij (x− xi)m ,

de unde deducem imediat egalitatea:

(1.8.27)
hij(x)

(x− xi)j
= d

(0)
ij + d

(1)
ij (x− xi) + · · · + d

(m−j)
ij (x− xi)m−j ,
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care ne conduce la egalităţile:

(1.8.28) lim
x→xi

[
hij(x)

(x− xi)j

](k−p)

= (k − p) ! d(k−p)
ij ,

iar pe de altă parte din (1.8.27) obţinem:

d
(k−p)
ij =

h
(k+j−p)
ij (xi)

(k + j − p) !
.

În această egalitate k+ j− p ≤ ai − 1 şi deci d(k−p)
ij �= 0 numai pentru k = p,

adică

d
(0)
ij =

h
(j)
ij (xi)
j !

=
1
j !
.

Astfel din (1.8.23) şi (1.8.24), folosind egalitatea de mai ı̂nainte deducem:

b
(k)
ij =

1
k !j !

[
(x− xi)ai

ω(x)

](k)

x=xi

,

iar pentru polinoamele hij expresia:

hij(x) = 1
j !

ω(x)

(x−xi)ai−k

αi−j−1∑
k=0

1
k !

[
(x−xi)

ai

ω(x)

](k)

x=xi

(x− xi)k

i = 1, n+ 1 ; j = 0, ai − 1

de unde obţinem pentru Hm, ţinând cont de (1.8.20), următoarea formă:

Hm(x) =
n+1∑
i=1

ai−1∑
j=0

ai−j−1∑
k=0

f (j)(xi)
j !k !

[
(x− xi)ai

ω(x)

](k)

x=xi

ω(x)
(x− xi)ai−j−k

.

Pentru polinomul Hm vom ı̂ntrebuinţa o notaţie analoagă cu cea de la
(1.8.11), adică

Hm(x) = H(x1 ; a1, . . . , xn+1 ; an+1; f |x) .

În continuare vom determina restul ı̂n formula de interpolare a lui Her-
mite.
Notăm cu R funcţia:

R(f ;x) = f(x) −Hm(x) .

Are loc următoarea teoremă:
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Teorema 1.8.1. Dacă f este derivabilă până la ordinul m + 1 inclusiv pe
intervalul (y1, y2) unde y1 = min

1≤i≤n+1
{xi, x} şi y2 = max

1≤i≤n+1
{xi, x}, x ∈ E,

atunci există cel puţin un punct c ∈ (y1, y2) astfel ı̂ncât:

(1.8.29) R(f ;x) =
f (m+1)(c)
(m+ 1) !

ω(x),

unde ω(x) =
n∏

i=1
(x− xi)ai .

Demonstraţie. Pentru demonstraţie considerăm funcţia ϕ : E → R

(1.8.30) ϕ(x) = f(x) −Hm(x) −Kω(x)

unde dacă luăm:

(1.8.31) K =
f(z) −Hm(z)

ω(z)
, z ∈ E , z �= xi , i = 1, n+ 1 ,

atunci z este un zero al lui ϕ.
Pe lângă aceasta, funcţia ϕ mai verifică şi următoarele condiţii:

ϕ(j)(xi) = 0 pentru i = 1, n+ 1, j = 0, ai − 1

unde a1 +a2 + · · ·+an = m+1. În consecinţă, funcţia ϕ, pentru valoarea lui
k dată de (1.8.31), va avea n+2 zerouri pe E. Aplicăm acum funcţiei ϕ lema
1.4.1 şi rezultă că există cel puţin un punct c ∈ (y1, y2), y1 = min

1≤i≤n+1
{xi, z},

y2 = max
1≤i≤n+1

{xi, z} astfel ı̂ncât ϕ(n+1)(x) = 0. Din (1.8.30) obţinem:

ϕ(m+1)(x) = f (m+1)(x) −K(m+ 1) !

de unde rezultă:

K =
f (m+1)(c)
(m+ 1) !

,

care ı̂mpreună cu (1.8.31) ne conduce la

f(z) −Hn(z) =
f (m+1)(c)
(m+ 1) !

ω(z) .

În concluzie, pentru orice x ∈ E există cel puţin un punct c cuprins
ı̂n interiorul celui mai mic interval care conţine punctele xi, i = 1, n+ 1 şi
punctul x, astfel ı̂ncât are loc egalitatea:

(1.8.32) f(x) = H(x1; a1, . . . , xn+1; an+1; f |x) +
f (m+1)(c)
(m+ 1) !

ω(x).
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Observaţia 1.8.1. Pentru a dovedi existenţa şi unicitatea polinomului lui
Hermite pe nodurile (1.2.5) putem proceda şi astfel: Considerăm numerele
reale yij , i = 1, n+ 1, j = 0, a1 − 1 şi scriem condiţiile (1.8.3) sub forma

(1.8.33) P (j)(xi) = yij i = 1, n+ 1, j = 0, ai − 1,

unde a1 +a2 + · · ·+an+1 = m+1. Notăm cu Pm, mulţimea polinoamelor de
grad cel mult m. Această mulţime formează un spaţiu vectorial de dimensi-
une m+ 1. Muli̧mea vectorilor de forma(
y10, y11, . . . , y1a1−1, y20, y21, . . . , y2a2−1, . . . , yn+1,0, yn+1,1, . . . , yn+1,an+1−1

)
formează spaţiul vectorial R

m+1.
Condiţiile (1.8.33) determină o aplicaţie liniară Hm : Pm → Rm+1. Deoarece
spaţiile Pm şi R

m+1 sunt de dimensiune finită şi dim(P)m = dim
(
R

m+1
)

=
m+1, pentru a demonstra că Hm este bijectivă este suficient să demonstrăm
că ea este injectivă.
Aceasta revine la arăta că dacă p ∈ Pm şi Hm(p) = 0 atunci p = 0.

Într-adevăr, condiţiile (1.8.33), pentru yij = 0, i = 1, n+ 1, j =
0, ai − 1 ne asigură că polinomul p se divide ı̂n mod necesar cu polinomul ω
dat de

ω(x) =
n+1∏
i=1

(x− xi)
ai .

Dar ω este polinom de grad m+ 1 iar p este polinom de grad cel mult m şi
de aici urmează că p nu poate fi decât polinomul identic nul. Cu aceasta,
existenţa şi unicitatea polinomului lui Hermite este dovedită.

Observaţia 1.8.2. Cazul particular al polinomului lui Hermite când n = 0
se reduce la polinomul lui Taylor de grad cel mult m, adică:

(1.8.34) H (x1,m+ 1; f |x) =

= f (x1) +
f ′(x1)

1 !
(x− x1) + · · · + fm(x1)

m !
(x− x1)m ,

cu restul dat de relaţia

(1.8.35) R(f, x) =
f (m+1)(c)
(m+ 1) !

(x− x1)m+1 ,

unde c se află ı̂n cel mai mic interval ce conţine punctele x1 şi x.
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1.9 Diferenţe divizate pe noduri multiple

Considerăm nodurile de interpolare (1.2.5) şi fiecărui nod xi ı̂i ataşăm
un număr natural ai, pe care ı̂l numim ordin de multiplicitate al lui xi, i =
1, n+ 1.
Presupunem că f este derivabilă până la ordinul m+ 1 pe mulţimea E.
Putem defini, de exemplu, diferenţa divizată de ordinul 1 pe nodul dublu xi

astfel:

(1.9.1) [xi, xi ; f ] = lim
x→xi

f(x) − f(xi)
x− xi

= f ′(xi), i = 1, n+ 1 .

În general

[x1, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
a1 ori

; x2, x2, . . . , x2︸ ︷︷ ︸
a2 ori

; . . . ; xn+1, xn+1, . . . , xn+1︸ ︷︷ ︸
an+1 ori

; f ] =(1.9.2)

= lim
x
(j)
i →xi

[
x1, x

(1)
1 , . . . , x

(a1−1)
1 ; . . . ;xi, x

(1)
i , . . . , x

(ai−1)
i ; . . .

. . . ;xn+1, x
(1)
n+1, . . . , x

(an+1−1)
n+1 ; f

]
,

unde toţi x(j)
i sunt diferiţi ı̂ntre ei, adică x(j)

i �= x
(l)
k pentru i �= k şi l �= j.

În ipotezele adoptate este uşor de văzut că are loc egalitatea

(1.9.3) [xi, xi, ..., xi︸ ︷︷ ︸
k+1ori

; f ] =
f (k)(xi)
k !

pentru k ≤ m+ 1 .

În cele ce urmează vom arăta că ı̂n ipotezele de derivabilitate care au
fost impuse asupra funcţiei f , limita (1.9.2) există şi deci diferenţa divizată
pe noduri multiple definita astfel are sens.



Diferenţe divizate pe noduri multiple 51

Pentru aceasta considerăm reprezentarea (1.7.4) a diferenţei divizate, adică:

(1.9.4) [x1, x2, . . . , xn+1 ; f ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 · · · xn−1
1 f(x1)

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2 f(x2)

· · · · · · · ·
1 xn+1 x2

n+1 · · · xn−1
n+1 f(xn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 · · · xn−1
1 xn

1

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2 xn
2

· · · · · · · ·
1 xn+1 x2

n+1 · · · xn−1
n+1 xn

n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=
D(x1, x2, . . . , xn+1; f)
D(x1, x2, . . . , xn+1; xn)

.

Cu notaţia de mai sus, egalitatea (1.9.2) revine la calculul limitei:
(1.9.5)

lim
x
(i)
i →xi

D(x1, x
(1)
1 , ..., x

(a1−1)
1 , x2, x

(1)
2 , ..., x

(a2−1)
2 , ..., xn+1, x

(1)
n+1, ..., x

(an+1−1)
n+1 ; f)

D(x1, x
(1)
1 , ..., x

(a1−1)
1 , x2, x

(1)
2 , ..., x

(a2−1)
2 , ..., xn+1, x

(1)
n+1, ..., x

(an+1−1)
n+1 ;xm+1)

unde x(j)
i �= xl

k, i �= k sau j �= l.
Dacă ı̂nlocuim ı̂n (1.9.5), de exemplu, pe x(1)

1 cu x1 suntem conduşi la

o nedeterminare de forma
0
0
, şi ţinând cont de ipotezele făcute asupra lui

f , putem aplica regula lui L’Hopital. Calculând după regulile cunoscute
derivatele determinanţilor ce apar ı̂n (1.9.5) ı̂n raport cu x

(1)
1 şi ı̂nlocuind

ı̂n linia a doua pe x(1)
1 cu x1, această linie, ı̂n cei doi determinanţi, va avea

următoarea formă:

0 1 2x1 3x2
1 · · · (m− 1)xm−2

1 f ′(x1)

ı̂n determinanul de la numărător şi

0 1 2x1 3x2
1 · · · (m− 1)xm−2

1 mxm−1
1

ı̂n determinantul de la numitor. Celelalte linii evident nu se schimbă.
Calculând derivatele de ordinul 1 ı̂n raport cu x

(2)
1 şi ı̂nlocuind cu x

(2)
1

cu x1 observăm că liniile de rang 2 şi 3 din ambii determinanţi sunt identice.
Este deci necesar să mai aplicăm odată regula lui L’Hopital şi ı̂n acest caz
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după ı̂nlocuirea lui x(2)
1 cu x1, linia de ordinul 3 din cei doi determinanţi va

arăta astfel:

0 0 2 3 · 2 · x1 · · · (m− 1)(m− 2)xm−3
1 f ′′(x1)

respectiv

0 0 2 3 · 2 · x1 · · · (m− 1)(m− 2)xm−3
1 (m− 1)m xm−2

1 .

Continuând acest procedeu după a1 − 1 paşi vom obţine pentru primele a1

linii din cei doi determinanţi următoarea formă

1 x1 x2
1 · · · xa1−1

1 xa1
1 xa1−1

1 · · · xm−1
1 f(x1)

0 1 2x1 · · · (a1−1)xa1−2
1 a1xa1−1

1 (a1+1)xa1
1 · · · (m−1)xm−2

1 f ′(x1)
· · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · (a1−1) a1!x1

(a1+ 1)!

2!
x2
1 · · · (m−1)!

(m−a1)!
xm−a1
1 f (a1−1)(x1)

ı̂n determinantul de la numărator, respectiv o formă similară ı̂n determinan-
tul de la numitor, care se obţine din acesta prin ı̂nlocuirea lui f(x) cu xm.
Procedeul de mai sus continuă până la epuizarea tuturor nodurilor xi i =
1, n+ 1, cu ordinele lor de multiplicitate ai.

Urmează acum să dovedim că determinantul obţinut la numitor după
aceaste transformări nu este egal cu zero.
Pentru aceasta să observăm că dacă considerăm un polinom de grad m, cu
coeficienţi a0, a1, . . . , am necunoscuţi, adică:

(1.9.6) P (x) = a0 + a1x+ · · · + amx
m

şi cerem să se detrmine acest polinom astfel ı̂ncât să fie verificate condiţiile:

(1.9.7) P (j)(xi) = f (j)(xi), i = 1, n+ 1; j = 0, ai − 1 ,

atunci obţinem un sistem de m + 1 ecuaţii cu m + 1 necunoscute al cărui
determinant principal coincide cu determinantul obţinut la numitorul fracţiei
(1.9.5) după toate transformările indicate mai sus. Dar sistemul (1.9.7)
ne determină coeficienţii polinomului lui Hermite, despre care am arătat
(Observaţia 1.8.1), că există şi este unic. De aici rezultă că coeficienţii
a0, a1, . . . , am din (1.9.6) se determină ı̂n mod unic cu condiţiile (1.9.7) şi
deci este evident că determinantul ı̂n cauză este diferit de zero.
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Din cele arătate mai sus rezultă imediat egalitatea (1.9.3), adică:

[x1, x1, . . . , x1 : f︸ ︷︷ ︸
k+1 ori

]=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 · · · xk−1

1 f(x1)
0 1 2x1 · · · (k−1)xk

1 f ′(x1)
· · · · · · · ·
0 0 0 · · · (k−1)! f (k−1)(x1)
0 0 0 · · · 0 f (k)(x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 · · · xk−1

1 xk
1

0 1 2x1 · · · (k−1)xk−2
1 kxk−1

1

· · · · · · · ·
0 0 0 · · · (k−1)! k!x1

0 0 0 · · · 0 k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
f (k)(x1)

k!
.

Formula de recurenţă a diferenţelor divizate pe noduri simple poate fi
extinsă şi ı̂n cazul nodurilor multiple astfel:
Din definiţia diferenţei divizate pe noduri multiple avem:

[x1, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
a1 ori

;x2, x2, . . . , x2︸ ︷︷ ︸
a2 ori

; . . . ;xn+1, xn+1, . . . , xn+1︸ ︷︷ ︸
an+1 ori

; f ] =

= lim
xj

i→xi

[
x1, x

(1)
1 , . . . , x

(a1−1)
1 , x2, x

(1)
2 , . . . , x

(a2−1)
2 , . . .

. . . , xn+1, x
(1)
n+1, . . . , x

an+1−1)
n+1 ; f

]
, x

(j)
i �= xl

k

dar

[
x1, x

(1)
1 , ..., x

(a1−1)
1 , x2, x

(1)
2 , ..., x

(a2−1)
2 , ..., xn+1, x

(1)
n+1, ..., x

(an+1−1)
n+1 ; f

]
=

=
1

xn+1 − x1

[[
x

(1)
1 , x

(2)
1 , ..., x

(a1−1)
1 , x2, x

(1)
2 , ..., x

(a2−1)
2 , ..., xn+1, x

(1)
n+1, ..., x

(an+1−1)
n+1 ; f

]
−

−
[
x1, x

(1)
1 , x

(2)
1 , ..., x

(a1−1)
1 , x2, x

(1)
2 , ..., x

(ai−1)
2 , ..., x

(1)
n+1, ..., x

(an+1−1)
n+1 ; f

]]
.
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De unde trecând la limită ı̂n egalitatea de mai sus obţinem:[
x1, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

a1 ori

; x2, . . . , x2︸ ︷︷ ︸
a2 ori

; . . . ;xn+1, . . . , xn+1︸ ︷︷ ︸
an+1 ori

; f

]
=

=
1

xn+1 − x1

[[
x1, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

a1−1 ori

;x2, x2, . . . , x2︸ ︷︷ ︸
a2 ori

; . . . ;xn+1, xn+1, . . . , xn+1︸ ︷︷ ︸
an+1 ori

; f
]
−

−
[
x1, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

a1 ori

;x2, x2, . . . , x2︸ ︷︷ ︸
a2 ori

; . . . , xn+1, xn+1, . . . , xn+1︸ ︷︷ ︸
an+1−1 ori

; f
]]
.

Formula de recurenţă de mai sus ne poate servi uşor pentru calculul diferenţelor
divizate, pe noduri multiple, prin recurenţă.

1.10 Polinomul lui Hermite sub forma lui Newton

Să considerăm polinomul de interpolare sub forma lui Newton pe nodurile
de interpolare

(1.10.1) x1, x
(1)
1 , . . . , x

(a1−1)
1 , x2, x

(1)
2 , . . . , x

(a2−1)
2 , . . .

. . . , xn+1, x
(1)
n+1, . . . , x

(an+1−1)
n+1 .

Din (1.6.6) obţinem:

L
(
x1, x

(1)
1 , ..., x

(a1−1)
1 , x2, x

(1)
2 , ..., x

(a2−1)
2 , ..., xn+1, x

(1)
n+1, ...(1.10.2)

...x
(an+1−1)
n+1 ; f |x

)
= f(x1) +

[
x1, x

(1)
1 ; f

]
(x− x1) +

[
x1, x

(1)
1 , x

(2)
1 ; f

]
(x− x1)·

·
(
x− x

(1)
1

)
+ · · · +

[
x1, x

(1)
1 , x

(2)
1 , ..., x

(a1−1)
1 ; f

]
(x− x1)

(
x− x

(1)
1

)
, ...,

(
x− x

(a1−2)
1

)
+

+
[
x1, x

(1)
1 , ..., x

(a1−1)
1 , x2; f

]
(x− x1)

(
x− x

(1)
1

)
...

(
x− x

(a1−1)
1

)
+

+
[
x1, x

(1)
1 , ..., x

(a1−1)
1 , x2, x

(1)
2 ; f

]
(x− x1)

(
x− x(1)

)
, ...

(
x− x

(a1−1)
1

)
(x− x2) + ...

+
[
x1, x

(1)
1 , ..., x

(a1−1)
1 , x2, x

(1)
2 , ..., x

(a1−1)
2 , ..., xn+1, x

(1)
n+1, ...,

..., x
(an+1−1)
n+1 ; f

]
(x− x1)

(
x− x

(1)
1

)
...

(
x− x

(a1−1)
1

)
, ..., (x− xn+1)...

...
(
x− x

(1)
n+1

)
...

(
x− x

(an+1−2)
n+1

)
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cu restul:

R(x) =
[
x1, x

(1)
1 , . . . , x

(a1−1)
1 , . . . , xn+1, . . . , x

(1)
n+1, . . . , x

an+1−1)
n+1 , x; f

]
(x− x1)

(
x− x

(1)
1

)
, . . . . . . ,

(
x− x

(a1−1)
1

)
. . .(1.10.3)

. . . (x− xn+1)
(
x− x

(1)
n+1

)
. . .

(
x− x

(an+1−1)
n+1

)
.

Trecând la limită ı̂n egalităţile (1.10.2) şi (1.10.3) când x
(j)
i → xi obţinem

pentru polinomul lui Hermite şi restul corespunzător următoarele reprezentări:

H(x1; a1, x2; a2, . . . , xn+1; an+1; f |x) =(1.10.4)

= f(x1) + [x1, x1; f ] (x− x1) + [x1, x1, x1; f ] (x− x1)2 + . . .

+
[
x1, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

a1 ori

; f
]
(x− x1)a1−1 +

[
x1, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

a1 ori

;x2; f
]
(x− x1)a1+

+
[
x1, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

a1 ori

;x2, x2 : f
]
(x− x1)a1(x− x2) + · · ·

+
[
x1, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

a1 ori

;x2, x2, . . . , x2︸ ︷︷ ︸
a2 ori

, . . . , xn+1, xn+1, . . . , xn+1︸ ︷︷ ︸
an+1 ori

; f
]
·

· (x− x1)a1(x− x2)a2 . . . . . . (x− xn)an(x− xn+1)an+1−1

şi

R(x) =
[
x1, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

a1 ori

, x2, x2, . . . , x2︸ ︷︷ ︸
a2 ori

, . . .(1.10.5)

... xn+1, xn+1, ..., xn+1︸ ︷︷ ︸
an+1 ori

, x; f
]
(x− x1)a1(x− x2)a2 ...(x− xn+1)an+1 .

1.11 Forma integrală a diferenţelor divizate

Contribuţii importante ı̂n această direcţie a adus D.V. Ionescu [59], [60],
folosind aşa numita metodă a funcţiei ϕ.
Pentru fixarea ideilor, considerăm nodurile de interpolare numerotate ı̂n or-
dine crescătoare, adică

(1.11.1) x1 < x2 < · · · < xn < xn+1
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şi funcţia f ∈ Cn
[x1,xn+1]. Fiecărui interval [xi, xi+1], i = 1, n, ı̂i ataşăm câte

o funcţie ϕi, i = 1, n care verifică ecuaţiile diferenţiale

(1.11.2) ϕ
(n)
i (x) = 0, pentru orice x ∈ [xi, xi+1], i = 1, n .

Aplicând formula de integrare prin părţi ı̂n mod repetat fiecărei integrale de
forma

(1.11.3)

xi+1∫
xi

ϕi(x)f (n)(x)dx , i = 1, n,

şi ţinând cont de (1.11.2), obţinem

xi+1∫
xi

ϕi(x)f (n)(x)dx =
[
ϕi(x)f (n−1)(x) − ϕi(x)f (n−2)(x)+

+ · · · + (−1)n−1ϕ
(n−1)
i (x)f(x)

]xi+1

xi

, i = 1, n .(1.11.4)

Dacă adunăm membru cu membru egalităţile (1.11.4) obţinem:

(1.11.5)

xn+1∫
x1

ϕ(x) f (n)(x) dx = F (f) ,

unde F este o funcţională ce depinde de f, f ′, . . . , f (n−1), aşa cum rezultă
din (1.11.4) şi ϕ(x) = ϕi(x) pentru x ∈ [xi, xi+1], i = 1, n.

În continuare vom arăta că egalităţile:

(1.11.6) [x1, x2, . . . , xn+1; f ] =

{
0 dacă f(x) = xi, i = 0, n− 1

1 dacă f(x) = xn ,

enunţate ı̂n Proprietatea 1.5.3. caracterizează complet diferenţa divizată de
ordin n a funcţiei f , dacă ţinem cont că această funcţională este şi liniară
(Proprietatea 1.5.1).
Într-adevăr, dacă notăm cu G o funcţională definită pe mulţimea funcţiilor
f cu domeniul de definiţie dat de mulţimea formată din punctele (1.11.1),
atunci are loc egalitatea:

(1.11.7) G(f) =
n+1∑
i=1

λi f(xi) ,
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unde λi ∈ R, i = 1, n+ 1 şi nu depind de funcţia f .
Dacă scriem că funcţionala G verifică egalităţile (1.11.6) obţinem pentru λi

următorul sistem:

n+1∑
i=1

λix
j
i = 0, j = 0, 1, . . . , n− 1

n+1∑
i=1

λix
n
i = 1

la care dacă adăugăm relaţia (1.11.7) şi eliminăm λ1, λ2, . . . , λn+1 obţinem:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1 0

x1 x2 x3 · · · xn+1 0

x2
1 x2

2 x2
3 · · · x2

n+1 0

· · · · · · · 0

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 · · · xn−1

n+1 0

xn
1 xn

2 xn
3 · · · xn

n+1 1

f(x1) f(x2) f(x3) · · · f(xn+1) G(f)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

de unde folosind (1.7.4) obţinem:

G(f) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

x1 x2 x3 · · · xn+1

x2
1 x2

2 x2
3 · · · x2

n+1

· · · · · · ·
xn−1

1 xn−1
2 xn−1

3 · · · xn−1
n+1

f(x1) f(x2) f(x3) · · · f(xn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

x1 x2 x3 · · · xn+1

x2
1 x2

2 x2
3 · · · x2

n+1

· · · · · · ·
xn−1

1 xn−1
2 xn−1

3 · · · xn−1
n+1

xn
1 xn

2 xn
3 · · · xn

n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= [x1, x2, . . . , xn+1; f ] ,

ceea ce trebuia demonstrat.
Revenim acum la funcţionala F dată de (1.11.5) şi observăm că pen-

tru ca ea să reprezinte diferenţa divizată pe nodurile (1.11.1) este necesar şi
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suficient ca ı̂n valoarea acestei funcţionale pe funcţia f să nu figureze valo-
rile derivatelor funcţiei f pe noduri, adică ı̂n F (f) să dispară termenii care
conţin valorile f ′(xi), f ′′(xi), . . . , f (n−1)(xi), i = 1, n+ 1. Pentru aceasta
este necesar şi suficient ca funcţiile ϕi, i = 1, n, să verifice condiţiile

ϕ1(x1) = ϕ′
1(x1) = · · · = ϕ

(n−2)
1 (x1) = 0

ϕ1(x2) = ϕ2(x2) = ϕ′
1(x2) = ϕ′′

2(x2), . . . , ϕ
(n−2)
1 (x2) = ϕ

(n−2)
2 (x2)

ϕ2(x3) = ϕ3(x3), ϕ′
2(x2) = ϕ′

x(x3), . . . , ϕ
n−2)
2 (x3) = ϕ

(n−2)
3 (x3)

· · · · · · · · ·(1.11.8)

ϕn−1(xn) = ϕn(xn), ϕ′
n−1(xn−1) = ϕ′

n(xn), . . . , ϕ(n−2)
n−1 (xn) = ϕ(n−2)

n (xn)

ϕn(xn+1) = ϕ′
n(xn+1) = · · · = ϕ(n−2)

n (x1) = 0 .

Cu aceste condiţii funcţionala F este liniară şi se anulează pentru f = xi,
i = 0, n− 1. Este necesar ca pe l̂ıngă condiţiile (1.11.8) să impunem condiţia
suplimentară

(1.11.9) F (xn) = 1 .

Arătăm ı̂n continuare că ecuaţiile diferenţiale (1.11.2) cu condiţiile (1.11.8)
şi (1.11.9) ne conduc la o soluţie unică.

Dacă considerăm funcţiile ϕi, i = 1, n sub forma:

(1.11.10)

ϕ1(s) = λ1
(s−x1)n−1

(n−1) !

ϕ2(s) = λ1
(s−x1)n−1

(n−1) ! + λ2
(s−x2)n−1

(n−1) !

· · · = · · ·
ϕn(s) = λ1

(s−x1)n−1

(n−1) ! + λ2
(s−x2)n−1

(n−1) ! + · · · + λn
(s−xn)n−1

(n−1) ! ,

atunci ele verifică ecuaţiile (1.11.2) ı̂mpreună cu condiţiile (1.11.8) pentru
orice valori ale parametrilor λ1, λ2, . . . , λn. Determinăm parametrii λi, i =
1, n cu cele n−1 condiţii ce trebuie verificate de funcţia ϕn pe punctul xn+1

şi cu condiţia (1.11.9).
Cele n− 1 condiţii din (1.11.8) ne conduc la sistemul de ecuaţii:

(1.11.11) λ1(xn+1 − x1) + λ2(xn+1 − x2) + · · · + λn(xn+1 − xn) = 0

λ1(xn+1 − x1)2 + λ2(xn+1 − x2)2 + · · · + λn(xn+1 − xn)2 = 0

· · · · · · · ·
λ1(xn+1 − x1)n−1 + λ2(xn+1 − x2)n−1 + · · · + λn(xn+1 − xn)n−1 = 0.
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Introducem un nou parametru λn+1 cu condiţia:

(1.11.12) λ1 + λ2 + · · · + λn + λn+1 = 0 ,

sistemul (1.11.11) devine:

(1.11.13)

λ1x1 + λ2x2 + · · · + λnxn + λn+1xn+1 = 0

λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + · · · + λnx

n
n + λn+1x

2
n+1 = 0

· · · · · · ·
λ1x

n−1
1 + λ2x

n−1
2 + · · · + λnx

n−1
n + λn+1x

n−1
n+1 = 0 ,

care ı̂mpreună cu ecuaţia (1.11.12) ne determină parametrii λi, i = 1, n+ 1
ı̂n afară de un factor. Soluţia sistemului format cu ecuaţiile (1.11.12) şi
(1.11.13) este dată de egalităţile:

(1.11.14)
λ1

V (x2, x3, . . . , xn+1)
=

−λ2

V (x1, x3, . . . , xn+1)
= · · ·

=
(−1)nλn+1

V (x1, x2, . . . , xn)
= α

unde cu V (y1, y2, . . . , yn) am notat determinantul lui Vandermonde al nu-
merelor y1, y2, . . . , yn şi α este un parametru ce se va determina cu condiţia
(1.11.9).

Din (1.11.10) deducem egalităţile

(1.11.15) ϕ
(n−1)
i (s) = λ1 + λ2 + · · · + λi , i = 1, n

Folosind egalităţile de mai sus şi condiţiile (1.11.8) obţinem pentru F următoarea
reprezentare:

F (f) = (−1)nα[f(x1)V (x2, x3, . . . , xn+1) − f(x2)V (x1, x3, . . . , xn+1) + · · ·
+ (−1)nf(xn+1)V (x1, x2, . . . , xn)]

sau

F (f) = α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 · · · xn−1
1 f(x1)

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2 f(x2)

· · · · · · · ·
1 xn+1 x2

n+1 · · · xn−1
n+1 f(xn+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
din care ţin̂ınd cont de (1.11.9) rezultă

α =
1

V (x1, x2, . . . , xn, xn+1)
,
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adică

F (f) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 · · · xn−1
1 f(x1)

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2 f(x2)

· · · · · · · ·
1 xn+1 x2

n+1 · · · xn−1
n+1 f(xn+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 · · · xn−1
1 xn

1

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2 xn
2

· · · · · · · ·
1 xn+1 x2

n+1 · · · xn−1
n+1 xn

n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= [x1, x2, . . . , xn+1; f ]

de unde ţinând cont de (1.11.5) obţinem:

(1.11.16) [x1, x2, . . . , xn+1; f ] =

xn+1∫
x1

ϕ(x) · f (n)(x) dx

unde ϕ : [x1, xn+1] → R, ϕ(x) = ϕi(x), pentru x ∈ [xi, xi+1], i = 1, n, adică
restricţiile lui ϕ la intervalele [xi, xi+1] coincid cu funcţiile ϕi.
Dacă introducem notaţiile

(x− xi)+ =

{
x− xi dacă x ≥ xi

0 dacă x < xi ,

atunci funcţia ϕ se poate reprezenta sub forma:

ϕ(x) = λ1
(x− x1)n−1

+

(n− 1)!
+ λ2

(x− x2)n−1
+

(n− 1)!
+ · · · + λn+1

(x− xn+1)n−1
+

(n− 1)!

care după cum se vede nu este altceva decât funcţia spline de ordin n− 1 ce
verifică condiţiile (1.11.8).

Reprezentarea (1.11.16) a fost obţinută a pentru prima dată de către G.
Peano [27].
De asemenea, aceeaşi reprezentare se mai poate obţine şi folosind dezvoltarea
tayloriană a funcţiei f pe punctul xn+1 cu restul sub forma lui Peano, pentru
valorile lui f pe punctele xi , i = 1, n şi reprezentarea diferenţei divizate dată
de (1.7.4). Acest mod de abordare al problemei aparţine, după cum se afirmă
ı̂n [60], lui P. J. Laurent.

Ţinând cont de (1.11.14) şi de reprezentarea parametrului α, dată ulte-
rior, observăm că pentru λi, i = 1, n+ 1 avem următoarele reprezentări:

λi = (−1)i−1 V (x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn+1)
V (x1, x2, . . . , xn+1)

, i = 1, n+ 1 .
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Pentru proprietăţi suplimentare şi detalii asupra funcţiei ϕ recomandăm
cititorului lucrările [59], [60]. În aceste lucrări autorul construieşte toată
teoria interpolării cu polinoame, pornind de la definiţia diferenţei divizate
ca fiind o funcţională liniară ce verifică egalităţile (1.11.6) şi pentru care
se construiesc, aşa cum am procedat mai sus, funcţiile ϕi, i = 1, n+ 1 ce
determină funcţia f din reprezentarea (1.11.6).

1.12 Interpolarea funcţiilor de variabilă complexă

Este evident că formal, şi ı̂n cazul funcţiilor de variabilă complexă poate
fi scris polinomul lui Lagrange, dar studiul restului ı̂n acest caz nu se mai
poate face cu metodele pe care le-am folosit ı̂n cazul funcţiilor reale de o
variabilă reală, deoarece pentru funcţiile complexe teorema lui Rolle nu mai
funcţionează.

Fie Γ o curbă plană simplă ı̂nchisă şi f o funcţie de variabilă complexă
definită pe Γ şi ı̂n interiorul curbei Γ. Presupunem că f este analitică pe
domeniul de definiţie specificat. Considerăm ı̂n interiorul curbei Γ, n + 1
noduri de interpolare

(1.12.1) z1, z2, . . . , zn+1, zi �= zj dacă i �= j

şi notăm cu ω(z) = (z − z1)(z − z2) · · · (z − zn+1).
Fie P o funcţie dată de relaţia:

(1.12.2) P (z) =
1

2πi

∫
Γ

ω(s) − ω(z)
ω(s)(s− z)

f(s) ds

unde integrala din membrul drept este egală cu suma rezidurilor funcţiei
de sub integrală corespunzătoare fiecărui punct din sistemul (1.12.1). Dar
rezidul pentru un punct arbitrar zk din (1.12.1) este dat de egalitatea:

lim
s→zk

ω(s) − ω(z)
ω(s)(s− z)

f(s)(s− zk) = f(zk)
ω(z)

ω′(zk)(z − zk)
,

adică

(1.12.3) P (z) =
1

2πi

n+1∑
k=1

f(zk)
ω(z)

ω′(zk)(z − zk)
= L(z1, z2, . . . , zn+1; f |z).

Dacă scriem egalitatea (1.12.2) sub forma:

L(z1, z2, . . . , zn+1; f |z) =
1

2πi

∫
Γ

f(s)
s− z

ds− ω(z)
2πi

∫
Γ

f(s)
ω(s)(s− z)

ds
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şi dacă ţinem cont de formula lui Cauchy atunci obţinem egalitatea

f(z) = L(z1, z2, . . . , zn+1; f |z) +
ω(z)
2πi

∫
Γ

f(s)
ω(s)(s− z)

ds.

Astfel restul ı̂n formula de interpolare a lui Lagrange este dat ı̂n acest caz
de egalitatea

R(z) =
ω(z)
2πi

∫
Γ

f(s)
ω(s)(s− z)

ds.
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Pentru redactarea acestui capitol am folosit lucrările: [27], [39], [42], [59],
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Capitolul 2

Derivate de ordin superior
ale funcţiilor inverse şi
funcţiilor compuse

În acest capitol vom aborda problema calculului derivatelor de ordin
superior pentru funcţii compuse şi funcţii inverse.

Forma generală a acestor formule ne va fi necesară, ı̂n capitolele următoare,
la studiul metodelor de iteraţie de tip interpolator.

2.1 Derivatele funcţiilor compuse

Fie I un interval al axei reale şi f : I −→ R o funcţie. Notăm cu K
mulţimea valorilor funcţiei f , adică K = f(I). Fie g : K −→ R şi funcţia
h = g ◦ f , unde h : I −→ R h(x) = g

(
f(x)

)
pentru orice x ∈ I.

Funcţia h este funcţia compusă a celor 2 funcţii f şi g. Fie x0 ∈ I
un punct din interiorul intervalului I şi n ∈ N un număr natural. Asupra
funcţiilor f şi g vom face următoarele ipoteze:

(i) funcţia f este derivabilă, până la ordinul n inclusiv, pe punctul x0;
(ii) funcţia g este derivabilă, până la ordinul n inclusiv, pe punctul

y0 = f(x0).
Forma generală a derivatei de ordin superior pentru funcţia h pe punctul

x0 este dată de următoarea teoremă.

Teorema 2.1.1. Dacă funcţiile f şi g verifică ipotezele (i) şi (ii), atunci
funcţia h admite derivate de orice ordin k ∈ N, k ≤ n, pe punctul x0 şi

63
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derivata de ordin k este dată de relaţia:

(2.1.1) h(k)(x0) =
k∑

i=1

g(i)
(
f(x0)

)
u

(i)
k (x0) ,

unde coeficienţii u(i)
k (x0), i = 1, 2, . . . , k sunt daţi de următoarele relaţii:

u
(i)
k =

∑ k !
(a1)!(1!)a1 · (a2)!(2!)a2 . . . (ak)!(k!)ak

·(2.1.2)

· [f ′(x0)
]a1

[
f ′′(x0)

]a2 . . .
(
f (k)(x0)

)ak

unde suma de mai sus se extinde asupra tuturor soluţiilor ı̂ntregi nenegative
ale sistemului

(2.1.3)

{
a1 + a2 + · · · + ak = i

a1 + 2a2 + · · · + kak = k.

Demonstraţie. Vom proceda prin induţie completă atât ı̂n raport cu i cât
şi ı̂n raport cu k.

Pentru k = 1 avem:

(2.1.4) h′(x0) = g′
(
f(x0)

) · f ′(x0) .

În acest caz sistemul (2.1.3) are numai soluţia a1 = 1 deoarece ı̂n acest caz

avem i = k = 1. Din (2.1.1) pentru k = 1 obţinem u
(1)
1 =

1
(1!) · (1!)

f ′(x0) =

f ′(x0), adică (2.1.1) este adevărată pentru k = 1.
Presupunem că formula (2.1.1) este adevărată, unde coeficienţii µ(i)

k sunt
daţi de (2.1.2). Derivata de ordin k + 1 a funcţiei h se obţine din (2.1.1)
astfel:

h(k+1) =
k∑

i=1

{
g(i+1)

(
f(x0)

)
µ

(i)
k (x0)f ′(x0)+g(i)

(
f(x0)

)[
µ

(i)
k (x0)

]′}=

=
k+1∑
i=1

g(i)
(
f(x0)

)
µ

(i)
k+1(2.1.5)

unde coeficienţii µ(i)
k+1 verifică relaţiile:

(2.1.6)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
µ

(i)
k+1(x0) = µ

(i−1)
k (x0)f ′(x0) +

[
µ

(i)
k (x0)

]′
, i = 2, 3, . . . , k;

µ
(1)
k+1(x0) =

[
µ

(1)
k (x0)

]′;
µ

(k+1)
k+1 (x0) = µ

(k)
k (x0)f ′(x0) .
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Pentru i = 1 sistemul (2.1.3) are soluţia unică a1 = a2 = · · · = ak−1 = 0,
ak = 1 şi deci µ(1)

k (x0) = f (k)(x0) şi deci din (2.1.6) avem µ
(1)
k+1(x0) =

f (k+1)(x0).
Tot din sistemul (2.1.3) pentru i = k obţinem a1 = k a2 = a3 = · · · =

ak = 0 şi deci µ(k)
k (x0) =

[
f ′(x0)

]k şi dacă folosim (2.1.6) avem: µ(k+1)
k+1 =[

f ′(x0)
]k+1.

Din cele arătate mai sus, este clar că primul şi ultimul din coeficienţi daţi
de (2.1.2) au forma indicată. Ne folosim acum de prima relaţie din (2.1.6)
pentru a demonstra valabilitatea relaţiilor ce ne dau coeficienţii intermediari.

Trebuie deci să dovedim că, coeficienţii µ(i)
k+1, i = 2, k au forma cores-

punzătoare ce rezultă din (2.1.2) pentru k + 1. Din formulele de recurenţă
(2.1.6) avem:

(2.1.7) f ′(x0)µ
(i−1)
k (x0) =

=
∑ k!

(a1)!(1!)a1 . . . (ak)!(k!)k

[
f ′(x0)

]b1[f ′′(x0)
]b2 . . .

[
f (k)(x0)

]bk ,

unde b1 = a1 + 1, b2 = a2, . . . , bk = ak şi a1, a2 . . . ak verifică sistemul

(2.1.8)
a1 + a2 + · · · + ak = i− 1;

a1 + 2a2 + · · · + kak = k .

Este clar că dacă (2.1.8) este verificat de a1, a2, . . . , ak, atunci b1, b2, . . . , bk
verifică sistemul

b1 + b2 + · · · + bk = i;

b1 + 2b2 + · · · + kbk = k + 1 .

În cazul ı̂n care bk+1 = 0 atunci avem

(2.1.9) f ′(x0)µ
(i−1)
k (x0) =

∑ k!
(a1)!(1!)a1 . . . (ak)!(k!)ak

·

· [f ′(x0)
]b1[f ′′(x0)

]b2 . . .
[
f (k)(x0)

]bk
[
f (k+1)(x0)

]bk+1

unde b1, b2, . . . , bk+1 verifică sistemul:

(2.1.10)

{
b1 + b2 + · · · + bk + bk+1 = i;

b1 + 2b2 + · · · + kbk + (k + 1)bk+1 = k + 1

Observăm că ı̂n sistemul (2.1.10) bk+1 nu poate lua decât valorile 0 sau 1.
Dar pentru bk+1 = 1, rezultă b1 = b2 = · · · = bk = 0 şi deci ı̂n mod necesar
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i trebuie să fie dat de i = k + 1, adică singurul sistem verificat de bk+1 = 1
este

b1 + b2 + · · · + bk + bk+1 = k + 1;

b1 + 2b2 + · · · + kbk + (k + 1)bk+1 = k + 1 .

În acest caz coeficientul corespunzător µ(k+1)
k+1 a fost deja stabilit la ı̂nceputul

raţionamentului nostru. Aşa deci (2.1.9) are loc şi pentru k + 1.
Pentru cel de-al doilea termen din dreapta relaţiei (2.1.6) avem:

[
µ

(i)
k (x0)

]′ =
∑ k!

a1!(1!)a1 . . . ak!(k!)ak

k∑
j=1

aj [f ′(x0)]a1 . . .

. . .
[
f (j)(x0)

]aj−1 · [f (j+1)(x0)
]aj+1+1

. . .
[
f (k)(x0)

]ak(2.1.11)

unde prima sumă se extinde asupra tuturor soluţiilor ı̂n numere ı̂ntregi
nenegative ale sistemului

(2.1.12)

{
a1 + a2 + · · · + ak = i;

a1 + 2a2 + · · · + kak = k .

Fie (a1, a2, . . . , ak) o soluţie a sistemului (2.1.12). Se observă că dacă unul
din numerele ai, i = 1, k este zero, atunci termenul corespunzător din suma
indexată de la (2.1.11) este zero şi deci nu intervine nici o modificare.
Dacă (a1, a2 . . . ak) este soluţie a sistemului (2.1.12), atunci pentru ak+1 = 0
avem

a1 + a2 + · · · + ak + ak+1 = i

a1 + 2a2 + · · · + kak + (k + 1)ak+1 = k .

Se constată cu uşurinţă că soluţiile:

(2.1.13)

b1 = a1 − 1, b2 = a2 + 1, b3 = a3, . . . , bk = ak, bk+1 = ak+1;

b1 = a1, b2 = a2 − 1, b3 = a3 + 1, . . . , bk = ak, bk+1 = ak+1;

· · · · · · ·
b1 = a1, b2 = a2, . . . , bi−1 = ai−1bi = ai − 1, bi+1 =

= ai+1 + 1, . . . , bk = ak, bk+1 = ak+1

· · · · · · ·
b1 = a1, b2 = a2, . . . , bk = ak − 1, bk+1 = ak+1 + 1

verifică sistemul

(2.1.14)

{
b1 + b2 + · · · + bk + bk+1 = i

b1 + 2b2 + · · · + kbk + (k + 1)bk+1 = k + 1.
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Din (2.1.14), (2.1.6) şi (2.1.11), schimbând ordinea de ı̂nsumare ı̂n (2.1.11),
obţinem coeficientul µ(i)

k+1(x0) sub forma

(2.1.15) µ
(i)
k+1(x0) =

=
∑ (k + 1)!

(a1)!(1!)a1 . . . a!k+1[(k + 1)!]ak+1

[
f ′(x0)

]a1
[
f ′′(x0)

]a2 . . .
[
fk+1(x0)

]ak+1

unde suma de mai sus se extinde asupra tuturor soluţiilor sistemului{
a1 + a2 + · · · + ak+1 = i

a1 + 2a2 + · · · + (k + 1)ak+1 = k + 1

Cu aceasta teorema este demonstrată.

2.2 Cazuri particulare

În cele ce urmează vom aplica formula (2.1.1) pentru a obţine câteva
derivate succesive ale funcţiei compuse.

1. k = 1. În acest caz sistemul (2.1.3) va avea forma

(2.2.1)
a1 = 1

a1 = 1

şi deci suma (2.1.2) va avea un singur termen, adică

µ
(1)
1 (x0) =

1!
1!(1!)1

f ′(x0) = f ′(x0)

de unde obţinem formula binecunoscută:

(2.2.2) h′(x0) = g′
(
f(x0)

)
f ′(x0) .

2. k = 2. În acest caz avem următoarele două sisteme

(2.2.3)
a1 + a2 = 1;

a1 + 2a2 = 2,

şi

(2.2.4)
a1 + a2 = 2;

a1 + 2a2 = 2 .
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Sistemul (2.1.3) are singura soluţie a1 = 0, a2 = 1, iar sistemul (2.2.4) are
soluţia unică a1 = 2, a2 = 0.

Având ı̂n vedere cele 2 soluţii şi (2.1.2) obţinem

µ
(1)
2 (x0) =

2!
1!(2!)1

f ′′(x0) = f ′′(x0) ,

µ
(2)
2 (x0) =

2!
2!(1!)2

[
f ′(x0)

]2 = f ′2(x0)

şi de aici, ţinând cont de (2.1.1) avem:

(2.2.5) h′′(x0) = g′
(
f(x0)

)
f ′′(x0) + g′′

(
f(x0)

)[
f ′(x0)

]2
.

3. k = 3. În acest caz trebuie să determinăm soluţiile următoarelor 3
sisteme:

(2.2.6)
a1 + a2 + a3 = 1 ;

a1 + 2a2 + 3a3 = 3 ,

(2.2.7)
a1 + a2 + a3 = 2 ;

a1 + 2a2 + 3a3 = 3 ,

şi

(2.2.8)
a1 + a2 + a3 = 3 ;

a1 + 2a2 + 3a3 = 3 .

Este uşor de văzut că sistemul (2.2.6) are singura soluţie a1 = a2 = 0, a3 = 1.
La fel sistemul (2.2.7) admite numai soluţia a1 = a2 = 1, a3 = 0. În sfârşit,
sistemul (2.2.8) are soluţia unică a1 = 3, a2 = a3 = 0.

Din acestea, ţinând cont de (2.1.2) obţinem:

µ
(1)
3 (x0) =

3!
(0!)(1!)0 · (0!)(2!)0 · (1!)(3!)1

f ′′′(x0) = f ′′′(x0)

µ
(2)
3 (x0) =

3!
(1!)(1!)1 · (2!)1(0!)(3!)0

= 3f ′(x0)f ′′(x0) ;

µ
(3)
3 (x0) =

3!
(3!)(1!)3 · (0!)(2!)0(0!)(3!)0

[
f ′(x0)

]3
.

Folosind aceşti coeficienţi avem:

h′′′(x0) =(2.2.9)

= g′
(
f(x0)

)
f ′′′(x0) + 3g′′

(
f(x0)

)
f ′′(x0)f ′(x0) + g′′′

[
f(x0)

][
f ′(x0)

]3
.
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4. k = 4. Considerăm următoarele sisteme:

(2.2.10)
a1 + a2 + a3 + a4 = 1 ;

a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4 = 4 ,

(2.2.11)
a1 + a2 + a3 + a4 = 2 ;

a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4 = 4 ,

(2.2.12)
a1 + a2 + a3 + a4 = 3 ;

a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4 = 4

şi

(2.2.13)
a1 + a2 + a3 + a4 = 4 ;

a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4 = 4 .

Pentru sistemul (2.2.10) avem soluţia unică a1 = a2 = a3 = 0 şi a4 = 1.
Sistemul (2.2.11) are 2 soluţii şi anume: a2 = a4 = 0, a1 = a3 = 1 şi ı̂ncă
a1 = a3 = a4 = 0, a2 = 2. Sistemul (2.2.12) are soluţia unică a1 = 2 a2 = 1,
a3 = a4 = 0. În sfârşit, (2.2.13) are de asemenea o singură soluţie a2 = a3 =
a4 = 0 a1 = 4. Coeficienţii µ(i)

4 (x0), i = 1, 4, corespunzători sunt daţi de
următoarele relaţii:

µ
(i)
4 (x0) = f (4)(x0) ;

µ
(2)
4 (x0) = 4f ′(x0)f ′′′(x0) + 3

[
f ′′(x0)

]2 ;

µ
(3)
4 (x0) = 6

[
f ′(x0)

]2
f ′′(x0) ;

µ
(4)
4 (x0) =

[
f ′(x0)

]4
.

Derivata de ordin 4 a funcţiei h va avea forma:

h(k)(x0) = g′
(
f(x0)

)
f (4)(x0) +(2.2.14)

+ g′′
(
f(x0)

){
4f ′(x0)f ′′′(x0) + 3

[
f ′′(x0)

]2} +

+ 6g′′′
(
f(x0)

)[
f ′(x0)

]2
f ′′(x0) + g(4)

(
f(x0)

)[
f ′(x0)

]4
.

5. k = 5. În acest caz trebuie rezolvate următoarele sisteme:

(2.2.15)
a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 1 ;

a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4 + 5a5 = 5 ,
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(2.2.16)
a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 2 ;

a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4 + 5a5 = 5 ,

(2.2.17)
a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 3 ;

a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4 + 5a5 = 5 ,

(2.2.18)
a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 4 ;

a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4 + 5a5 = 5

şi

(2.2.19)
a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 5 ;

a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4 + 5a5 = 5 .

Pentru sistemul (2.2.15) se constată uşor că a1 = a2 = a3 = a4 = 0 şi a5 = 1
este singura soluţie. Sistemul (2.2.16) are două soluţii şi anume:

a) a1 = a4 = a5 = 0, a2 = 1, a3 = 1 şi
b) a2 = a3 = a5 = 0, a4 = a1 = 1.

De asemenea sistemul (2.2.17) are tot 2 soluţii:
a) a2 = a4 = a5 = 0, a1 = 2, a3 = 1 şi
b) a1 = 1, a2 = 2, a3 = a4 = a5 = 0.

Pentru (2.2.18) avem soluţia unică a1 = 3, a2 = 1 a3 = a4 = a5 = 0.
La fel pentru (2.2.19) avem soluţie unică a5 = a2 = a3 = a4 = 0 şi a1 = 1.
Suntem astfel conduşi la următorii coeficienţi:

µ
(1)
5 (x0) = f (5)(x0) ;

µ
(2)
5 (x0) = 10f ′′(x0)f ′′′(x0) + 5f ′(x0)f (4)(x0) ;

µ
(3)
5 (x0) = 10

[
f ′(x0)

]2
f ′′′(x0) + 15f ′(x0)

[
f ′′(x0)

]2 ;

µ
(4)
5 (x) = 10

[
f ′(x0)

]3
f ′′(x0) ;

µ
(5)
5 (x0) =

[
f ′(x0)

]5
.

Folosind coeficienţii de mai sus, obţinem pentru h(5)(x0) următoarea relaţie:

h(5)(x0) = g′
(
f(x0)

)
f (5)(x0)+(2.2.20)

+ g′′
(
f(x0)

){
10f ′′(x0)f ′′′(x0) + 5f ′(x0)f (4)(x0)

}
+

+ g′′′
(
f(x0)

){
10

[
f ′(x0)

]2
f ′′′(x0) + 15f ′(x0)

[
f ′′(x0)

]2}+

+ 10g(4)
(
f(x0)

)[
f ′(x0)

]3
f ′′(x0) + g(5)

(
f(x0)

)[
f ′(x0)

]5
.
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Desigur, pe măsură ce ordinul k al derivatei funcţiei h creşte, relaţiile core-
spunzătoare devin din ce ı̂n ce mai complicate. Din acest motiv ne oprim
aici cu analiza cazurilor particulare ale Teoremei 2.1.1 şi ı̂n continuare vom
analiza relaţiile obţinute, pentru cazul g = f−1, adică g este inversa funcţiei
f .

Fie V = Vx0 o vecinătate a lui x0. Presupunem că funcţia f : V → U ,
V ⊂ R, unde U = f(V ) este bijectivă, deci există f−1(y) pentru orice y ∈ U .
În acest caz h(x) = g

(
f(x)

)
= f−1

(
f(x)

)
= x pentru orice x ∈ V .

Relaţiile (2.2.2), (2.2.5), (2.2.9), (2.2.14), (2.2.20) şi cele care se obţin
pentru k ≥ 6 ı̂mpreună cu relaţia (2.1.1) ne dau posibilitatea ca ı̂n anu-
mite ipoteze să obţinem, din aproape ı̂n aproape, succesiv derivatele funcţiei
inverse f−1.

Din relaţiile specificate mai sus avem:[
f−1(y0)

]′
f ′(x0) = 1 , unde y0 = f(x0)[

f−1(y0)
]′
f ′′(x0) +

[
f−1(y0)

]′′[
f ′(x0)

]2 = 0[
f−1(y0)

]′
f ′′′(x0) + 3

[
f−1(y0)

]′′
f ′′(x0)f ′(x0) +

[
f−1(y0)

]′′′[
f ′(x0)

]3 = 0

· · · · · · · · ·(2.2.21)
k∑

i=1

[
f−1(y0)

](i)
µ

(i)
k (x0) = 0,

unde µ(i)
k (x0) sunt daţi de (2.2.2). Aşa cum rezultă din demonstraţia Teo-

remei 2.1.1, coeficientul derivatei de ordin k a funcţiei f−1 va fi
[
f ′(x0)

](k)

şi deci ı̂n ipoteza f ′(x0) �= 0 din (2.2.21) obţinem succesiv:

(2.2.22)
[
f−1(y0)

]′ =
1

f ′(x0)
;

(2.2.23)
[
f−1(y0)

]′′ = − f ′′(x0)[
f ′(x0)

]3 ;

(2.2.24)
[
f−1(y0)

]′′′ = −f
′′′(x0)f ′(x0) − 3

[
f ′′(x0)

]2[
f ′(x0)

]5 .

Este acum clar că din (2.2.21) putem obţine derivatele de orice ordin ale
funcţiei f−1.
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2.3 Derivatele funcţiei inverse

Fie I ⊆ R un interval şi f : I −→ R o funcţie. Considerăm x0 ∈ I, x0

punct interior al lui I. Notăm cu V = Vx0 o vecinătate a lui x0, V ⊂ I.
Presupunem că restricţia funcţiei f la V admite o funcţie inversă definită pe
U = f(V ).

Fie ϕ = f |V , atunci există ϕ−1 : U −→ V şi ϕ−1
(
ϕ(x)

)
= x pentru orice

x ∈ V .
În cele ce urmează, vom nota cu y0 = ϕ(x0) şi cu y

(n)
0 = ϕ(n)(x0),

n = 1, 2, . . . ,.
Are loc următoarea teoremă:

Teorema 2.3.1. Dacă funcţia f verifică condiţiile

i. restricţia ϕ a lui f la V este bijectivă;

ii. f admite derivate pe punctul x0 până la ordinul n ∈ N, inclusiv;

iii. f ′(x0) �= 0,

atunci funcţia f−1 = ϕ−1 admite derivate, pe punctele y0 = f(x0) = ϕ(x0)
succesive, până la ordinul n, inclusiv şi au loc relaţiile:

(2.3.1)[
ϕ−1(y0)

](k) =
∑ (2k − 2 − i1)!(−1)k−1+i1

i2!i3! . . . ix![y′0]2k−1
·
(
y′0
1!

)i1 (y′′0
2!

)i2

· · ·
(
y

(k)
0

k!

)ik

,

k = 1, 2, . . . , n

unde suma de mai sus se extinde asupra tuturor soluţiilor, ı̂n numere ı̂ntregi
şi nenegative, ale sistemului

(2.3.2)
i2 + 2i3 + 3i4 + · · · + (k − 1)ik = k − 1 ;

i2 + i3 + i4 + · · · + ik + i1 = k − 1 .

Demonstraţie. Notăm cu Pk = P
(
y′0, y′′0 , . . . , y

(k)
0

)
un polinom ce depinde

de variabilele y(i)
0 , i = 1, k.

Arătăm prin inducţie că

(2.3.3)
[
ϕ−1(y0)

](n) = (−1)n−1 Pn[
y′0

]2n−1 .

Într-adevăr pentru n = 1 avem:[
ϕ−1(y0)

]′ =
1
y′0
, adică P1 = 1 .



Derivatele funcţiei inverse 73

Presupunem că (2.3.3) are loc pentru n = k, adică există polinomul Pk astfel
ı̂ncât

(2.3.4)
[
ϕ(y0)

](k) = (−1)k−1 Pk[
y′0

]2k−1

Din (2.3.4), derivând ı̂n raport cu y, obţinem:

(2.3.5)
[
ϕ−1(y0)

](k+1) =(−1)k−1P
′
k(y

′
0)

2k−1−(2k − 1)Pk

(
y′0

)2k−2
y′′0(

y′0
)4k−2

· 1
y′0

=

= (−1)k · (2k − 1)Pky
′
0y

′′
0 − (

y′0
)2
P ′

k(
y′0

)2k+2
= (−1)k Pk+1(

y′0
)2k+1

de unde rezultă că polinoamele Pk verifică relaţia de recurenţă

(2.3.6) Pk+1 = (2k − 1)Pky
′′
0 − y′0P

′
k , P1 = 1, k = 1, 2, . . .

Fie acum Pk sub următoarea formă

(2.3.7) Pk =
∑

Ak

(
i1, i2, . . . , ik

)(
y′0

)i1 ,
(
y′′0

)i2 . . .
(
y

(k)
0

)ik .

Relaţia (2.3.6) ne dă posibilitatea să observăm că pentru k ≥ 2, Pk nu are
decât un singur termen ce conţine pe y(k)

0 şi acest termen este (−1)k
(
y′0

)k−2
y

(k)
0 .

Ţinând cont de această observaţie, ı̂n ceea ce priveşte coeficienţii Ak, avem
două posibilităţi şi anume ik = 1 sau ik = 0.
Dacă ik = 1 atunci Ak

(
i1, i2, . . . , ik

)
= Ak(k − 2, 0, 0, . . . , 0, 1) = (−1)k.

Pentru ik = 0 avem Ak

(
i1, i2, . . . , ik

)
= Ak

(
i1, i2, . . . , ik−1, 0

)
.

Ne propunem, ı̂n continuare, să stabilim o formulă de recurenţă care
să fie verificată de coeficienţii Ak, k = 1, 2, . . . ,. Observăm mai ı̂ntâi că
dacă unul din indici

(
i1, i2, . . . , ik

)
este negativ, atunci trebuie să considerăm

coeficientul Ak

(
i1, i2, . . . , ik

)
, corespunzător, egal cu 0.

Formula de recurenţă (2.3.6) ne conduce uşor la următoarele afirmaţii:

Termenul din (2.3.7), ce conţine produsul
(
y′0

)i1(y′′0)i2 . . .
(
y

(k−1)
0

)ik−1 ·(
y

(k)
0

)ik
se obţine prin una din următoarele operaţii. Înmulţind cu (2k−3)y′′0

termenul

Ak−1

(
i1, i2 − 1, i3, . . . , ik−1

)(
y′0

)i1 · (y′′0)i2−1
. . .

(
y

(k−1)
0

)ik−1

sau ı̂nmulţind cu −y′0 derivatele termenilor care corespund următorului şir
de mulţimi ordonate de indici

(i1, i2 − 1, i3, . . . , ik−1) ; (i1 − 1, i2 + 1, i3 − 1, i4, . . . ik−1) ;

(i1 − 1, i2, i3 + 1, i4 − 1, . . . , ik−1) ; . . . ; (i1 − 1, i2, i3, . . . , ik−2 + 1, ik−1 − 1)
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şi deci are loc următoarea formulă de recurenţă

Ak

(
i1, i2, . . . , ik−1, 0

)
=(2.3.8)

= (2k − 3 − i1)Ak−1

(
i1, i2 − 1, i3, . . . , ik−1

)−
−

k−2∑
j=2

(
ij + 1

)
Ak−1

(
i1 − 1, i2, . . . , ij + 1, ij+1 − 1, . . . , ik−1

)
Pentru ik = 1 are loc relaţia

(2.3.9) Ak(k − 2, 0; 0, . . . , 0, 1) = −Ak−1(k − 3, 0, 0, . . . , 1) .

Pe mai departe, notăm cu Zk, (k ≥ 2) mulţimea şirurilor finite de numere
ı̂ntregi nenegative de forma (i1, i2, . . . , ik) care verifică sistemul:

k∑
j=2

(j − 1)ij = k − 1; i1 = (k − 1) −
k∑

j=2

ij .

Vom arăta că suma din (2.3.7) se extinde asupra mulţimii Zk.
Procedăm prin inducţie completă şi anume: se verifică fără dificultate

prin calcul că proprietatea are loc pentru k = 1 şi k = 2. Presupunem că ea
are loc pentru k = s, s ≥ 2 şi arătăm că este adevărată şi pentru k = s+ 1.

Observăm că pentru a obţine polinomul Ps+1 din Ps, conform (2.3.6),
se fac următoarele operaţii:

a) Se ı̂nmulţeşte Ps cu (2s− 1)y′′ şi aceasta ı̂nseamnă că exponentul i2
se măreşte cu o unitate, iar restul exponenţilor nu se schimbă. În continuare
avem:

(i2 + 1) +
s∑

j=3

(j − 1)ij = 1 +
s∑

j=2

(j − 1)ij = 1 + s− 1 = s

şi

s−
⎛⎝i2 + 1 +

s∑
j=3

⎞⎠ = s− 1 −
s∑

j=2

ij = i1 .

b) Din regula de calcul a derivatei lui Ps rezultă că trebuie să schimbăm
pe ip cu ip − 1 şi ip+1 cu ip+1 + 1 şi apoi termenul obţinut se ı̂nmulţeşte cu
−y′′0 , pentru fiecare p = 1, 2, . . . , s − 1. În acest caz, pentru prima relaţie
avem:

p−1∑
j=1

(j − 1)ij + (p− 1)
(
ip − 1

)
+ p

(
ip+1 + 1

)
+

s∑
j=p+2

(j − 1)ij =

=
s∑

j=2

(j − 1)ij − p+ 1 + p = s− 1 + 1 = s .
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iar pentru cea de-a doua relaţie rezultă:

s−
p−1∑
j=2

ij − (ip − 1) − (ip+1 + 1) −
s∑

j=p+2

ij = s−
s∑

j=2

ij = i1 + 1 .

Din raţionamentele de mai sus rezultă că, dacă pentru Ps suma core-
spunzătoare se extinde asupra tuturor soluţiilor ce fac parte din Zs, atunci
pentru Ps+1 suma se extinde asupra tuturor soluţiilor ce fac parte din Zs+1.

În continuare vom demonstra pentru coeficienţii Ak următoarea relaţie

(2.3.10) Ak

(
i1, i2, . . . , ik

)
=

(2k − 2 − i1)(−1)i1

i2! i3! . . . ik!
· 1

(1!)i1(2!)i2 . . . (k!)ik
.

Este uşor de văzut că (2.3.10) este adevărată pentru k = 1 şi k = 2. Dacă
ik = 1 atunci avem:

Ak(k − 2, 0, 0, . . . , 0, 1) = (−1)k .

În sfârşit, dacă ik = 0, din ipoteza că (2.3.10) are loc pentru k = s− 1,
ţinând cont de formula de recurenţă (2.3.8), avem:

As

(
i1, i2, . . . , is−1, 0

)
= (2s− 3 − i1)As−1

(
i1, i2 − 1, i3, . . . , is−1

)−
−

s−2∑
j=2

(
ij + 1

)
As−1

(
i1 − 1, i2, . . . ij + 1, ij+1, . . . , is−1

)
=

= (2s− 3 − i1)
(2s− 4 − i1)! (−1)i1 · i2 · 2

i2! i3! . . . is−1! (2!)i2 . . . [(s− 1)!]is−1
−

−
s−1∑
j=2

(
ij + 1

) (2s− 4 − i1 + 1)! (−1)i1−1ij+1(j + 1)!
i2! i3! . . . is−1!(2!)i2 . . . [(s− 1)!]is−1 (ij+1) j!

=

=
(2s− 3 − i1)! (−1)i1

i2! i3! . . . is−1!(2!)i2 . . . [(s− 1)!]is−1

s−1∑
j=2

jij

dar
n∑

j=2

ij · j = 2s− 2 − i1

adică avem

As

(
i1, i2, . . . , is−1, 0

)
=

(2s−2−i1)! (−1)i1

i2! i3! . . . is−1! (is)! (2!)i2 · (3!)i3 . . . [(s− 1)!]is−1s!

unde evident is = 0. Cu aceasta teorema este demonstrată.
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2.4 Cazuri particulare

Ca si ı̂n paragraful 2.2 vom analiza şi aici câteva cazuri particulare ale
formulei (2.3.1), pentru diverse valori ale ordinului k de derivare.

1. k = 2. În acest caz, sistemul (2.3.2) are forma

i2 = 1

i1 + i2 = 1

adică i1 = 0 şi i2 = 1 este unica soluţie. Din (2.3.1) obţinem

(2.4.1)
[
ϕ−1(y0)

]′′ = − y′′

[y′]3

2. k = 3. Sistemul (2.3.2) are forma:

i2 + 2i3 = 2

i1 + i2 + i3 = 2

cu soluţiile i1 = 1, i3 = 1 şi i2 = 0 sau i1 = 0, i2 = 2, i3 = 0.
De aici obţinem

(2.4.2)
[
ϕ−1(y0)

]′′′ = −y
′′′
0 y

′
0 − 3 [y′′0 ]2

[y′0]
5 .

3. k = 4. În acest caz rezultă sistemul

i2 + 2i3 + 3i4 = 3

i1 + i2 + i3 + i4 = 3

Cele 3 soluţii ale sistemului de mai sus se pot aranja ı̂n următorul tabel:

i1 i2 i3 i4

2 0 0 1

1 1 1 0

0 3 0 0

De aici urmează:

(2.4.3)
[
ϕ−1(y0)

](4) =
− [y′0]

2 · y(4)
0 + 10 y′0 y′′0 y′′′0 − 15 [y′′0 ]3

[y′0]
7
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În continuare vom mai analiza soluţiile sistemului (2.3.2) pentru cazurile k =
5 şi k = 6, lăsând pe seama cititorului să deducă relaţiile corespunzătoare
ce dau formulele de calcul pentru derivatele de ordinele 5 şi 6 ale funcţiei
inverse.

Pentru k = 5 sistemul:

i2 + 2i3 + 3i4 + 4i5 = 4

i1 + i2 + i3 + i4 + i5 = 4

are soluţiile cuprinse ı̂n tabelul ce urmează

i1 i2 i3 i4 i5

0 4 0 0 0

1 2 1 0 0

2 1 0 1 0

2 0 2 0 0

3 0 0 0 1

În sfârşit pentru k = 6 avem sistemul:

i2 + 2i3 + 3i4 + 4i5 + 5i6 = 5

i1 + i2 + i3 + i4 + i5 + i6 = 5

cu soluţiile

i1 i2 i3 i4 i5 i6

0 5 0 0 0 0

1 3 1 0 0 0

2 2 0 1 0 0

2 1 2 0 0 0

3 0 1 1 0 0

3 1 0 0 1 0

4 0 0 0 0 1

Pe mai departe, pentru k ≥ 7, se observă că formula (2.3.1) devine din ce ı̂n
ce mai complicată.

REFERINŢE

În redactarea noţiunilor conţinute ı̂n acest capitol am folosit lucrările [88],
[102], [115] şi [146].
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Capitolul 3

Derivarea şi integrarea
numerică

3.1 Problema derivării numerice

Prin derivare numerică vom ı̂nţelege aproximarea valorilor derivatei f ′

prin valorile derivatei unei funcţii de interpolare ϕ de forma (1.3.4), asociată
funcţiei f . Derivând oricare din reprezentările funcţiei de interpolare, se
obţine o formulă de derivare numerică.

Presupunând că sunt ı̂ndeplinite toate condiţiile din Teoremele 1.3.2 şi
1.3.3, ı̂n cele ce urmează vom folosi pentru f o formulă de aproximare dată
ı̂n capitolul 1, prin relaţia (1.3.12a):

(3.1.1) y(x) =
n∑

i=0

αiϕi(x) +
∫ x

a
K(x, s)ψ(s)ds, unde a ∈ E

care verifică ecuaţia Ln+1[y] = ψ(x).

Teorema 3.1.1. Fie ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn un sistem interpolator, ψi, i = 0, n sunt
combinaţii liniare ale funcţiilor ϕi şi ϕ funcţia interpolator dată de (1.3.4),
atunci pentru orice x avem

ϕ(k)(x) = f (k)(x) −
n∑

i=0

ψ
(k)
i (x)

∫ x

xi

K(xi, s)Ln+1[f(s)]ds

unde funcţia K : E × E −→ R este dată de (1.3.9).

79
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Demonstraţie. Afirmaţia rezultă plecând de la relaţiile (1.3.12a) şi (1.3.12b)

f(x) = ϕ(x) +
n∑

i=0

ψi(x)
∫ x

xi

K(xi, s)Ln+1[f(s)]ds =(3.1.2)

= ϕ(x) +
n∑

i=0

∫ x

xi

K(xi+1, s)ψi(x)Ln+1[f(s)]ds.

Ţinând cont de (1.3.9), de ψi(xj) = δij şi de concluzia Teoremei 1.3.2, avem:

Ln+1[f(s)] = W [ϕ0(s), . . . , ϕn(s), f(s)] ·W−1[ϕ0(s), . . . ϕn(s)].

Diferenţiind membru cu membru ı̂n (3.1.2), rezultă

f ′(x) = ϕ′(x) +
n∑

i=0

ψ′
i(x)

∫ x

xi

K(xi, s)Ln+1[f(s)]ds+

+
n∑

i=0

ψi(x)K(xi, x)Ln+1[f(x)] .

Deoarece

n∑
i=0

ψi(x)K(xi, x)Ln+1[f(x)] =

= Ln+1[f(x)]
n∑

i=0

ψi(x)
n∑

j=0

Gj(x)ψj(xi) = Ln+1[f(x)]
n∑

i=0

ψi(x)Gi(x) =

Ln+1[f(x)]K(x, x) = 0 ,

rezultă că

(3.1.3) f ′(x) = ϕ′(x) +
n∑

i=0

ψ′
i(x)

∫ x

xi

K(xi, s)Ln+1[f(s)]ds .

Diferenţiind la fel memebru cu membru relaţia (3.1.3) se obţine

f ′′(x) = ϕ′′(x) +
n∑

i=0

ψ′′
i (x)

∫ x

xi

K(xi, s)Ln+1[f(x)]ds+

+
n∑

i=0

ψ′
i(x)K(xi, x)Ln+1[f(x)] .
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Analog

n∑
i=0

ψ′
i(x)K(xi, x)Ln+1[f(x)] =

= Ln+1[f(x)]
n∑

i=0

ψ′
i(x)

n∑
i=0

Gj(x)ψj(xi) =

= Ln+1[f(x)]
n∑

i=0

ψ′
i(x)Gi(x) = Ln+1[f(x)]

∂K(x, s)
∂x

∣∣∣
x=s

= 0 .

Adică

f ′′(x) = ϕ′′(x) +
n∑

i=0

ψ′′
i (x)

∫ x

xi

K(xi, s)Ln+1[f(s)]ds .

În acelaşi mod derivata de ordinul k va fi:

(3.1.4) f (k)(x) = ϕ(k)(x) +
n∑

i=0

ψ
(k)
i (x)

∫ x

xi

K(xi, s)Ln+1[f(s)]ds .

În continuare vom prezenta formule de derivare numerică concrete, ı̂n
funcţie de formulele de interpolare folosite.

3.2 Formula de derivare numerică ı̂n cazul
interpolării Lagrange

Considerăm cazul interpolării Lagrange prezentată ı̂n paragraful 1.6, sub
forma (1.6.7)

(3.2.1) f(x) = L(x1, x2, . . . , xn; f |x) + [x1, x2, . . . , xn, x; f ]ω(x) ,

cu ω(x) =
n∏

i=1
(x− xi).

Teorema 3.2.1. Dacă f : [a, b] −→ R, punctele x1, x2, x3, . . . , xn sunt
nodurile de interpolare (1.2.5), f ∈ Cn+k[a, b], atunci pentru orice x ∈ [a, b]
există ci ∈ co{x1, x2, . . . , xn, x} (̂ınfăşurătoarea convexă a mulţimii {x1, x2,
. . . , xn, x}) astfel ı̂ncât

L(k)(x1, x2, . . . , xn; f |x) =(3.2.2)

= f (k)(x) −
k∑

i=0

i!
(n+ i)!

· Ci
kf

(n+i)(ci)ω(k−i)(x) .
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Demonstraţie. Afirmaţia teoremei va rezulta din derivarea relaţiei (3.2.1).
Mai ı̂ntâi vom demonstra că

(3.2.3)
di

dxi

[
x1, x2, . . . , xn, x; f

]
= i!

[
x1, . . . , xn, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

i+1 ori

; f
]
, i ≤ k .

Plecând de la definiţia derivatei, avem:

lim
h→0

1
h

([
x1, x2, . . . , xn, x+ h; f

]− [
x1, x2, . . . , xn, x; f

])
=

= lim
h→0

[
x1, x2, . . . , xn, x+ h, x; f

]
=

[
x1, x2, . . . , xn, x, x; f

]
,

adică (3.2.3) este adevărată pentru i = 1. Presupunem că (3.2.3) e adevărată
pentru i < k. Un calcul simplu ne conduce la relaţia

1
h

([
x1, x2, . . . , xn, x+ h, . . . , x+ h︸ ︷︷ ︸

i+1 ori

; f
]− [

x1, x2, . . . , xn, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
i+1 ori

; f
])

=

=
[
x1, x2, . . . , xn, x+ h, . . . , x+ h︸ ︷︷ ︸

i+1 ori

, x; f
]
+

+
[
x1, x2, . . . , xn, x+ h, . . . , x+ h︸ ︷︷ ︸

i ori

, x, x; f
]
+

· · · + [
x1, x2, . . . , xn, x+ h, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

i+1 ori

; f
]
.

Trecând la limită pentru h → 0 şi bazându-ne pe continuitatea diferenţelor
divizate, rezultă

d

dx

[
x1, x2, . . . , xn;x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

i+1 ori

; f
]

= (i+ 1)
[
x1, x2, . . . , xn, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

i+2 ori

; f
]

adică (3.2.3) este verificată prin inducţie.
Prin derivare memebru cu membru a relaţiei (3.2.1) obţinem:

L(k)(x1, x2, . . . , xn, x; f |x) = f (k)(x) − dk

dxk

(
[x1, x2, . . . , xn, x; f ] · ω(x)

)
=

= f (k)(x) −
k∑

i=0

Ci
k

di

dxi
[x1, x2, . . . , xn, x; f ] · ω(k−i)(x) =

= f (k)(x) −
k∑

i=0

Ci
ki!

[
x1, x2, . . . , xn, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

i+1 ori

; f
]
ω(k−i)(x) .
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Aplicând Teorema 1.6.2, rezultă că există ci ∈ co{x1, . . . , xn, x} astfel ı̂ncât[
x1, x2, . . . , xn, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

i+1 ori

;
]

=
1

(n+ 1)!
f (n+i)(ci), adică (3.2.2).

Teorema 3.2.2. Fie f : [a, b] → R o funcţie de clasă Cn pe [a, b] şi x1, x2, ..., xn

noduri de interpolare (1.2.5). Pentru orice x0 ∈ [a, b] � co{x1, . . . , xn} şi
0 ≤ i ≤ n există ci ∈ co{x0, x1, . . . , xn} astfel ı̂ncât

(3.2.4) L(i)
(
x1, x2, . . . , xn; f |x0

)
= f (i)(x0) − 1

n!
f (n)(ci)ω(i)(x0) .

Demonstraţie. Conform ipotezei x0 �∈ co{x1, . . . , xn} rezultă că ∀ i = 0, n,
ω(i)(x0) �= 0. Fie atunci bi ∈ R a.̂ı.

(3.2.5) f (i)(x0) − L(i)
(
x1, x2, . . . , xn; f |x0

)
= biω

(i)(x0) .

Dar funcţia g(x) = f(x) − L(x1, . . . , xn; f |x) − biω(x), se anulează cel puţin
de n ori ı̂n co{x1, . . . , xn}. Conform teoremei lui Rolle, g(i) se anulează
cel puţin de n − i ori ı̂n co{x1, . . . , xn}. Având ı̂n vedere alegerea lui bi şi
faptul că x0 �∈ co{x1, . . . , xn} rezultă că g(i) se anulează de n − i + 1 ori ı̂n
co{x1, . . . , xn, x0}.

Aplicând din nou teorema lui Rolle, derivata de ordin n− i a lui g(i) are
cel puţin o rădăcină ı̂n co{x0, x1, . . . , xn}. Există deci ci ∈ co{x0, . . . , xn}
astfel ı̂ncât f (n)(ci) − bi n! = 0, deci bi =

1
n!
f (n)(ci) şi afirmaţia teoremei

rezultă din (3.2.5).

3.3 Integrarea numerică a funcţiilor

Multe probleme practice conduc ı̂n final la calculul funcţionalei

(3.3.1) I(f) :=
∫ b

a
f(x)dx ,

unde, pentru simplitate, vom propune că f ∈ C[a, b]. Rezolvarea problemei
(3.3.1) nu este posibilă totdeauna, de exemplu dacă primitiva funcţiei f nu
poate fi găsită sau dacă valorile funcţiei f sunt cunoscute ı̂n urma unor
măsurători, doar ı̂ntr-un număr finit de puncte.

Din aceste motive se caută metode simple care pot aproxima funcţionala
considerată. Astfel de metode ne conduc ı̂n general la formule de forma:

(3.3.2) In(f) = (b− a)
n∑

k=0

wkf(xk),
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numite formule de cuadratură, unde x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] sunt distincte două
câte două şi se numesc abscise sau nodurile formulei, w0, w1, . . . , wn ∈ R

se numesc ponderi iar produsele wi(b − a), i = 1, n se numesc coeficienţii
formulei.

Nodurile x0, x1, . . . , xn fiind date, se pune problema determinării pon-
derilor w0, w1, . . . , wn, astfel ca formula de cuadratură (3.3.2) obţinută să fie
cât mai bună. Într-un anumit sens o formulă de cuadratură este cu atât mai
bună cu cât gradul său de exactitate este mai mare.

Definiţia 3.3.1. Numărul p ∈ N∗ se numeşte grad de exactitate al formulei
de cuadratură In dacă sunt satisfăcute egalităţile:

(3.3.3)
In(xi) = I(xi), pentru i = 0, p

In(xp+1) �= I(xp+1) .

Altfel spus, gradul de exactitate al formulei In este, prin definiţie, cel mai
mic p ∈ N

∗, care satisface condiţiile (3.3.3).

Observaţia 3.3.1. Formula de cuadratură (3.3.2) este o aplicaţie In :
C[a, b] → R aditivă şi omogenă, adică

(3.3.4) In(αf + βg) = αIn(f) + βIn(g) , ∀ f, g ∈ C[a, b], α, β ∈ R .

Folosind aceasta, este uşor de văzut că are loc:

Observaţia 3.3.2. Formula de cuadratură In are gradul de exactitate p,
dacă şi numai dacă In(P) = I(P) pentru toate polinoamele P de grad mai
mic sau egal cu p şi In(P) �= I(P) pentru polinoame P de grad mai mare
sau egal cu p+ 1.

3.4 Formule de cuadratură de tip interpolator

Definiţia 3.4.1. Numim formulă de cuadratură de tip interpolator o apro-
ximare a lui I(f) dată de

(3.4.1) In(f) :=
∫ b

a
Qn(x)dx ,

unde Qn este un polinom de interpolare a lui f , ı̂n raport cu mulţimea
de puncte (x0, f(x0)), (x1, f(x1)), . . . , (xn, f(xn)) ∈ R2, cu n ∈ N∗ fixat şi
nodurile distincte două câte două x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b].

Observaţia 3.4.1. Gradul de exactitate a formulei de cuadratură de tip
interpolator In este evident cel mai mic n.
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Expresia explicită a formulei de cuadratură de tip interpolator, cu noduri
simple, este dată de următoarea teoremă:

Teorema 3.4.1. Formula de cuadratură (3.4.1) ı̂n cazul când Qn este poli-
nomul lui Lagrange, are forma

(3.4.2) In(f) = (b− a)
n∑

k=0

wkf(xk) ,

unde wk :=
∫ 1
0

n∏
j=0
j �=k

t− tj

tk − tj
dt şi tj =

xj − a

b− a
, j = 0, n; k = 0, n.

Demonstraţie. Folosind formula de interpolare Lagrange pentru Qn, rezultă:

Qn =
n∑

k=0

f(xk)Lk , unde Lk(x) =
n∏

j=0
j �=k

x− xj

xk − xj
,

deci

In(f) =
n∑

k=0

f(xk)
∫ b

a
Lk(x)dx .

Calculând integrala din relaţia de mai sus, rezultă:∫ b

a
Lk(x)dx =

∫ b

a

n∏
j=0

x− xj

xk − xj
dx =

= (b− a)
∫ 1

0

n∏
j=0
j �=k

t− tj
tk − tj

dt = (b− a)wk,

ceea ce trebuia demonstrat.

Observaţia 3.4.2. a) Formula (3.4.2) are avantajul că ponderile wk nu
depind de capetele intervalului a şi b pe care e definită funcţia f . Ponderile
wk depind doar de nodurile xk din intervalul [a, b].

b) Ponderile wk au proprietatea că

(3.4.3)
n∑

k=0

wk = 1 ,

deoarece gradul de exactitate a formulei (3.4.2) este cel puţin 0, iar pentru
f = 1 avem

(b− a)
n∑

k=0

wk = In(1) = I(1) = b− a .
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3.5 Formulele de cuadratură Newton-Côtes

Dacă nodurile xk din formula de cuadratură (3.4.2) sunt echidistante, se
obţine formula de cuadratură Newton-Côtes.

Renumerotând nodurile xk, astfel ca x0 = a şi xn = b, vom obţine

xk := a+ kh , k = 0, 1, . . . , n, h =
b− a

n
,

iar formula de cuadratură, ı̂n acest caz, se numeşte Newton-Côtes ı̂nchisă.
Cu aceste notaţii ponderile wk, ı̂n cazul formulei Newton-Côtes au propri-
etatea dată de următoarea lemă:

Lema 3.5.1. Ponderile wk, k = 0, 1, . . . , n, corespunzătoare formulelor
Newton-Côtes sunt date de relaţiile:

(3.5.1) wk =
1
n

∫ n

0

n∏
j=0
j �=k

s− j

k − j
ds , pentru k = 0, n .

Demonstraţie. Folosind (3.4.2) cu substituţia tk =
k

n
, obţinem:

wk =
∫ 1

0

n∏
j=0
j �=k

t− j

n
k − j

n

dt =
1
n

∫ n

0

n∏
j=0

s− j

k − j
ds .

Proprietatea de simetrie a ponderilor wk corespunzătoare formulelor
Newton-Côtes este dată ı̂n

Lema 3.5.2. Ponderile wk, k = 0, n din formulele Newton-Côtes satisfac
egalitatea

(3.5.2) wn−k = wk , pentru k = 0, n .

Demonstraţie. Folosind proprietatea polinoamelor lui Lagrange Lk, avem:

Lk(a+ b− xn−j) = Lk

(
b+ a−

(
a+ (n− j)

(b− a)
n

))
=

Lk

(
a+ j

b− a

n

)
= Lk(xj) = δkj = Ln−k(xn−j) , pentru j = 0, n .

Din unicitatea polinomului de interpolare rezultă

Ln−k(x) = Lk(a+ b− x) , x ∈ [a, b] ,
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şi de aici

wn−k =
1

b− a

∫ b

a
Ln−k(x)dx =

1
b− a

∫ b

a
Lk(b+ a− x)dx =

=
1

b− a

∫ b

a
Lk(t)dt = wk ,

cu precizarea că ı̂n ultima egalitate am făcut substituţia x = b+ a− t.

Observaţia 3.5.1. Pentru n ≥ 2 par, formulele Newton-Côtes ı̂nchise, au
gradul de exactitate n + 1. Adică, dacă ı̂n formula de cuadratură funcţia f
este un polinom de grad impar, formula Newton-Côtes ı̂nchisă este exactă.

3.5.1 Cazuri particulare ale formulelor de cuadratură
Newton-Côtes

a) În cazul particular cu n = 1, folosind proprietăţile ponderilor
date ı̂n (3.4.3) şi (3.5.2) avem:

w0 + w1 = 1

w0 = w1,

de unde
w0 = w1 =

1
2
.

Astfel se obţine formula trapezelor

(3.5.3) I1(f) = (b− a)
f(a) + f(b)

2
≈

∫ b

a
f(x)dx .

Această formulă este exactă pentru cazul polinoamelor de grad unu.
b) Pentru n = 2 se obţine formula lui Simpson, care este exactă

pentru polinomul de grad 3.

(3.5.4) I2(f) = (b− a)
1
6

(
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

)
≈

∫ b

a
f(x)dx ,

unde am aplicat proprietăţile (3.4.3), (3.5.1) şi (3.5.2), rezultând:

w0 =
1
2

∫ 2

0

s− 1
0 − 1

· s− 2
0 − 2

ds =
1
6
, w2 = w0

w1 = 1 − w0 − w2 =
2
3
.
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c) Pentru n = 3 se obţine formula lui Newton:
(3.5.5)

I3(f) = (b−a)1
8

(
f(a) + 3f

(
2a+ b

3

)
+ 3f

(
a+ 2b

3

)
+ f(b)

)
≈

∫ b

a
f(x)dx

d) Pentru n = 4 rezultă formula lui Milne (sau Boole-Villarceau):

I4(f) = (b− a)
1
90

(
7f(a) + 32f

(
3a+ b

4

)
+ 12f

(
2(a+ b)

4

)
(3.5.6)

+ 32f
(
a+ 3b

4

)
+ 7f(b)

)
≈

∫ b

a
f(x)dx .

Această formulă este exactă pentru polinomul de grad 5.
e) Pentru n = 6, se obţine formula lui Weddle (sau Hardy), care nu va

fi o formulă exactă pentru polinoame de grad şapte. În acest caz ponderile
vor fi:

w0 = w6 =
41
840

, w1 = w5 =
9
35

, w2 = w4 =
9

280
, w3 =

34
105

,

deci formula de cuadratură se poate scrie

I6 = (b− a)
(

41
840

f(x0) +
9
35
f(x1) +

9
280

f(x2)+(3.5.7)

+
34
105

f(x3) +
9

280
f(x4) +

41
840

f(x5)
)

≈
∫ b

a
f(x)dx .

f) Pentru n = 8 se obţine următoarea formulă de cuadratură

I8(f) =
b− a

28350
(989f(x0) + 5888f(x1) − 928f(x2) + 10496f(x3)−

− 4540f(x4) + 10496f(x5) − 928f(x6) + 5888f(x7) +(3.5.8)

+ 989f(x8)) ≈
∫ b

a
f(x)dx .

Observaţia 3.5.2. a) Se poate observa că ı̂ncepând de la n = 8, ı̂n for-
mulele de cuadratură Newton-Côtes ı̂nchise, apar ponderi negative. Acest
lucru contrazice faptul că integrala este o limită a unei sume integrale care
are ponderi doar cu valori pozitive. Din acest motiv, formulele Newton-Côtes
sunt utilizate practic doar pentru n ≤ 7.

b) Suma valorilor absolute a ponderilor depăşeşte valoarea 1 (3.4.3), ı̂n
cazul n ≥ 8, acest lucru amplificând erorile de rotunjire.
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Următoarea teoremă, prezentată aici fără demonstraţie, justifică acest
lucru:

Teorema 3.5.1. (Teorema lui Kusmin) Ponderile w
(n)
0 , w

(n)
1 , . . . , w

(n)
n ale

formulei Newton-Côtes ı̂nchise, au proprietatea că:

n∑
k=0

∣∣ω(n)
k

∣∣ −→ ∞ pentru n→ ∞ .

Observaţia 3.5.3. Analog se pot construi formule de cuadratură, cu noduri
echidistante, dar care nu conţin şi capetele intervalului de integrare. Acestea
se numesc formule de cuadratură Newton-Côtes deschise sau formulele lui
Steffensen care, pe intervalul [−1, 1] au nodurile date de

(3.5.9) xj = −1 +
2j + 2
n+ 2

, j = 0, 1, . . . , n .

Observaţia 3.5.4. O formulă de cuadratură mult mai simplă este formula
dreptunghiului, care ı̂n cazul cel mai simplu, pentru n = 0 şi x0 = a se
obţine:

I0(f) = (b− a)f(a) ,

care se numeşte formula dreptunghiului la stânga sau

I0(f) = (b− a)f(b) , cu n = 0 şi x0 = b ,

care se numeşte formula dreptunghiului la dreapta.

Formula punctului median, pentru n = 0 şi x0 =
a+ b

2
are forma

I0(f) = (b− a)f
(
b+ a

2

)
.

3.6 Evaluarea erorii ı̂n formulele de cuadratură

În acest paragraf se analizează eroarea de aproximare sau restul ı̂n for-
mulele de cuadratură.

Definiţia 3.6.1. Spunem că funcţia g : [c, d] ∈ R, c < d, are semn constant
pe intervalul [c, d] dacă g(x) ≥ 0 pentru orice x ∈ [c, d], sau g(x) ≤ 0 pentru
orice x ∈ [c, d].
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Fie In(f) = (b − a)
n∑

k=0

wkf(xk) o formulă de cuadratură cu gradul de

exactitate p ∈ N, p � n, unde presupunem că f ∈ Cp+1
[a,b] , xk ∈ [a, b], k = 0, n.

Pentru fiecare k = 0, n arătăm tk =
xk − a

b− a
. Considerăm ı̂n completare

nodurile xn+1, xn+2, . . . , xp ∈ [a, b] şi ti =
xi − a

b− a
, i = n+ 1, n+ 2, . . . , p.

Are loc următoarea teoremă:

Teorema 3.6.1. Cu notaţiile de mai sus, dacă I(f) =
∫ b

a
f(x)dx, atunci

are loc relaţia

(3.6.1) |I(f) − In(f)| � cp
(b− a)p+2

(p+ 1)!
max
ξ∈[a,b]

∣∣∣f (p+1)(ξ)
∣∣∣

unde

(3.6.2) Cp = min
tn+1,...,tp∈[0,1]

∫ 1

0

p∏
k=0

|t− tk|dt.

Dacă ı̂nsă tk, k=0, n corespund nodurilor de interpolare iar tk+1, tk+2, ..., tp ∈
[0, 1] se pot alege astfel că produsul

p∏
k=0

(t− tk) să păstreze semn constant pe

[0, 1], atunci are loc relaţia:

(3.6.3) I(f) − In(f) = C1
p

(b− a)p+2

(p+ 1)!
f (p+1)(ξ)

unde ξ ∈ [a, b] este un punct bine determinat şi

(3.6.4) C1
p =

∫ 1

0

p∏
k=0

(t− tk)dt.

Demonstraţie. Fie xn+1, . . . , xp ∈ [a, b] puncte arbitrar alese, astfel ı̂ncât
x1, x2, . . . , xn, xn+1, . . . , xp să fie distincte două câte două.

Notăm cu Pp polinomul de interpolare al lui Lagrange cu nodurile xi,
i = 0, p şi valorile f(xi), i = 0, p.
Din faptul că In(f) are gradul de exactitate p, rezultă:

In(f) = (b− a)
n∑

k=0

wkf(xk) = (b− a)
n∑

k=0

wkPp(xk) = In(Pp) = I(Pp)
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şi deci

(3.6.5) I(f) − In(f) = I(f) − I(Pp) =
∫ b

a

(
f(x) − Pp(x)

)
dx .

Se cunoaşte din Teorema 1.4.3 că

(3.6.6) f(x) − Pp(x) =
ω(x)ν(x)f (p+1)

(
ξ(x)

)
(p+ 1)!

, x ∈ [a, b] ,

unde ω(x) = (x − x0) . . . (x − xn), ν(x) = (x − xn+1) . . . (x − xp) şi ξ(x)
este valoarea intermediară a funcţiei ξ : [a, b] → [a, b]. În ipotezele precizate,
ı̂nlocuind (3.6.6) ı̂n (3.6.5) se obţine:

(3.6.7) I(f) − In(f) =
1

(p+ 1)!

∫ b

a
ω(x)ν(x)f (p+1)

(
ξ(x)

)
dx .

Alegem punctele x(m)
n+1, . . . , x

(m)
p ∈ [a, b], m = 1, 2, . . . , astfel ı̂ncât

x0, x1, . . . , xn, x
(m)
n+1, . . . , x

(m)
p

să fie distincte două câte două (vezi (1.2.5)), şi cu proprietatea că xm
k → xk,

pentru m→ ∞, (k = n+ 1, . . . , p).

Notând cu νm(x) =
p∏

k=n+1

(
x − x

(m)
k

)
şi luând ν(x) = νm(x) ı̂n (3.6.7), se

obţine:

|I(f) − In(f)| ≤ 1
(p+ 1)!

max
ξ∈[a,b]

∣∣f (p+1)(ξ)
∣∣ ∫ b

a
|ω(x)νm(x)|dx ≤

≤ 1
(p+ 1)!

max
ξ∈[a,b]

∣∣f (p+1)(x)
∣∣ (∫ b

a
|ω(x)ν(x)|dx+

+
∫ b

a
|ω(x)| |νm(x) − ν(x)|dx

)
.

Trecând la limită ı̂n ultimul termen al şirului de inegalităţi, termenul al
doilea tinde la zero pentru m → ∞, deoarece şirul de funcţii νm converge
uniform la ν pentru m→ ∞, pe intervalul [a, b]. Deci avem:

|I(f) − In(f)| ≤ cp
1

(p+ 1)!
max
x∈[a,b]

∣∣f (p+1)(x)
∣∣

cu

cp = min
xn+1,...,xp∈[a,b]

∫ b

a

p∏
k=0

|x− xk|dx =

= (b− a)p+2 min
tn+1,...,tp∈[0,1]

∫ 1

0

p∏
k=0

|t− tk|dt ,
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unde prima egalitate se obţine din continuitatea funcţiei ω(x) şi a doua
egalitate rezultă din substituţia x = (b − a)t + a. De aici rezultă estimarea
(3.6.2).

Pentru a demonstra estimarea (3.6.3) se consideră xk = (b − a)tk + a
pentru k = n+1, . . . , p, de unde rezultă că produsul ων este de semn constant
pe intervalul [a, b], presupunem că

ω(x)ν(x) � 0 , x ∈ [a, b] .

Procedând analog, facem o majorare

I(f) − In(f) ≤ 1
(p+ 1)!

max
ξ∈[a,b]

f (p+1)(ξ)
∫ b

a
ω(x)ν(x)dx ,

pentru m→ ∞ şi făcând o minorare rezultă:

I(f) − In(f) ≥ 1
(p+ 1)!

min
t∈[a,b]

f (p+1)(ξ)
∫ b

a
ω(x)ν(x)dx .

În aceste evaluări, pe lângă ipotezele precizate, am ţinut seama de faptul că
produsul ων este de semn constant pe [a, b].

Ţinând cont că f (p+1) este o funcţie continuă, va exista o valoare
ξ ∈ [a, b], astfel ı̂ncât

I(f) − In(f) =
1

(p+ 1)!
f (p+1)(ξ)

∫ b

a
ω(x)ν(x)dx ,

şi după ce se face substituţia x = (b− a)t+ a, se obţine evaluarea (3.6.3).

3.7 Formule Newton-Côtes compozite

Pentru calculul numeric al integralei

I(f) =
∫ b

a
f(x)dx ,

ı̂n unele cazuri se face o diviziune a segmentului [a, b] de forma:

(3.7.1) xk = a+ kh , pentru k = 0, 1, 2 . . . , N , h =
b− a

N

şi pe fiecare subinterval (xk−1, xk) se aplică o formulă de cuadratură pentru
aproximarea integralelor∫ xk

xk−1

f(x)dx , k = 1, 2, . . . , N .

Însumând rezultatele, obţinem o nouă formulă numită formula de cuadratură
compozită.
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3.7.1 Formula dreptunghiului compozită

Formulele dreptunghiului compozite (Observaţia 3.5.3) cu o diviziune
dată de (3.7.1) au forma:

(3.7.2) I0(h) = h

N−1∑
k=0

f(xk) ≈
∫ b

a
f(x)dx

formula dreptunghiului la stânga,

(3.7.3) I0(h) = h
N∑

k=1

f(xk) ≈
∫ b

a
f(x)dx

formula dreptunghiului la dreapta.
Erorile corespunzătoare acestor formule sunt date ı̂n

Teorema 3.7.1. Fie f : [a, b] → R continuu diferenţiabilă pe intervalul
[a, b]. Atunci există valorile ξ, ξ ∈ [a, b] astfel ı̂ncât:

(3.7.4)
∫ b

a
f(x)dx− I0(h) =

b− a

2
· h · f ′(ξ) ,

(3.7.5)
∫ b

a
f(x)dx− I0(h) = −b− a

2
· h · f ′(ξ) ,

unde h =
b− a

N
, şi I0(h) şi I0(h) sunt date ı̂n (3.7.2) şi (3.7.3).

Demonstraţie. Considerând integrala pe subintervalul (xk−1, xk), va exista
ξk ∈ [xk−1, xk] cu∫ xk

xk−1

f(x)dx− h f
(
xk−1

)
=
h2

2
f ′(ξk) , h = 1, . . . , N .

Însumând după k, rezultă∫ b

a
f(x)dx− I0(h) =

N∑
k=1

h2

2
f ′(ξk) =

b− a

2
· h · 1

N

N∑
k=1

f ′(ξk) .

Ţinând cont de inegalităţile:

min
x∈[a,b]

f ′(x) ≤ 1
N

N∑
k=1

f ′(ξk) ≤ max
x∈[a,b]

f ′(x)
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şi aplicând teorema de medie pentru funcţia f ′, rezultă că există o valoare
ξ ∈ [a, b] cu

f ′(ξ) =
1
N

N∑
k=1

f ′(ξk) ,

de unde rezultă reprezentarea erorii dată de (3.7.4).
Pentru a demonstra (3.7.5) se procedează analog.

3.7.2 Formula trapezului compozită

Formula trapezului compozită se obţine din formula trapezului (para-
graful 3.5.1), aplicată pe fiecare subinterval (xk−1, xk):

(3.7.6) I1(h) =
h

2

(
f(a) + 2

N−1∑
k=1

f(xk) + f(b)

)
≈

∫ b

a
f(x)dx .

Reprezentarea erorii ı̂n acest caz este dată ı̂n

Teorema 3.7.2. Fie f : [a, b] → R de două ori continuu diferenţiabilă pe
[a, b]. Atunci există o valoare ξ ∈ [a, b] astfel ı̂ncât∫ b

a
f(x)dx− I1(h) = −b− a

12
h2f ′′(ξ), ξ ∈ [a, b]

unde h =
b− a

N
şi I1(h) dată de (3.7.6).

Demonstraţie. Analog Teoremei 3.7.1, există ξk ∈ [xk−1, xk] cu∫ xk

xk−1

f(x)dx− h

2
[
f
(
xk−1

)
+ f(xk)

]
= −h

3

12
f ′′(ξk) , k = 1, 2, . . . , N .

Însumând după k se obţine:

∫ b

a
f(x)dx− I1(h) = −

N∑
k=1

h3

12
f ′′(ξk) = −b− a

12
· h2 · 1

N

N∑
k=1

f ′′(ξk) =

= −b− a

12
· h2 · f ′′(ξ) .

Am folosit teorema mediei pentru funcţia f ′′ care garantează existenţa valorii
ξ ∈ [a, b], pentru a avea egalitatea adevărată.
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3.7.3 Formula lui Simpson compozită

Analog şi formula lui Simpson compozită se deduce din paragraful 3.5.1,
aplicându-se pe subintervalul [xk−1, xk]:
(3.7.7)

I2(h) =
h

6

(
f(a) + 4

N∑
k=1

f
(
xk−1/2

)
+ 2

N−1∑
k=1

f(xk) + f(b)

)
≈

∫ b

a
f(x)dx ,

unde xk = a+ kh, h =
b− a

N
, xk−1/2 =

xk−1 + xk

2
.

Reprezentarea erorii ı̂n acest caz este dată ı̂n

Teorema 3.7.3. Fie f : [a, b] → R de patru ori continuu diferenţiabilă pe
[a, b]. Atunci există o valoare ξ ∈ [a, b] cu∫ b

a
f(x)dx− I2(h) = −b− a

2880
h4f (4)(ξ) ,

unde h = (b− a)/N şi I2(h) dată de (3.7.7).

Demonstraţie. Analog demonstraţiei teoremei anterioare, pentru k =
1, 2, . . . , N există ξk ∈ [xk−1, xk] astfel ı̂ncât∫ xk

xk−1

f(x)dx− h

6
[
f
(
xk−1

)
+ 4f

(
xk−1/2

)
+ f(xk)

]
= − h5

2880
f (4)(ξk) .

Însumând după k rezultă

∫ b

a
f(x)dx− I2(h) = −

N∑
k=1

h5

2880
f (4)(ξk) =

= −b− a

2880
· h4 · 1

N

N∑
k=1

f (4)(ξk) = −b− a

2880
h4f (4)(ξ) .

La fel am folosit teorema mediei pentru funcţia f (4) care garantează existenţa
lui ξ ∈ [a, b], astfel ı̂ncât să avem egalitatea demonstrată.

Observaţia 3.7.1. În formula compozită a lui Simpson, se cere ca ordinul
de diferenţiabilitate a funcţiei f să fie de două ori mai mare decât ı̂n formula
compozită a dreptunghiului sau a trapezului.

Pentru funcţii suficient de netede, formula lui Simpson este preferată,
deoarece comparată, de exemplu cu formula trapezelor, acurateţea este mult
mai bună.
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3.8 Formulele de cuadratură de tip Gauss

Formulele prezentate ı̂n capitolele precedente se caracterizează prin fap-
tul că se dădeau nodurile xk şi se proceda la obţinerea ponderilor wk. For-
mulele de cuadratură Gauss au proprietatea că, se ı̂ncearcă printr-un al-
goritm determinarea punctelor xk şi a ponderilor wk, astfel ı̂ncât formula
de cuadratură obţinută să posede grad de exactitate maxim. Mai concret,
ı̂n acest paragraf vom arăta că, printr-o alegere convenabilă a parametrilor
(xk, wk), se poate obţine o formulă de cuadratură, cu n noduri, exactă pentru
polinoame de grad cel mult 2n− 1.

În cele ce urmează considerăm integrala

(3.8.1) I(f) =
∫ b

a
f(x)ρ(x)dx

unde f : [a, b] → R este o funcţie dată şi ρ este o funcţie pondere. În cele ce
urmează vom considera numai integrale pe intervale finite, adică:

−∞ < a ≤ b <∞ .

Definiţia 3.8.1. Funcţia

ρ : [a, b] → (0,∞]

se numeşte funcţie pondere dacă este continuă pe porţiuni, pe intervalul
deschis (a, b) şi integrabilă pe tot intervalul [a, b].

Pentru calculul numeric al integralei (3.8.1) vom considera cuadraturi
de forma:

(3.8.2) In(f) =
n∑

k=1

ωkf(xk) .

Vom căuta nodurile xk şi coeficienţii ωk ı̂n aşa fel ı̂ncât gradul de exactitate al
formulei (3.8.2) să fie cât mai mare. Noţiunea de cuadratură prin formule de
interpolare şi grad de exactitate poate fi aplicată şi integralelor cu ponderi.
Rezultatul se va numi formula de cuadratură de tip Gauss.

Un rol important pentru studiul acestor formule ı̂l joacă polinoamele
ortogonale, pe care le vom aminti ı̂n cele ce urmează.
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3.8.1 Polinoame ortogonale

Fie P mulţimea polinoamelor cu coeficienţi reali.

Definiţia 3.8.2. Pentru o funcţie pondere dată ρ : [a, b] → (0,∞], definim
o aplicaţie (· , ·) : P × P −→ R, prin

(p, q) =
∫ b

a
p(x)q(x)ρ(x)dx , pentru p, q ∈ P

şi numărul ‖p‖ = (p, p)1/2 numit norma lui p.
Această aplicaţie este un produs scalar pe spaţiul polinoamelor cu coeficienţi

reali P.

Definiţia 3.8.3. a) Două polinoame p, q ∈ P se numesc ortogonale,
dacă (p, q) = 0.

b) Complementul ortogonal al mulţimii Pn ⊂ P este dat prin

P⊥
n =

{
p ∈ P : (p, q) = 0 , ∀ q ∈ Pn

}
,

unde Pn este subspaţiu liniar al lui P, format din polinoame de grad cel mult
n.

Un exemplu de poligoane ortogonale poate fi obţinut prin procedeul de
ortogonalizare Gram-Schmidt, aplicat monoamelor 1, x, x2, . . . ,:

(3.8.3) p0 = 1 ,

(3.8.4) pn = xn −
n−1∑
j=0

(xn, pj)
‖pj‖2

· pj , n = 1, 2, . . . .

Se poate uşor observa că polinomul pn, obţinut mai sus, are proprietatea că
este de grad n, cu coeficientul lui xn egal cu 1 şi are loc relaţia:

(3.8.5) pn ∈ P⊥
n−1 .

Teorema 3.8.1. Polinoamele ortogonale date de relaţiile (3.8.3) şi (3.8.4)
pot fi obţinute folosind următoarele trei relaţii recursive:

p0 = 1 , p1 = x− β0

pn+1 = (x− βn)pn − γ2
npn−1 , n = 1, 2, . . . ,

unde βn =
(xpn, pn)
‖pn‖2

, pentru n = 0, 1, 2, . . . ,

γn =
‖pn‖
‖pn−1‖ , pentru n = 1, 2, . . . .
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Demonstraţie. Se observă că polinoamele p0 şi p1 reproduc polinoamele
din (3.8.3) şi (3.8.4).

Folosindu-ne de principiul inducţiei matematice, presupunem că poli-
nomul pn este ortogonal pe toate polinoamele pk, unde 0 < k ≤ n − 1 şi
verifică relaţiile (3.8.3) şi (3.8.4). Notăm apoi qn+1 := (x− βn)pn − γ2

npn−1

şi intenţionăm să demonstrăm că qn+1 = pn+1 şi că verifică relaţiile (3.8.3)
şi (3.8.4).

Să demonstrăm că qn+1 ∈ P⊥
n . Pentru aceasta ne folosim de egalitatea

(pn, pn−1) = 0 şi de definiţia lui βn şi obţinem:

(qn+1, pn) =
(
(x− βn)pn − γ2

npn−1, pn

)
= (xpn, pn) − βn‖pn‖2 =

= (xpn, pn) − (xpn, pn)
‖pn‖ · ‖pn‖2 = 0 .

Deoarece pn este ortogonal pe polinoamele de grad mai mic sau egal cu n−1,
iar grad (xpn−1 − pn) < n rezultă că:

(qn+1, pn−1) =
(
(x− βn)pn − γ2

npn−1, pn−1

)
=

=
(
(x− βn)pn, pn−1

)− γ2
n‖pn−1‖2 =

= (xpn, pn−1) − βn(pn, pn−1) − (pn, pn) =
= (pn, xpn−1) − (pn, pn) = (pn, xpn−1 − pn) = 0 .

La fel se poate arăta că pentru orice k ∈ {0, 1, . . . , n− 2} avem:

(3.8.6) (qn+1, pk) = (xpn, pk) − βn(pn, pk) = (pn, xpk) = 0 .

De aici rezultă că polinomul qn+1 este ortogonal pe polinoame de grad cel
mult n. Aceeaşi proprietate o are şi poninomul pn+1 şi deoarece polinomul
qn+1 are coeficientul termenului de grad maxim egal cu 1, avem

r := pn+1 − qn+1 ∈ P şi r = pn+1 − qn+1 ∈ P⊥
n ,

de unde pn+1 = qn+1, ceea ce am dorit să demonstrăm.

Teorema 3.8.2. Rădăcinile x1, x2, . . . , xn ale polinomului pn sunt reale,
distincte şi avem:

(3.8.7)

xj =
(xLj , Lj)
‖Lj‖2

, j = 1, . . . , n

Lj(x) =
n∏

k=1
k �=j

x− xk

xj − xk
,

adică Lj sunt polinoame fundamentale Lagrange corespunzătoare rădăcinilor
x1, x2, . . . , xn.
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Demonstraţie. Pentru a demonstra că rădăcinile polinomului pn sunt reale,
ı̂n ipoteza că pn ∈ R[X], presupunem prin absurd că pn ar avea o rădăcină
complexă. Aceasta ar implica faptul că pn are factori de forma:

pn(x) =
(
(x− α)2 + β2

)
q(x) (xj,j+1 = α± iβ)

şi q(x) ∈ R[X] de grad cel mult n− 2.
Dar

(pn, q) =
(
(x− α)2q, q

)
+ β2(q, q) = ‖(x− α)q‖2 + β2‖q‖2 = 0 ,

ceea ce contrazice ipoteza că polinomul pn este ortogonal pe orice polinom
de grad cel mult n− 1.

Analog, pentru a demonstra că rădăcinile polinomului pn sunt distincte,
presupunem că λ ar fi o rădăcină dublă a lui pn, deci pn are forma:

pn(x) = (x− λ)2g(x) , unde grad g = n− 2 .

Atunci (pn, q) = ‖(x− λ)2q‖2 = 0, ceea ce este imposibil.
Pentru a obţine reprezentarea rădăcinilor dată ı̂n (3.8.7), fie

(3.8.8) ωj(x) =
pn(x)
x− xj

.

Polinomul pn fiind ortogonal pe orice polinom de grad cel mult n−1, rezultă
că pn ⊥ ωj şi deci

0 = (ωj , pn) = (ωj , xωj) − (ωj , xjωj) = (ωj , xωj) − xj‖ωj‖2 ,

de unde

(3.8.9) xj =
(xωj , ωj)
‖ωj‖2

.

Din (3.8.9) şi (3.8.8) şi din faptul că polinoamele ωj şi Lj diferă printr-un
factor constant, rezultă

xj =
(xLj , Lj)
‖Lj‖2

.

Cele mai cunoscute polinoame ortogonale folosite ı̂n formule de cuadratură
de tip Gauss, pe intervalele şi cu funcţiile pondere corespunzătoare sunt:

polinoame Legendre, cu ρ(x) = 1, pe (−1, 1);
polinoame Cebâşev, cu ρ(x) = (1 − x2)−

1
2 , pe (−1, 1);

polinoame Jacobi, cu ρ(x)=(1−x)α(1+x)β , α >−1, β >−1, pe (−1, 1);
polinoame Hermite, cu ρ(x) = e−x2

, pe (−∞,+∞);
polinoame Laguerre, cu ρ(x) = e−xxα, α > −1, pe (−∞,∞) .
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3.8.2 Alegerea optimală a punctelor xk şi a ponderilor wk

Următoarea teoremă stabileşte condiţiile ı̂n care, pentru n puncte xk şi
ponederi wk, gradul de exactitate a formulei de cuadratură Gauss este 2n−1.

Teorema 3.8.3. Fie x1, x2, . . . , xn numere reale distincte din intervalul
(a, b) şi w1, w2, . . . , wn numere reale arbitrare. Pentru ca egalitatea

(3.8.10) (p, 1) =
n∑

i=1

wi p(xi)

să aibă loc pentru orice polinom ortogonal p de grad cel mult 2n − 1,
(p ∈ P2n−1), este necesar şi suficient ca x1, x2, . . . , xn să coincidă cu rădăcinile
polinomului ortogonal pn (vezi (3.8.7)), iar

wi = (Li, 1) unde Li =
n∏

k=1
k �=i

x− xk

xi − xk
∈ Pn−1, i = 1, n

reprezintă polinoame fundamentale Lagrange corespunzătoare nodurilor
x1, x2, . . . , xn.

Demonstraţie. Presupunem formula (3.8.10) adevărată pentru orice poli-
nom de grad cel mult 2n− 1. Fie

ω(x) = (x− x1)(x− x2) . . . (x− xn) şi p(x) = xkω(x)

unde k ∈ {0, 1, . . . , n− 1). Aplicând (3.8.10) polinomului p(x) rezultă:

(ω, xk) = (xkω, 1) = (p, 1) =
n∑

j=1

wjp(xj) =
n∑

j=1

wjx
k
jω(xj) = 0 ,

deoarece ω(xj) = 0.
De aici rezultă că ω este ortogonal pe polinoame de grad cel mult n−1, adică
ω ∈ P⊥

n−1. Dar această proprietate o are şi pn, iar grad (ω − p) ≤ n − 1,
rezultă că ω − p este ortogonal pe ω − p, deci ω = p.
În continuare, folosind (3.8.10) cu p = Lj , avem:

(Lj , 1) =
n∑

k=1

wkLj(xk) = wj ,

deoarece Lj(xk) = δjk.
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Pentru a demonstra suficienţa, presupunem că x1, x2, . . . , xn sunt rădăci-
nile polinomului pn şi că wj = (Lj , 1). Fie p un polinom de grad cel mult
2n− 1, p ∈ P2n−1, pe care ı̂l scriem sub forma:

p = pnq + r ,

unde q şi r sunt polinoame de grad cel mult n − 1. Deoarece pn(xj) = 0,
rezultă că

p(xj) = r(xj) , j = 1, 2, . . . , n .

Polinomul r se poate scrie cu formula de interpolare Lagrange, relativă la
nodurile x1, x2, . . . , xn, astfel:

r(x) =
n∑

j=1

r(xj)Lj(x) =
n∑

j=1

p(xj)Lj(x) .

De aici egalitatea (3.8.10) este uşor de demonstrat:

(p, 1) = (q, pn) + (r, 1) = (r, 1) =
n∑

j=1

p(xj) · (L′
j , 1) =

n∑
j=1

wjp(xj) .

Observaţia 3.8.1. Ponderile wk au şi o altă reprezentare, şi anume dacă
luăm p = L2

j ı̂n (3.8.10) avem:

(3.8.11) wj = (L2
j , 1) = (Lj , Lj) > 0 .

Observaţia 3.8.2. Formula de cuadratură Gauss are ponderile pozitive pen-
tru orice n, ı̂n contrast cu formula Newton-Côtes care are şi ponderi negative
de la n ≥ 8.

Definiţia 3.8.4. Formula de cuadratură

(3.8.12) In(f) =
n∑

i=1

wif(xi)

pentru f ∈ C[a, b], cu xi şi wi calculaţi ca ı̂n Teorema 3.8.3, se numeşte
formula de cuadratură Gauss.

O consecinţă directă a Teoremei 3.8.3, este

Corolarul 3.8.1. Formula de cuadratură Gauss dată ı̂n (3.8.12) este o
cuadratură prin interpolare şi are gradul de exactitate cel puţin r = 2n− 1.
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Demonstraţie. Pentru o funcţie f ∈ C[a, b], fie un polinom de interpolare
Lagrange Qn−1 ∈ Pn−1 corespunzător nodurilor xi şi valorilor f(xi). Din
(3.8.10) avem:

n∑
j=1

wjf(xj) =
n∑

j=1

wjQn−1(xj) = (Qn−1, 1) ,

iar din Teorema 3.8.3 se cunoaşte că (3.8.10) are loc pentru orice polinom
de grad cel mult 2n− 1, de unde rezultă gradul de exactitate dat.

Următoarea teoremă dă o reprezentare a erorii ı̂n cazul folosirii formulei
de cuadratură a lui Gauss.

Teorema 3.8.4. Pentru o funcţie f ∈ C2n[a, b], restul ı̂n formula de cuadratură
Gauss (3.8.12) este dat de:

(3.8.13) I(f) − In(f) =
(

1
(2n)!

∫ b

a
p2

n(x)ρ(x)dx
)
f (2n)(ξ) =

=
(b− a)2n+1

(2n)!

(∫ 1

0

n∏
k=1

(t− tk)2ρ
(
(b− a)t+ a

)
dt

)
f (2n)(ξ)

cu tk =
xk − a

b− a
pentru k = 1, 2, . . . , n şi cu o valoare ξ ∈ [a, b].

Demonstraţie. Gradul de exactitate a cuadraturii Gauss (3.8.12) este,
conform Corolarului 3.8.1, r = 2n−1. Alegem ı̂n plus faţă de x1, x2, . . . , xn,
punctele xn+1 = x1, xn+2 = x2, . . . , x2n = xn, atunci

2n∏
k=1

(x− xk) =
n∏

k=1

(x− xk)2 = p2
n(x) ,

care are semn constant pe [a, b] şi relaţia (3.8.13) se demonstrează analog cu
demonstraţia dată la Teorema 3.6.1.

Observaţia 3.8.3. O consecinţă a Teoremei 3.8.4 ne arată că gradul de
exactitate al formulei lui Gauss este r = 2n− 1 şi acesta este optimal.
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3.9 Formule de cubatură

Prin formulă de cubatură se ı̂nţelege o formulă de aproximare numerică
a unei integrale multiple.

Complexitatea calculului aproximativ a integralelor pe domenii multidi-
mensionale constă ı̂n: o mare varietate a domeniilor de integrare, dificultatea
metodelor de construire a formulelor de interpolare, numărul mare de noduri
ı̂n care se calculează valorile pentru funcţia integrată, costul mare al imple-
mentării pe calculator, etc.

Fie funcţia f : D → R, D ⊂ Rn şi funcţia nenegativă ρ : D → R numită
funcţie pondere. Notăm cu x = (x1, . . . , xn) şi dx = dx1, . . . , dxn.

Definiţia 3.9.1. Numim formulă de cubatură o relaţie de forma:

(3.9.1) I(f) =
∫

D
ρ(x)f(x)dx ≈ Im(f) =

m∑
k=1

wkf(xk)

unde wk ∈ R, k = 1,m se numesc coeficienţii (ponderile) formulei de cu-
batură, iar xk ∈ D, k = 1,m sunt nodurile formulei de cubatură.

În obţinerea formulelor de cubatură (3.9.1) se folosesc metode similare
cu cele folosite la obţinerea formulelor de cuadratură. Astfel, unul din pro-
cedeele folosite constă ı̂n aproximarea funcţiei de integrat printr-o funcţie mai
simplă, cel mai adesea printr-un polinom, după care se determină constantele
wk, astfel ca formula (3.9.1) să fie exactă pentru funcţia aproximantă.

Cele mai cunoscute tehnici ı̂n deducerea formulelor de cubatură sunt:
metoda formulelor tip produs şi metoda formulelor nonprodus.

3.9.1 Formulele de cubatură de tip produs

Formulele de cubatură de tip produs au la bază metoda separării vari-
abilelor, iar domeniul de integrare este ı̂n general rectangular.

Vom ı̂ncepe cu un exemplu de aproximare a unei integrale duble.
Fie domeniul dreptunghiular D = [a, b]× [c, d] ⊂ R

2 şi (m+1)(n+1) noduri
distincte din acest domeniu: M = {x0, . . . , xm} ⊂ [a, b]; N = {y0, . . . , yn} ⊂
[c, d] şi M ×N =

{
(xi, yi) | i = 0,m, j = 0, n

} ⊂ D.
Considerăm formula de interpolare a lui Lagrange relativă la funcţia f : D ⊂
R2 → R, cu f ∈ Cm+1,n+1(D) şi nodurile (xi, yi), i = 0,m, j = 0, n dată de
relaţia

(3.9.2) f(x, y) = Lm,n(x, y) +Rm,n (f(x, y)) , (x, y) ∈ D
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unde

Lm,n(x, y) =
m∑

i=0

n∑
j=0

L
[1]
m,i(x) · L[2]

n,j(y)f(xi, yi)

este polinomul de interpolare Lagrange pentru o funcţie de două variabile,
iar Rm,n(f(x, y)) este restul.

Am notat cu

L
[1]
m,i(x) =

m∏
k=0

x− xk

xi − xk
, i = 0,m

L
[2]
n,j(y) =

n∏
k=0

y − yk

yj − yk
, j = 0, n

polinoamele fundamentale de interpolare Lagrange relative la punctele mulţimilor
M , respectiv N .
Integrând formula de interpolare (3.9.2) se obţine formula de cubatură pro-
dus, pentru acest caz:

(3.9.3)
∫ b

a

∫ d

c
ρ(x, y)f(x, y)dx dy =

m∑
i=0

n∑
j=0

wi,jf(xi, yi) +Rm,n(f)

unde ρ este o funcţie pondere.
Dacă funcţia pondere este ρ = 1, coeficienţii wi,j ai formulei de cubatură

sunt obţinuţi din produsele coeficieţilor formulelor de cuadratură (unidimen-
sionale), astfel:

wi,j =
∫ b

a
L

[1]
m,i(x)dx

∫ d

c
L

[2]
n,j(y)dy , i = 0,m, j = 0, n

În acest caz, dacă considerăm nodurile echidistante, adică xi = a + ih,

yj = c+ jk, cu i = 0,m, j = 0, n, h =
b− a

m
, k =

d− c

n
, se obţine formula

de cubatură de tip Newton-Côtes.
În cazul particular m = n = 1 se obţine formula trapezului:

(3.9.4)
∫ b

a

∫ d

c
f(x, y)dx dy =

=
(b− a)(d− c)

4
[f(a, c) + f(b, c) + f(a, d) + f(b, d)] +R1,1(f) .
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Pentru cazul general când D ⊂ Rn, scopul este de a găsi o transformare
de coordonate: ⎧⎪⎨⎪⎩

x1 = x1(u1, . . . , un)
...
xn = xn(u1, . . . , un)

astfel ca integrala pe domeniul n dimensional
∫
D ρ(x)f(x)dx să se transforme

ı̂ntr-un produs de integrale unidimensionale∫
ρ1(u1)g(u1)du1 . . .

∫
ρn(un)g(un)dun .

Atunci formula de cubatură se va obţine din produsul a n formule de cuadratură
pentru integrale unidimensionale.

În cazurile particulare, când domeniul D este un hipercub (n-cub), o
hipersferă (n-sferă) sau un hipersimplex (n-simplex), se pot construi formule
produs de n formule unidimensionale, fiecare folosind M puncte şi având
gradul de exactitate p. Formula de cubatură, va avea Mn puncte şi gradul
de exactitate p. Dezavantajul acestui procedeu este că numărul de puncte
creşte foarte mult cu dimensiunea n a domeniului D.

În cazul cubului n-dimensional, Dn = [−1, 1]n ⊂ Rn, considerăm că
Dn = Dp ∪ Dq cu Dp ⊂ R

p şi Dq ⊂ R
q, cu n = p + q. Presupunem că

integrantul are proprietatea că

(3.9.5) ρ(x1, . . . , xn)f(x1, . . . , xn) =
= ρp(x1, . . . , xp)g(x1, . . . , xp)ρq(xp+1, . . . , xn)h(xp+1, . . . , xn)

şi că pe domeniile Dp şi Dq avem următoarele formule de cubatură:

(3.9.6)
∫

Dp

ρp(x1, . . . , xp)g(x1, . . . , xp)dx1, . . . , dxp ≈
Np∑
i=1

big(α1, . . . , αp)

de grad p şi

(3.9.7)
∫

Dq

ρq(xp+1, . . . , xn)h(xp+1, . . . , xn)dxp+1, . . . , dxn ≈

≈
Nq∑
j=1

cih(βp+1, . . . , βn)

de grad q.
Cu aceste notaţii şi ipoteze, se poate obţine următorul rezultat:
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Teorema 3.9.1. Forma de cubatură

(3.9.8)
∫

Dn

ρ(x)f(x)dx ≈
Np∑
i=1

Nq∑
j=1

wijf(xij)

este de grad r = min(p, q) cu N = Np ·Nq puncte, unde wij = bi · ci şi

xij = (α1, α2, . . . , αp, βp+1, . . . , βn) .

Demonstraţie. Integrând (3.9.5) şi folosind formulele (3.9.6) şi (3.9.7)
rezultă afirmaţia teoremei.

Pentru cazul simplexului n-dimensional Tn, generat de vârfurile

{(1, 0, . . . , 0, 0), (0, 1, . . . , 0, 0), . . . , (0, 0, . . . , 0, 1), (0, 0, . . . , 0, 0)}
unde T2 este un triunghi, iar T3 un tetraedru, vom folosi o transformare de
coordonate, pentru cazul particular ρ = 1 şi f(x) = xα, α = (α1, . . . , αn),
care să ne permită să transformăm formula de cubatură pe Tn, ı̂ntr-un produs
de formule de cuadraturi.

Se cunoaşte că pentru orice n-simplex T , generat de punctele a1, . . . , an+1,
nesituate ı̂n acelaşi hiperplan, există o transformare afină

x = α0 + αu ,

nesingulară, ce transformă Tn ı̂n T , deci este suficient să cunoaştem formulele
de cubatură pe Tn pentru a putea calcula formula de cubatură pe orice n-
simplex T .

Plecăm de la

(3.9.9)
∫

Tn

xαdx =
∫ 1

0

∫ 1−x1

0
. . .

∫ 1−x1−···−xn

0
xα1

1 , . . . , xαn
n dx1, . . . , dxn,

folosind, pentru (3.9.9), transformarea de coordonate

(3.9.10)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1 = y1 = y1

x2 = y2(1 − y1) = y2(1 − x1)
. . . . . . . . .
xn = yn (1 − yn−1) . . . (1 − y1) = yn (1 − x1 − · · · − xn−1) ,

şi ţinând seama că limitele de integrare pentru xi sunt 0 ≤ xi ≤ 1−x1−· · ·−
xn−i−1, i = 1, n, care se vor transforma pentru yi ı̂n 0 ≤ yi ≤ 1, i = 1, n,
jacobianul transformării (3.9.10) este

J = (1 − y1)n−1(1 − y2)n−2 . . . (1 − yn−1) .



Aplicaţii ale integrării numerice ı̂n metode de element finit 107

Integrala (3.9.9) devine:

(3.9.11)
∫

Tn

xndx =

=
∫ 1

0
. . .

∫ 1

0
(1 − y1)β1 . . . (y − yn−1)βn−1yα1

1 . . . yαn
n dy1 . . . dyn

unde
β1 = α2 + · · · + αn + n− 1

β2 = α3 + · · · + αn + n− 2
· · · = . . . . . . .
βn−1 = αn−1 .

Rezultă că integrala (3.9.11) va fi este un produs de n integrale unidimen-
sionale, de forma:

Ik =
∫ 1

0
(1 − yk)n−kpk(yk)dyk , k = 1, n

cu px(yk) = yαk
k (1−yk)αk+1+···+αn , un polinom de grad αk +αk+1 + · · ·+αn

ı̂n variabila yk.
Adică, dacă vom avea n formule de cuadratură, fiecare de grad p, se

poate obţine o formulă de cubatură pe Tn, tot de grad p.

3.10 Aplicaţii ale integrării numerice ı̂n metode de
element finit

În metodele de element finit, elementele matricei de ”rigiditate” (ma-
tricea coeficienţilor sistemului algebric) şi ale vectorului de solicitare (ter-
menul liber), se exprimă prin integrale uni, bi sau tridimensionale, definite
pe domenii (elemente) uni, bi sau tridimensionale: [a, b]; [a, b] × [c, d], re-
spectiv [a, b] × [c, d] × [e, f ].

Printr-o transformare σ, bijectivă şi bicontinuă, aceste domenii (ele-
mente) se transformă ı̂n domenii (elemente) de referinţă corespunzătoare
[−1, 1], [−1, 1] × [−1, 1], respectiv [−1, 1] × [−1, 1] × [−1, 1]. Avantajul este
că pe aceste elemente de referinţă se calculează o singură dată abscisele şi
ponderile din formulele de integrare aproximativă, iar prin transformarea
σ se pot calcula formulele de integrare numerică pe domeniile (elementele)
reale ale problemei.

Prezentăm integralele unor monoame pe elementele de referinţă, care
sunt cele mai folosite ı̂n metoda elementelor finite.
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Integrala pe domeniul de referinţă unidimensională [−1, 1]:

(3.10.1)
∫ 1

−1
xkdx =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, dacă k este impar

2
k + 1

, dacă k este par.

Integrala pe domeniul de referinţă pătrat [−1, 1] × [−1, 1]:

(3.10.2)
∫ 1

−1

∫ 1

−1
xkyldx dy =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, dacă k sau l este impar

4
(k + 1)(l + 1)

, dacă k şi l sunt pare.

Integrala pe domeniul de referinţă triunghiular:

(3.10.3)
∫ 1

0

∫ 1−x

0
xkyldx dy =

k! l!
(k + l + 2)!

.

Integrala pe domeniul de referinţă cubic:

(3.10.4)
∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1
xkylzmdx dy dz =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
0, dacă k sau l sau m este impar

8
(k + 1)(l + 1)(m+ 1)

, dacă k şi l şi m sunt pare.

Integrala pe domeniul de referinţă tetraedric este:

(3.10.5)
∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0
xkylzmdx dy dz =

k! l!m!
(k + l +m+ 3)!

.

Metoda Gauss de integrare numerică este foarte utilizată ı̂n aproxi-
marea cu metoda elementelor finite, unde dacă avem r abscise xi şi r ponderi
wi, se poate obţine integrala exactă a unui polinom de grad m ≤ 2r − 1.

Procedeul constă ı̂n aplicarea formulei de cuadratură unui polinom P (x):

(3.10.6)
∫ 1

−1
P (x)dx = w1 · P (x1) + · · · + wr · P (xr)

şi determinarea celor 2r coeficienţi ai polinomului P (x), impunând ca poli-
nomul

(3.10.7) P (x) = a1 + a2x+ · · · + a2rx
2r−1
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să verifice exact relaţia (3.10.6).
Înlocuind (3.10.7) ı̂n (3.10.6) rezultă:

(3.10.8) a1

∫ 1

−1
dx+ a2

∫ 1

−1
x dx+ · · · + a2r

∫ 1

−1
x2r−1dx =

= a1(w1 + w2 + · · · + wr) + a2(w1x1 + w2x2 + · · · + wrxr) + · · ·+
+ a2r

(
w1x

2r−1
1 + w2x

2r−1
2 + · · · + wrx

2r−1
2

)
.

Pentru ca (3.10.8) să fie verificată identic, este necesar ca:∫ 1

−1
xαdx =

2
α+ 1

=
r∑

i=1

wix
α
i ; α = 0, 2, 4, . . . , 2r − 2

∫ 1

−1
xαdx = 0 =

r∑
i=1

wix
α
i ; α = 1, 3, 5, . . . , 2r − 1

adică

(3.10.9)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w1 + w2 + · · · + wr = 2

w1x1 + w2x2 + · · · + wrxr = 0

w1x
2
1 + w2x

2
2 + · · · + wrx

2
r =

2
3

. . . . . . . . . .

w1x
2r−1
1 + w2x

2r−1 + · · · + wrx
2r−1
r = 0 .

Acesta este un sistem de 2r ecuaţii algebrice cu 2r necunoscute (wi, xi),
i = 1, r, liniar ı̂n wi şi neliniar ı̂n xi, care se rezolvă impunând condiţia ca

(3.10.10)

{
wi > 0

xi ∈ (−1, 1), i = 1, r.

În cazul r = 2, aproximarea va fi exactă pentru un polinom de grad

2r − 1 = 3, din (3.10.9) se obţine w1 = w2 = 1 şi x1 = −x2 =
1√
3

.

Metoda Newton-Côtes de integrare numerică, folosită ı̂n aproximarea
cu metoda elementelor finite constă ı̂n: se fixează apriori abscisele xi şi
rămâne să se determine r ponderi w1, . . . , wr, astfel ca relaţia (3.10.6) să fie
identic verificată pentru un polinom de grad r − 1. Abscisele xi ∈ [−1, 1]
sunt simetrice faţă de x = 0 şi echidistante:

xi = 2
i− 1
r − 1

− 1 .
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După calcule, considerând funcţia polinomială reprezentată printr-un poli-
nom Lagrange de grad r − 1, se obţin ponderile

wi =
∫ 1

−1
Li(x)dx .

Observaţia 3.10.1.
a) Ponderile ce corespund absciselor simetrice faţă de x = 0, sunt egale.
b) Pentru un număr dat de puncte de integrare (xi, wi), gradul maxim

al polinomului care dă integrala exactă cu metoda Newton-Côtes, este mai
mic decât gradul maxim al polinomului obţinut cu metoda Gauss.

c) Integrarea termenilor conţinând polinoame de interpolare Lagrange Li

este mult simplificată, deoarece Li se anulează ı̂n abscise xj cu i �= j.
d) Pentru a micşora volumul de calcul, ı̂n practica aproximării cu ele-

mente finite, se doreşte micşorarea numărului de puncte de integrare (xi, wi).
Numărul minim al punctelor de integrare depinde de tipul domeniului (ele-
mentului) pe care se face integrarea, păstrând condiţia ca matricea coeficienţilor
sistemului (de rigiditate) să rămână nesingulară.

REFERINŢE
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[140] şi [141].



Capitolul 4

Interpolarea inversă şi
metode de iteraţie

Una dintre problemele care a condus la interpolarea inversă, este pro-
blema rezolvării numerice a ecuaţiilor.

Polinomul de interpolare inversă, indiferent dacă acesta este polinomul
lui Lagrange, Hermite sau Taylor, este ı̂n general polinomul de interpolare
al funcţiei inverse a unei funcţii date. Polinomul de interpolare inversă,
corespunzător unei funcţii, poate fi scris, şi el ı̂n multe cazuri are sens, chiar
dacă funcţia dată nu are o funcţie inversă, pe intervalul care conţine nodurile
de interpolare.

În capitolul de faţă şi ı̂n cele ce vor urma, vom studia interpolarea inversă
cu un scop bine definit şi anume, cu acela al construcţiei unor aproximări
convenabile pentru rădăcinile unei ecuaţii date.

Fie I ⊂ R un interval al axei reale şi fie f : I → R o funcţie dată.
Pentru fixarea ideilor vom presupune că f admite o funcţie inversă pe in-
tervalul I, adică există funcţia f−1 : F → I, unde F = f(I), astfel ı̂ncât
f−1

(
f(x)

)
= x, pentru orice x ∈ I. Presupunem de asemenea că ecuaţia

f(x) = 0 admite o rădăcină x ∈ I. Ţinând cont de cele de mai sus, rezultă
că x = f−1(0). Este deci normal să ne punem problema de a găsi metode de
aproximare ale valorii funcţiei f−1 ı̂n punctul y = 0.

Fie ϕ o funcţie care aproximează funcţia f−1 cel puţin ı̂ntr-o vecinătate
a punctului y = 0, atunci are loc o formulă de aproximare de forma:

(4.0.1) f−1(y) = ϕ(y) +R
[
f−1; y

]
.

Dacă neglijăm funcţia R
[
f−1; y

]
şi punem y = 0 ı̂n formula (4.0.1), atunci

obţinem pentru x următoarea aproximare:

(4.0.2) x ∼= ϕ(0) .

111
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Eroarea de aproximare a formulei (4.0.2) se poate evalua cu ajutorul ine-
galităţii:

|x− ϕ(0)| =
∣∣R [

f−1; 0
]∣∣ .

Asupra funcţiei ϕ se impun ı̂n mod natural două cerinţe şi anume:
a) funcţia ϕ să aproximeze cât mai bine funcţia f−1, adică valoarea

absolută a funcţiei R
[
f−1; y

]
ı̂n punctul y = 0 să fie cât mai mică;

b) funcţia ϕ să prezinte anumite proprietăţi de simplitate ı̂n ceea ce
priveşte calculul valorilor sale.

Funcţiile care respecă cea de-a doua cerinţă cel mai bine, sunt evident,
polinoamele, deoarece calculul valorilor lor se reduce la efectuarea celor patru
operaţii aritmetice elementare. De aceea, ı̂n cadrul capitolului de faţă, vom
arăta cum se construiesc aceste polinoame.

4.1 Polinomul de interpolare inversă al lui Lagrange

Considerăm funcţia f definită pe intervalul I şi notăm cu F imaginea
intervalului I prin funcţia f , adică f(I) = F. În intervalul I luăm n+1 puncte
distincte pe care, pentru fixarea ideilor, le numerotăm ı̂n ordine crescătoare,
adică:

(4.1.1) x1 < x2 < · · · < xn < xn+1 .

Notăm cu yi, i = 1, 2, . . . , n+ 1 valorile funcţiei f pe punctele din sistemul
(4.1.1), adică yi = f(xi), i = 1, 2, . . . , n + 1. În ipoteza făcută la ı̂nceputul
capitolului de faţă, rezultă că yi �= yj , dacă i �= j, i, j = 1, 2, . . . , n + 1.
Se observă că putem presupune că yi �= 0 pentru i = 1, 2, . . . , n + 1. În
interpolarea inversă, drept noduri de interpolare se consideră numerele reale
yi, i = 1, 2, . . . , n + 1, iar drept valori ale funcţiei f−1, al cărui polinom de
interpolare ı̂l construim, considerăm chiar numerele xi, i = 1, 2, . . . , n + 1.
Se pune deci problema să contruim un polinom de grad cel mult n care pe
punctele yi, i = 1, 2, . . . , n+ 1 se ia valorile xi, i = 1, 2, . . . , n+ 1. Existenţa
şi unicitatea unui astfel de polinom rezultă din paragraful 1.4. Tot din
paragraful 1.4 se deduce şi forma polinomului căutat, adică:

(4.1.2) L
(
y1, y0, . . . , yn+1; f−1|y) =

n+1∑
i=1

xi
ω(y)

(y − yi)ω′(yi)
,

unde ω(y) =
n+1∏
i=1

(y − yi) .
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Dacă ţinem cont de forma restului in formula de interpolare a lui La-
grange, vom fi conduşi la următoarea formulă de aproximare:

(4.1.3) f−1(y) =
n+1∑
i=1

xi
ω(y)

(y − yi)ω′(yi)
+

[
f−1(ξ)

](n+1)

(n+ 1)!
ω(y) ,

unde ξ este un punct cuprins ı̂n interiorul celui mai mic interval care conţine
punctele yi, i = 1, 2, . . . , n + 1 şi punctul y. Evident, ca formula (4.1.3) să
fie adevărată, este necesar să facem ipoteza că funcţia f este derivabilă de
n+ 1 ori pe intervalul I, fapt ce ne asigură că f−1 este derivabilă pe F , aşa
cum rezultă din paragraful 2.2.

Din formula de aproximare (4.1.3) şi din cele comentate la ı̂nceputul
capitolului de faţă, rezultă o formulă de aproximare pentru rădăcina x a
ecuaţiei:

(4.1.4) f(x) = 0 .

Această formulă se deduce din (4.1.3) pentru y = 0, adică:

(4.1.5) x = f−1(0) = −
n+1∑
i=1

xi
ω(0)

yiω′(yi)
+

[
f−1(ξ)

](n+1)

(n+ 1)!
ω(0) .

Observăm că pentru ω(0) are loc reprezentarea

(4.1.6) ω(0) = (−1)n+1 · y1 · y2 . . . yn+1 .

Dacă punctele xi; i = 1, 2, . . . , n + 1 se aleg dintr-o vecinătate restrânsă a
lui x, atunci ne putem aştepta ca valorile funcţiei f pe aceste puncte să fie
apropiate de zero şi deci cantitatea ω(0) care este produsul acestor valori,
să fie, cu atât mai mult, mai apropiată de zero. Putem deci neglija restul
ı̂n formula (4.1.5) şi obţinem pentru calculul lui x următoarea formulă de
aproximare:

(4.1.7) x ≈ −ω(0)
n+1∑
i=1

xi

yiω′(yi)
.

Din (4.1.5) şi (4.1.6) rezultă următoarea inegalitate:

(4.1.8)

∣∣∣∣∣x+ ω(0)
n+1∑
i=1

xi

yi ω′(yi)

∣∣∣∣∣ � Mn+1

(n+ 1)!
|y1| . . . |yn+1| ,

unde Mn+1 = sup
y∈F

∣∣∣(f−1(y)
)(n+1)

∣∣∣.
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Vom examina in continuare câteva cazuri particulare.

1. Cazul n = 1. În acest caz vom obţine o metodă bine cunoscută
şi anume metoda coardei. Fie x1, x2 două puncte din vecinătatea rădăcinii
ecuaţiei (4.1.4) şi y1, y2 valorile funcţiei f pe aceste puncte, atunci vom
obţine:

(4.1.9) L
(
y1, y2; f−1| y) =

x1(y − y2)
(y1 − y2)

+
x2(y − y1)
y2 − y1

şi

(4.1.10) x ≈ L
(
y1, y2; f−1| 0) =

x1y2 − x2y1

y2 − y1
,

cu evaluarea

(4.1.11)
∣∣∣∣x− x1y2 − x2y1

y2 − y1

∣∣∣∣ � M2

2!
|y1| · |y2| ,

unde dacă ţinem cont de formula (2.4.1) atunci trebuie să presupunem că
M2 satisface inegalitatea

(4.1.12) sup
∣∣∣∣ f ′′(x)[f ′(x)]3

∣∣∣∣ � M2 ,

unde supremumul de mai sus se consideră ı̂n raport cu x când acesta parcurge
cel mai mic interval care conţine pe x, x1 şi x2. Formula (4.1.10) se mai poate
obţine, aşa cum vom arăta mai jos, şi prin interpolare directă. Dacă scriem
polinomul de interpolare al lui Lagrange de gradul 1 pe punctele x1 şi x2

care ia valorile y1, respectiv y2, atunci vom obţine:

(4.1.13) L (x1, x2; f |x) =
y1(x− x2)
x1 − x2

+
y2(x− x1)
x2 − x1

.

Dacă rezolvăm acum ecuaţia

(4.1.14) L (x1, x2; f |x) = 0 ,

obţinem pentru x următoarea aproximare:

(4.1.15) x ≈ x1y2 − x2y1

y2 − y1

adică aceeaşi aproximare ca cea obţinută prin interpolare inversă cu formula
(4.1.10).
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Formula de aproximare obţinută se poate scrie mai elegant dacă se folos-
esc diferenţele divizate introduse ı̂n primul capitol al volumului de faţă şi
anume se vede că (4.1.10) se mai poate scrie:

(4.1.16) x ≈ x1 − f(x1)
[x1, x2; f ]

= x3

sau

(4.1.17) x ≈ x2 − f(x2)
[x1, x2; f ]

= x3 ,

unde aşa cum am văzut [x1, x2 : f ] =
f(x2) − f(x1)

x2 − x1
.

Dacă considerăm restul ı̂n formula de interpolare a lui Lagrange, exprimat cu
ajutorul diferenţelor divizate, atunci obţinem următoarea egalitate pentru
valoarea funcţiei f pe x şi anume:

0 = f(x) = f(x1) + [x1, x2; f ] (x− x1) +
+ [x1, x2, x; f ] (x− x1) (x− x2)

din care, dacă ţinem cont de (4.1.16) şi ı̂mpărţim cu [x1, x2; f ], obţinem
pentru diferenţa x− x3 următoarea egalitate:

(4.1.18) x− x3 = − [x1, x2, x; f ]
[x1, x2; f ]

(x− x1)(x− x2) .

Dacă presupunem acum că există constantele M1, M2, m1, m2 astfel ı̂ncât
au loc următoarele inegalităţi:

0 < m1 �
∣∣[x, y; f ]

∣∣ � M1

şi
0 � m2 �

∣∣[x, y; z; f ]
∣∣ � M2 ,

unde x, y; z sunt puncte oarecare din cel mai mic interval ce conţine punctele
x1, x2 şi x, atunci obţinem următoarea inegalitate:

(4.1.19)
m2

M1

∣∣x− x1

∣∣ · ∣∣x− x2

∣∣ �
∣∣x− x3

∣∣ � M2

m1

∣∣x− x1

∣∣ · ∣∣x− x2

∣∣ .
Inegalitatea de mai sus ne dă o evaluare a diferenţei dintre x şi aproximaţia x3

obţinută cu oricare din formulele (4.1.16), (4.1.17) sau (4.1.15). Cu formula
(4.1.19) am obţinut, pentru eroare, atât o margine inferioară, cât şi una
superioară.
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Exemplu numeric. Se dă ecuaţia:

x3 − 9x2 + 6 = 0 .

Această ecuaţie are trei rădăcini, aşa cum uşor se poate arăta cu ajutorul
şirului lui Rolle, x1 ∈ (−1, 0); x2 ∈ (0, 1); x3 ∈ (6, 10).
Ne propunem să găsim o aproximaţie a rădăcinii x2. Se constată cu uşurinţă
că x2 ∈ (0, 8; 0, 9). Notăm cu a2 aproximaţia ce se obţine, adică avem:

a2 =
x1y2 − y1x2

y2 − y1
=

0, 8(−0, 561) − 0, 9(0, 752)
−0, 561 − 0, 752

=
1, 1256
1, 313

= 0, 85727...

Se arată uşor că atunci când x ∈ (0, 8; 0, 9) are loc identitatea:∣∣∣∣ f ′′(x)[f ′(x)]3

∣∣∣∣ � 12, 6
(13, 77)3

= M2 .

Ţinând cont de formula (4.1.11) vom obţine:

|x2 − 0, 85727 . . . | � 12, 6
(13, 77)3

· (0, 561)(0, 752) �

� 5, 3155872
2610, 969633

<
54

26109
< 0.003 .

Am obţinut o aproximaţie a rădăcinii şi evaluarea erorii dată de formula de
mai sus.

2. Cazul n = 2. În acest caz polinomul de interpolare inversă are urmă-
toarea formă:

L
(
y1, y2, y3; f−1

∣∣y) =
x1(y − y2)(y − y3)
(y1 − y2)(y1 − y2)

+
x2(y − y1)(y − y3)
(y2 − y1)(y2 − y3)

(4.1.20)

+
x3(y − y1)(y − y2)
(y3 − y1)(y3 − y2)

de unde obţinem pentru x următoarea aproximaţie:

x ≈ x4 =
x1 y2 y3

(y1 − y2)(y1 − y3)
+

x2 y1 y3

(y2 − y1)(y2 − y3)
+(4.1.21)

+
x3 y1 y2

(y3 − y1)(y3 − y2)
.

Folosind formula (2.4.2) obţinem pentru evaluarea erorii următoarea inegal-
itate:

|x− x4| =
M3

3!
|y1| · |y2| · |y3| ,
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unde, ţinând cont de formula (2.4.2), am presupus că

M3 = sup

∣∣∣∣∣f ′′′(x)f ′(x) − 3 [f ′′(x)]2

[f ′(x)]5

∣∣∣∣∣ ,
unde supremumul de mai sus este considerat ı̂n raport cu x când acesta
parcurge cel mai mic interval ce conţine punctele x, x1, x2, x3.

În cazul de faţă, polinomul de interpolare al lui Lagrange de gradul doi,
pe nodurile x1, x2, x3 nu ne dă totdeauna rezultate bune, deoarece acesta
sau are două rădăcini reale şi ı̂n acest caz suntem puşi ı̂n situaţia să alegem
pe cea mai bună, adică aceea care aproximează mai bine rădăcina căutată,
sau se poate ı̂ntâmpla să nu admită nici o rădăcină reală şi ı̂n acest caz, nu
suntem conduşi la nici un rezultat. Din aceste motive metoda interpolării
directe nu se aplică, ı̂n general, pentru rezolvarea ecuaţiilor. Dacă polinomul
de interpolare obţinut este de grad prea mare, atunci o problemă dificilă este
chiar separarea rădăcinilor reale ale acestuia.

Metoda interpolării inverse, aşa cum am văzut, ne oferă totdeauna o
aproximaţie pentru rădăcina ecuaţiei considerate, de aceea ea se aplică cu
foarte bune rezultate când rădăcina ecuaţiei considerate este o rădăcină
simplă, adică f ′(x) �= 0 şi când dispunem de un interval destul de mic ı̂n
care am reuşit să izolăm rădăcina respectivă.

Dacă calculăm prin recurenţă diferenţele divizate ale funcţiei inverse şi
folosim polinomul lui Lagrange sub forma lui Newton, vom obţine pentru
aproximaţia x4 următoarea reprezentare cu ajutorul diferenţelor divizate:

(4.1.22) x4 = x1 − f(x1)
[x1, x2; f ]

− [x1, x2, x3; f ] f(x1)(x2)
[x1, x2; f ] [x1, x3; f ] [x2, x3; f ]

.

4.2 Polinomul de interpolare inversă al lui Taylor

Considerăm funcţia f : I → R, unde I este un interval al axei reale şi
x0 ∈ I un punct interior intervalului I. Vom presupune că funcţia f admite
o funcţie inversă f−1 : f(I) → I, adică f−1 (f(x)) = x pentru orice x ∈ I.

Asupra funcţiei f facem următoarele ipoteze:
(i) funcţia f admite derivate până la ordinul n + 1 inclusiv ı̂n itervalul

I şi f ′(x) �= 0 pentru orice x ∈ I;
(ii) ecuaţia f(x) = 0 are o rădăcină x ı̂n intervalul I.
În ipotezele de mai sus, dacă ţinem cont de rezultatele paragrafului 2.3,

privind derivatele funcţiei inverse, şi de formula (1.8.34), rezultă următoarea
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egalitate:

f−1(y)=f−1(y0)+

(
f−1(y0)

)′
1!

(y−y0) + · · ·+(4.2.1)

+

(
f−1(y0)

)(n)

n!
(y−y0)n+

(
f−1 (y0+θ(y−y0))

)(n+1)

(n+ 1)!
(y−y0)n+1

unde y ∈ f(I); y0 = f(x0) şi 0 < θ < 1. Datorită ipotezei (ii) rezultă că are
loc egalitatea:

x =f−1(0) = x0 −
(
f−1(y0)

)′
1!

f(x0) + · · ·(4.2.2)

+ (−1)n

(
f−1(y0)

)(n)

n!
[f(x0)]n+

+ (−1)n+1

(
f−1((1 − θ)y0)

)(n+1)

(n+ 1)!
[
f(x0)

]n+1
,

sau dacă neglijăm restul, obţinem următoarea aproximare pentru rădăcina
x a ecuaţiei ı̂n cauză, adică:

(4.2.3) x ≈ x0 −
[
f−1(y0)

]′
1!

f(x0) + · · · + (−1)n

(
f−1(y0)

)(n)

n!
[f(x0)]n .

Dacă notăm cu x1 aproximaţia obţinută, adică:

(4.2.4) x1 = x0 −
[
f−1(y0)

]′
1!

f(x0) + · · · + (−1)n

(
f−1(y0)

)(n)

n!
[
f(x0)

]n
,

atunci avem următoarea evaluare pentru valoarea absolută a diferenţei x−x1,
adică:

|x− x1| =

∣∣∣f−1 ((1 − θ)y0)
(n+1)

∣∣∣
(n+ 1)!

|f(x0)|n+1 �(4.2.5)

� Mn+1

(n+ 1)!
|f(x0)|n+1

unde
Mn+1 = sup

0<θ<1

∣∣∣f−1
(
(1 − θ)y0

)(n+1)
∣∣∣ .

Se observă fără dificultate că dacă x0 se alege suficient de apropiat de
x, atunci f(x0) este aproape de zero şi deci cu atât mai mult

∣∣f(x0)
∣∣n+1 se

apropie de zero, adică x1 este o aproximare mai bună decât x0 pentru x.
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Ca şi ı̂n paragraful anterior, vom considera şi aici cazurile particulare ce
rezultă din formula generală pentru diferite valori ale lui n.

1. Cazul n = 1. În acest caz, din formula (4.2.4) şi formula care ne dă
prima derivată a funcţiei inverse, obţinem metoda tangentei sau metoda lui
Newton-Raphson, adică:

(4.2.6) x1 = x0 − f(x0)
f ′(x0)

.

Folosind formula (2.4.1) şi formula (4.2.5) obţinem:

(4.2.7)
∣∣x− x1

∣∣ � M2

2!

∣∣f(x0)
∣∣2

unde

M2 = sup
x∈I

∣∣∣∣∣ f ′′(x)(
f ′(x)

)3

∣∣∣∣∣ .
Ca şi metoda coardei, metoda tangentei poate şi ea să fie obţinută din poli-
nomul lui Taylor de gradul 1, adică aproximând rădăcina ecuaţiei f(x) = 0
prin rădăcina ecuaţiei f(x0) + f ′(x0)(x− x0) = 0.
Din aceleşi motive ca cele expuse ı̂n paragraful precedent, formula lui Taylor
pentru funcţia f când n > 1 nu ne conduce, ı̂n general, la rezultate bune,
vom continua cu cazurile particulare ce decurg din (4.2.4).

2. Cazul n = 2. În acest caz dacă folosim (4.2.4) şi (2.4.1) obţinem metoda
lui Cebâşev de ordinul 3, adică:

(4.2.8) x1 = x0 − f(x0)
f ′(x0)

− 1
2
f ′′(x0)f2(x0)[
f ′(x0)

]3 .

Folosind acum formulele (2.4.2) şi (4.2.5) avem:

(4.2.9)
∣∣x− x1

∣∣ � M3

3!

∣∣f(x0)
∣∣3

unde M3 = supx∈I

f ′′′(x)f ′(x) − 3
[
f ′′(x)

]2[
f ′(x)

]5 .

3. Cazul n = 3. Vom obţine metoda lui Cebâşev de ordinul 4, adică:

x1 = x0 − f(x0)
f ′(x0)

− 1
2
f ′′(x0)

[
f(x0)

]2[
f ′(x0)

]3 +(4.2.10)

+

(
f ′′′(x0)f ′(x0) − 3

[
f ′′(x0)

]2)
f3(x0)

3!
[
f ′(x0)

]5 ,
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cu evaluarea

(4.2.11)
∣∣x− x1

∣∣ =
M4

4!

∣∣f(x0)
∣∣4

unde M4 = sup
x∈I

∣∣∣∣∣10f ′(x0)f ′′(x0)f ′′′(x0) −
[
f ′(x0)

]2
f (4)(x0) − 15

[
f ′(x0)

]3(
f ′(x0)

)7

∣∣∣∣∣ .
Aşa cum am procedat până aici se pot obţine şi celelalte formule de

aproximare pentru n > 3, dar ele pe măsură ce n creşte, se complică tot mai
mult şi devin greaoaie ı̂n calculele numerice.

4.3 Polinomul de interpolare inversă al lui
Hermite

Ca şi ı̂n paragrafele precedente vom presupune că funcţia f : I → R este
inversabilă pe intervalul I şi derivabilă pe interiorul intervalului I până la
ordinul m+ 1 inclusiv.

Fie a1, a2, . . . , an+1;n+1 numere naturale care satisfac relaţia a1 +a2 +
· · · + an+1 = m + 1. Considerăm de asemenea n + 1 puncte pe intervalul I

pe care le notăm cu x1, x2, . . . , xn+1.
Presupunem că pe fiecare punct xi, i = 1, 2, . . . , n + 1 cunoaştem atât

valoarea funcţiei f cât şi valorile derivatelor sale pn̂aă la ordinul ai − 1,
adică cunoaştem valorile f(xi), f ′(xi), . . . , f (ai−1)(xi), i = 1, 2, . . . , n + 1.
Atunci, dacă ţinem cont de rezultatele capitolului 2, noi cunoaştem valorile
funcţiei inverse pe punctele yi, i = 1, 2, . . . , n+1, unde yi = f(xi), precum şi
derivatele funcţiei f−1 pe aceste puncte. Avem f−1(yi) = xi, iar derivatele
succesive ale lui f−1 se calculează cu ajutorul formulei (2.3.1).

Din cele de mai sus şi din paragraful 1.8, rezultă că există un polinom
de gradul m, Hm(y) care satisface condiţiile:

Hm(yi) = f−1(yi) = xi , i = 1, 2, . . . , n+ 1(4.3.1)

H(j)
m (yi) =

(
f−1(yi)

)(j)
, i = 1, 2, . . . , n+ 1, j = 1, 2, . . . , ai − 1

Conform formulei (1.8.29), polinomul Hm(y) are forma:

(4.3.2) Hm(y) =

=
n+1∑
i=1

ai−1∑
j=0

ai−j−1∑
k=0

(
f−1(yi)

)(j) 1
k! j!

[
(y − yi)ai

ω(y)

](k)

y=yi

ω(y)
(y − yi)ai−j−k

,
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unde cu ω(y) am notat produsul:

(4.3.3) ω(y) = (y − y1)a1(y − y2)a2 . . .
(
y − yn+1

)an+1 .

Dacă procedăm ca şi ı̂n paragrafele precedente, vom obţine pentru rădăcina
x a ecuaţiei f(x) = 0, următoarea aproximare:

x ≈ xn+2 =
n+1∑
i=1

ai−1∑
j=0

ai−j−1∑
k=0

[
f−1(yi)

](j) 1
k! j!

[
(y − yi)ai

ω(y)

](k)

y=yi

(−1)ai−j−k · ω(0)
(yi)ai−j−k

,

cu evaluarea erorii∣∣x− xn+2

∣∣ � Mm+1

(m+ 1)!

∣∣f(x1)
∣∣a1 · ∣∣f(x2)

∣∣a2 . . .
∣∣f(xn)

∣∣an+1

unde Mn+1 = sup
y∈f(I)

∣∣∣(f−1(y)
)(m+1)

∣∣∣ .
4.4 Metode iterative de tip interpolator

Considerăm din nou ecuaţia:

(4.4.1) f(x) = 0

unde f : I → R şi presupunem că această ecuaţie are o singură rădăcină
x ∈ I iar funcţia f admite o funcţie inversă f−1 : f(I) → I.

Considerăm n+ 1 aproximaţii ale rădăcinii x a lui f , conţinute ı̂n inter-
valul I, fie acestea xi, i = 1, 2, . . . , n+ 1, xj �= xj , i, j = 1, 2, . . . , n+ 1.
Din formula (4.1.7) obţinem o nouă aproximaţie pentru x şi anume:

(4.4.2) xn+2 = −ω1(0)
n+1∑
i=1

xi

yi ω′
1(yi)

unde prin ω1(y) am notat funcţia ω1(y) =
n+1∏
i=1

(y − yi) iar prin yi am notat

valorile funcţiei f pentru x = xi, i = 1, 2, . . . , n+ 1.
Considerăm ı̂n continuare drept aproximaţii ale rădăcinii x numerele

x2, x3, . . . , xn+2 şi cu ajutorul loc calculăm o nouă aproximaţie xn+3 astfel:

(4.4.3) xn+3 = −ω2(0)
n+2∑
i=2

xi

yi ω′
2(yi)



122 Interpolarea inversă şi metode de iteraţie

unde cu ω2(y) am notat funcţia ω2(y) =
n+2∏
i=2

(y−yi) iar cu yi, i = 2, 3, . . . , n+2

am notat valorile funcţiei f pentru x = xi.
Presupunem că am calculat aproximaţiile xk, xk+1, . . . , xn+k ale lui x,

atunci aproximaţia xn+k+1 se calculează astfel:

Notăm cu ωk(y) =
n+k∑
i=k

(y − yi), unde yi, i = k, k + 1, . . . , n+ k sunt valorile

funcţiei f pentru x = xi, atunci avem:

(4.4.4) xn+k+1 = −ωk(0)
n+k∑
i=k

xi

yi ω′
k(yi)

k = 1, 2, . . . , .

În modul descris mai sus, procedeul poate continua indefinit şi astfel obţinem
un şir de aproximaţii

(
xs

)∞
s=1

ale rădăcinii x a ecuaţiei (4.4.1).
Există totuşi câteva neajunsuri de care trebuie să ţinem cont când cal-

culăm elementele şirului
(
xs

)∞
s=1

şi anume:
Atunci când am dedus forma polinomului de interpolare inversă al lui La-
grange, am presupus că valorile yi, i = 1, 2, . . . , n + 1 ale funcţiei f pentru
x = xi sunt diferite ı̂ntre ele, dar ı̂n decursul calculelor, pentru obţinerea
elementelor şirului

(
xs

)∞
s=1

, sistemul de puncte pe care interpolăm se schimbă
de la un pas la altul prin scoaterea unui punct din vechiul sistem şi adăugarea
ı̂n locul lui a unui nou punct. Se poate ı̂ntâmpla ca noul punct adăugat să
coincidă cu unul din punctele vechi şi atunci, evident, şirul

(
xs

)∞
s=1

ı̂ncepe
să devină staţionar ı̂ncepând cu pasul amintit, sau se mai poate ı̂ntâmpla ca
noua aproximaţie să nu aparţină domeniului de definiţie al funcţiei f .

Asupra acestor neajunsuri nu ne putem pronunţa, fără a face ipoteze su-
plimentare asupra funcţiei f , şi acest lucru ı̂l vom face ı̂n capitolele următoare
când vom studia, cel puţin ı̂n cazuri particulare, convergenţa şirului

(
xs

)∞
s=1

.
Pentru calculul succesiv al elementelor şirului

(
xs

)∞
s=1

cu ajutorul metodei
(4.4.4), este necesar să calculăm la fiecare pas k de iteraţie, atât pe ωk(0)
cât şi valorile funcţiei ω′

k(y) pentru y = yi, i = k, k + 1, . . . , k + n.
Vom observa pentru calculul practic că există legătură ı̂ntre ωk(0) şi

ωk+1(0) cât şi ı̂ntre ω′
k(yi) şi ω′

k+1(yi).
Pentru aceasta avem:

ωk(y) =
n+k∑
i=k

(y − yi)

şi

ωk+1(y) =
n+k+1∑
i=k+1

(y − yi) ,
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de unde deducem relaţia de recurenţă:

(4.4.5) ωk+1(y) =
ωk(y)

(
y − yn+k+1

)
(y − yk)

,

de unde deducem relaţiile:

(4.4.6) ωk+1(0) =
ωk(0)yn+k+1

yk
; k = 1, 2, . . . .

Tot din (4.4.5) deducem:

ω′
k+1(y) =

[
ω′

k(y)(y − yn+k+1) + ωk(y)
]
(y − yk) − ωk(y)(y − yn+k+1)

(y − yk)2
,

din care rezultă, pentru calculul valorilor lui ω′
k+1(y), următoarele formule

de recurenţă:

(4.4.7) ω′
k+1(yi) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ω′

k(yi)(yi − yn+k+1)
yi − yk

, i = k + 1, . . . , k + n;

ωk(yi)
yi − yk

, i = n+ k + 1 .

Relaţia de recurenţă (4.4.7) are loc pentru fiecare k = 1, 2, . . . .
Algoritmul descris mai sus, ne dă posibilitatea să simplificăm calculele

substanţial, mai ales atunci când avem ı̂n vedere un număr mare de noduri
de interpolare.

Dacă folosim forma baricentrică a polinomului de interpolare inversă al
lui Lagrange, atunci din (4.4.3) deducem următorul procedeu iterativ:

(4.4.8) xn+k+1 =

n+k∑
i=k

xi

yi ω′
k(yi)

n+k∑
i=k

1
yi ω′

k(yi)

, k = 1, 2, . . . .

Dăm ı̂n continuare câteva cazuri particulare ale metodei de iteraţie (4.4.4).

1. Cazul n = 1. În acest caz obţinem metoda coardei. Această metodă
poate fi redată mai clar dacă scriem polinomul de interpolare inversă a lui
Lagrange sub forma dată de către Newton, adică cu ajutorul diferenţelor
divizate.

Formula (4.1.17) ne dă aproximaţia x3 a lui x, pornindu-se de la aproxi-
maţiile x1 şi x2 sub forma:

(4.4.9) x3 = x2 − f(x2)
[x1, x2; f ]

.
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Dacă iterăm acum succesiv, obţinem şirul
(
xs

)∞
s=1

ale cărui elemente sunt
date de următoarea metodă iterativă:

(4.4.10) xk+1 = xk − f(xk)
[xk−1, xk; f ]

, k = 2, 3, . . . .

Am obţinut astfel metoda iterativă a coardei. O altă variantă a acestei
metode se poate obţine păstrând pe x1 fix şi schimbând de fiecare dată
acelaşi nod de interpolare. Vom obţine astfel următoarea metodă iterativă:

(4.4.11) xk+1 = xk − f(xk)
[x1, xk; f ]

, k = 2, 3, . . . .

Metoda obţinută se numeşte metoda coardei modificată.
Interpretarea geometrică a metodei (4.4.10) este dată ı̂n figura 4.4.1.

Figura 4.4.1

După cum se vede ı̂n figura 4.4.1, dacă xk−1 şi xk sunt două aproximaţii
pentru x, atunci noua aproximaţie xk+1 este abscisa punctului de intersecţie,
al dreptei ce uneşte punctele,

Mk−1

(
xk−1, f(xk−1)

)
şi

Mk

(
xk, f(xk)

)
,

cu axa Ox.
În cazul metodei (4.4.11) interpretarea geometrică se găseşte ı̂n figura

4.4.2.
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Figura 4.4.2

Aici, xk+1 este abscisa punctului de intersecţie dintre dreapta ce uneşte
punctele M1

(
x1, f(x1)

)
şi Mk

(
xk, f(xk)

)
cu axa Ox.

2. Cazul n = 2. Acest caz ne conduce la metoda ce poartă numele
de analogul metodei lui Cebâşev. Pentru a obţine această metodă, pornim
de la trei aproximaţii iniţiale, x1, x2, x3 ale rădăcinii x a ecuaţiei (4.4.1)
şi din formula polinomului de interpolare inversă al lui Lagrange sub forma

lui Newton şi de relaţiile [u, v; f−1] =
1

[x, y; f ]
, respectiv [u, v, w; f−1] =

− [x, y, z; f ]
[x, y; f ][x, z; f ][y, z; f ]

unde u = f(x), v = f(y) şi w = f(z), deducem pentru

noua aproximaţie x4 următoarea relaţie

(4.4.12) x4 = x3 − f(x3)
[x2, x3; f ]

− [x1, x2, x3; f ]f(x2) f(x3)
[x1, x2; f ][x1, x3; f ][x3, x2; f ]

.

Obţinem apoi analog o nouă aproximaţie x5 dacă pornim de la aproximaţiile
x2, x3 şi x4, adică:

x5 = x4 − f(x4)
[x3, x4; f ]

− [x2, x3, x4; f ]f(x3) f(x4)
[x2, x3; f ][x2, x4; f ][x3, x4; f ]

.

În general, dacă aproximaţiile xk−2, xk−1, xk, atunci noua aproximaţie xk+1

o vom obţine astfel:

(4.4.13) xk+1 =xk − f(xk)
[xk−1, xk; f ]

− [xk−2, xk−1, xk; f ]f(xk−1)f(xk)
[xk−2, xk−1; f ][xk−2, xk; f ][xk−1, xk; f ]

,

k = 3, 4, . . . , .
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Am obţinut astfel un şir de aproximaţii pentru rădăcina x a ecuaţiei (4.4.1).
Se poate, şi ı̂n cazul de facţă, obţine o metodă modificată dacă de exem-

plu fixăm aproximaţia x1 iar celelalte aproximaţii le ı̂nlocuim pe rând după
regula cunoscută. Obţinem atunci următoarea metodă iterativă:

(4.4.14) xk+1 = xk − f(xk)
[xk−1, xk; f ]

− [x1, xk−1, xk; f ]f(xk−1)f(xk)
[x1, xk−1; f ][x1, xk; f ][xk−1, xk; f ]

,

k = 3, 4, . . . , .

Această metodă o vom numi analogul modificat al metodei lui Cebâşev.

4.5 Metode iterative de tip Cebâşev

Aceste metode sunt generate de polinomul de interpolare inversă al lui
Taylor, care a fost expus ı̂n cadrul volumului de faţă ı̂n paragraful 4.2.

Vom presupune şi aici că sunt ı̂ndeplinite ipotezele ı̂n care am obţinut
formula de aproximare (4.2.3). În acest caz, din (4.2.4) obţinem prima
aproximaţie x1 a rădăcinii x a ecuaţiei f(x) = 0 şi anume:

(4.5.1) x1 = x0 − [f−1(y0)]′

1!
f(x0) + · · · + (−1)n [f−1(y0)](n)

n!
[f(x0)]n

unde prin [f−1(y0)](i), i = 1, 2, . . . , n am notat derivata de ordinul i a funcţiei
inverse f−1, x0 este aproximaţia iniţială a rădăcinii x a ecuaţiei f(x) = 0 şi
y0 = f(x0).

Fie acum xk o aproximaţie oarecare a rădăcinii x a ecuaţiei ı̂n cauză,
atunci noua aproximaţie xk+1 o vom obţine cu ajutorul formulei:

(4.5.2) xk+1 = xk − [f−1(yk)]′

1!
f(xk) + · · · + (−1)n [f−1(yk)](n)

n!
[f(xk)]n ,

k = 0, 1, . . . , .

Ţinând cont de expresiile derivatelor succesive ale funcţiei inverse f−1 date ı̂n
paragraful 2.3., obţinem ca şi cazuri particulare ale metodei iterative (4.5.2)
următoarele metode:

1. Metoda iterativă a lui Newton. Această metodă se obţine, aşa
cum am văzut ı̂n paragraful 4.2., luând doi termeni din (4.5.2), adică:

xk+1 = xk − [f−1(yk)]′

1!
f(xk) , k = 0, 1, . . . , .
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Sau dacă ţinem cont de faptul că [f−1(yk)]′ =
1

f ′(xk)
rezultă următoarea

metodă iterativă:

(4.5.3) xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk)

, k = 0, 1, . . . , .

Interpretarea geometrică a acestei metode se găseşte ı̂n figura 4.5.1.

Figura 4.5.1

Din figura 4.5.1 se observă că, dacă este dată aproximaţia xk a rădăcinii
x, atunci aproximaţia xk+1 se obţine ca abscisă a punctului de intersecţie
dintre tangenta la graficul funcţiei y = f(x), dusă ı̂n punctul M

(
xk, f(xk)

)
,

şi axa Ox.
Ca şi ı̂n paragraful precedent, putem obţine şi aici diferite forme modi-

ficate ale metodei lui Newton. Prima formă a metodei amintite, o obţinem
dacă păstrăm tot timpul ı̂n decursul calculelor pentru derivata funcţiei f
aceeaşi valoare şi anume valoarea sa ı̂n punctul x0. Obţinem atunci următoa-
rea metodă iterativă:

(4.5.4) xk+1 = xk − f(xk)
f ′(x0)

, k = 0, 1, . . . , .

În calculul practic, această metodă se poate dovedi, de multe ori, a fi
foarte utilă, deoarece nu ne mai obligă la calculul valorilor derivatei funcţiei
f pe fiecare element al şirului

(
xs

)∞
s=0

. În multe cazuri, şirul obţinut cu
metoda (4.5.4) este convergent şi viteza sa de convergenţă poate fi destul de
rapidă.
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O altă modificare a metodei lui Newton se obţine dacă ne mărginim
să schimbăm valoarea derivatei funcţiei f , pentru o nouă aproximaţie a
rădăcinii x, numai la fiecare doi paşi de ietraţie şi anume, obţinem următoarea
metodă:

(4.5.5) yk = xk − f(xk)
f ′(xk)

; xk+1 = yk − f(yk)
f ′(xk)

, k = 0, 1, . . . .

Putem obţine şi alte modificări ale metodei lui Newton, dacă de exem-
plu ne propunem să schimbăm valoarea derivatei funcţiei f pentru o nouă
aproximaţie a rădăcinii x după un set de s paşi de iteraţie s � 2. Nu ne
ocupăm aici de acest caz.

În rezolvarea numerică a ecuaţiilor, rezultate bune se pot obţine dacă se
combină metoda lui Newton cu metoda coardei şi anume dacă procedăm ı̂n
felul următor:

Fie x0 o aproximaţie iniţială a rădăcinii x a ecuaţiei f(x) = 0. Cu
ajutorul metodei lui Newton, calculăm aproximaţia y1, adică

(4.5.6) y1 = x0 − f(x0)
f ′(x0)

.

Calculăm apoi cu ajutorul metodei coardei, folosind aproximaţiile x0 şi y0,
aproximaţia x1 cu formula:

(4.5.7) x1 = y1 − f(y1)
[x0, y1; f ]

.

Presupunem că am calculat aproximaţia xk−1 a rădăcinii x, atunci aproximaţia
următoare xk se obţine ı̂n felul următor:

(4.5.8)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
yk = xk−1 −

f(xk−1)
f ′(xk−1)

;

xk = yk − f(yk)
[xk−1, yk; f ]

, k = 1, 2, . . . , .

Interpretarea geometrică a metodei (4.5.8) se găseşte ı̂n figura 4.5.2.
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Figura 4.5.2

Metoda lui Newton şi metoda coardei se mai pot combina şi ı̂n alt mod.
Fie x0 şi y0 două aproximaţii ale rădăcinii x a ecuaţiei f(x) = 0, atunci,
noua aproximaţie x1 se calculează astfel:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z1 = x0 −
f(x0)
f ′(x0)

;

y1 = y0 −
f(y0)

[x0, y0; f ]
;

x1 =
y1 + z1

2
.

Dacă considerăm acum că xk şi yk sunt două aproximaţii de ordin k pentru
rădăcina x a ecuaţiei ı̂n cauză, atunci aproximaţiile yk+1 şi xk+1 se calculează
astfel:

(4.5.9)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

zk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk)

;

yk+1 = yk − f(yk)
[xk, yk; f ]

;

xk+1 =
zk+1 + yk+1

2
, k = 0, 1, . . . , .

Interpretarea geometrică a metodei (4.5.9) se află ı̂n figura 4.5.3.
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Figura 4.5.3

Metoda coardei şi metoda lui Newton se mai pot combina şi ı̂n alte moduri.
Noi nu insistăm aici asupra acestora, lăsând pe seama cititorului să obţină
metode noi de rezolvare a ecuaţiilor, combinând ı̂n diferite moduri cele două
metode. Evident, câmp de investigaţie există, nu numai căutând să obţinem
metode noi prin combinarea metodei coardei cu metoda lui Newton, ci şi prin
studiul convergenţei şirurilor de aproximaţii

(
xn

)∞
n=0

obţinute cu ajutorul
acestor metode.

2. Metoda lui Cebâşev de ordinul 3. Această metodă se obţine
din (4.5.2), dacă ne mărginim la primii trei termeni din această formulă şi
anume:

xk+1 = xk − [f−1(yk)]′

1!
f(xk) +

[f−1(yk)]′′

2!
[f(xk)]2 , k = 0, 1, . . . ,

sau dacă ţinem cont de formula (2.4.1) avem:

(4.5.10) xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk)

− 1
2
f ′′(xk)[f(xk)]2

[f ′(xk)]3
, k = 0, 1, . . . , .

3. Metoda lui Cebâşev de ordinul 4. Aşa cum am procedat mai
sus, de data aceasta vom considera primii patru termeni din formula (4.5.2)
şi vom avea:

xk+1 = xk − [f−1(yk)]′

1!
f(xk) +

[f−1(yk)]′′

2!
[f(xk)]2 −

− [f−1(yk)]′′′

3!
[f(xk)]3 , k = 0, 1, . . . , ,
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de unde, dacă ţinem cont de (2.4.1) şi (2.4.2), avem:

xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk)

− 1
2
f ′′(xk)[f(xk)]2

[f ′(xk)]3
+(4.5.11)

+
1
6
· f

′′′(xk)f ′(xk) − 3
(
f ′′(xk)

)2

[f ′(xk)]5
[f(xk)]3 , k = 0, 1, . . . , .

4.6 Metode iterative de tip Aitken-Steffensen

Metodele iterative de tip interpolator expuse ı̂n cadrul paragrafului 4.4
prezintă importanţă şi din alt punct de vedere şi anume ele ne furnizează o
altă clasă de metode iterative, care pe lângă faptul că se pot aplica ı̂n condiţii
mult mai generale decât metodele de tip Cebâşev, din cauză că acestea nu
impun ı̂n mod necesar ipoteze de derivabilitate asupra funcţiei f , aceste
metode, din punctul de vedere al rapidităţii convergenţei, sunt comparabile
cu metodele de tip Cebâşev.

Să presupunem că am reuşit să punem ecuaţia:

(4.6.1) f(x) = 0 ,

sub următoarea formă echivalentă

(4.6.2) g(x) ≡ x− ϕ(x) = 0 ,

unde presupunem că punctele fixe ale funcţiei ϕ coincid cu rădăcinile ecuaţiei
(4.6.1).

Presupunem că pe intervalul I funcţia f are o funcţie inversă şi ı̂n acest
interval este conţinută o singură rădăcină x a acestei ecuaţii.
Notăm cu x0 o aproximaţie iniţială a rădăcinii x şi construim şirul definit ı̂n
felul următor:

(4.6.3)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x0
0 = x0 ;

x0
1 = ϕ

(
x0

0

)
;

x0
2 = ϕ

(
x0

1

)
;

. . . . . . . . . .
x0

n = ϕ
(
x0

n−1

)
.

Folosind acum ı̂n polinomul de interpolare inversă, drept noduri de interpo-
lare valorile y0

i = f
(
x0

i

)
, i = 0, 1, . . . , n, putem obţine aproximaţia următoare

a rădăcinii x cu formula:

x1 = −ω0(0)
n∑

i=0

x0
i

y0
i ω

′
0

(
y0

i

) ,
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unde prin ω0(y) am notat polinomul ω0(y) =
n∏

j=0

(
y − y0

j

)
.

Fie acum xk o aproximaţie oarecare a rădăcinii x a ecuaţiei ı̂n cauză,
atunci aproximaţia xk+1 o vom obţine ı̂n felul următor.
Construim şirul xk

i , i = 0, 1, . . . , n ı̂n felul următor:

(4.6.4)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xk
0 = xk ;

xk
1 = ϕ

(
xk

0

)
;

xk
2 = ϕ

(
xk

1

)
;

. . . . . . . . . .
xk

n = ϕ
(
xk

n−1

)
,

şi notăm cu yk
i = f

(
xk

i

)
, i = 0, 1, . . . , n şi cu ωk(y) =

n∏
i=0

(
y − yk

i

)
, atunci

avem:

(4.6.5) xk+1 = −ωk(0)
n∑

i=0

xk
i

yk
i ω

′
k

(
yk

i

) , k = 0, 1, . . . ,

sau folosind polinomul lui Lagrange sub forma lui Newton xk+1 se poate
reprezenta astfel:

xk+1 = xk
0 −

[
yk
0 , y

k
1 ; f−1

]
yk
0 +

[
yk
0 , y

k
1 , y

k
2 ; f−1

]
yk
0y

k
1 + . . .(4.6.5a)

+ (−1)n
[
yk
0 , y

k
1 , . . . y

k
n; f−1

]
yk
0y

k
1 . . . y

k
n−1 =

= L
(
yk
0 , y

k
1 , . . . , y

k
n, f

−1|0
)
, k = 0, 1, . . . , .

Metoda iterativă obţinută mai sus poartă denumirea de metoda generală
a lui Aitken-Steffensen.
Semnalăm şi aici cazurile particulare ale acestei metode.

1. Cazul n = 1. În acest caz, dacă x0 este aproximaţia iniţială a
rădăcinii x a ecuaţiei ı̂n cauză, avem:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x0
0 = x0 ;

x0
1 = ϕ

(
x0

0

)
= ϕ(x0) ;

y0
0 = g

(
x0

0

)
= x0 − ϕ(x0) ;

y0
1 = g

(
x0

1

)
= ϕ(x0) − ϕ

(
ϕ(x0)

)
.

Folosind ı̂n acest caz polinomul de interpolare inversă sub forma lui Newton
şi considerând ı̂n locul lui f din (4.6.1) funcţia g din (4.6.2), vom deduce
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pentru x1 următoarea expresie:

x1 = x0 − g(x0)
[x0, ϕ(x0); g]

,

adică

x1 = x0 − [x0 − ϕ(x0)]2

x0 − 2ϕ(x0) + ϕ
(
ϕ(x0)

) .
Dacă presupunem acum că am reuşit să construim aproximaţia xk a rădăcinii
x, atunci este uşor de văzut că xk+1 va avea următoarea formă:

(4.6.6) xk+1 = xk − [xk − ϕ(xk)]2

xk − 2ϕ(xk) + ϕ
(
ϕ(xk)

) , k = 0, 1, . . . , .

Interpretarea geometrică a metodei (4.6.6) se găseşte ı̂n figura 4.6.1.

Figura 4.6.1

Din formula (4.6.6) deducem uşor că xk+1 este abscisa punctului de
intersecţie dintre dreapta y = x şi dreapta ce uneşte punctele Mk

(
xk, ϕ(xk)

)
şi M ′

k

(
ϕ(xk), ϕ

(
ϕ(xk)

))
.

Înainte de a trece şi la alte cazuri particulare, ne oprim puţin asupra
metodei (4.6.6) şi arătăm că ea mai poate fi privită şi dintr-un alt punct de
vedere.

Să presupunem că funcţia ϕ este derivabilă şi să notăm cu a = ϕ′(x).
Admitem că a �= 1 şi a �= 0 şi considerăm funcţia:

(4.6.7) ϕ∗(x) =
1

1 − a
[ϕ(x) − ax] .
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Se observă că avem:

(4.6.8) ϕ∗(x) =
1

1 − a

[
ϕ(x) − ax

]
= x

şi

(4.6.9)
[
ϕ∗(x)

]′ =
1

1 − a

[
ϕ′(x) − a

]
= 0 .

Fie acum x0 şi ϕ(x0) două aproximaţii ale rădăcinii x a ecuaţiei x−ϕ(x) = 0.
Atunci putem aproxima derivata funcţiei ϕ pe punctul x cu diferenţa divizată
a acestei funcţii pe punctele x0 şi ϕ(x0), adică:

a ≈ ϕ
(
ϕ(x0)

)− ϕ(x0)
ϕ(x0) − x0

.

Înlocuind pe a ı̂n (4.6.7) obţinem:

x1 = ϕ∗(x0) =
1

1 − ϕ
(
ϕ(x0)

)− ϕ(x0)
ϕ(x0) − x0

[
ϕ(x0) −

ϕ
(
ϕ(x0)

)− ϕ(x0)
ϕ(x0) − x0

x0

]
=

=
x0ϕ(x0) − [ϕ(x0)]2

ϕ
(
ϕ(x0)

)− 2ϕ(x0) + x0
= x0 − [x0 − ϕ(x0)]2

ϕ
(
ϕ(x0)

)− 2ϕ(x0) + x0

de unde ı̂n general vom obţine metoda (4.6.6).

Observaţia 4.6.1. După cum vom vedea ı̂n capitolele următoare, pentru
convergenţa metodei iterative

xk+1 = ϕ∗(xk) , k = 0, 1, . . . , ,

este important ca derivata funcţiei ϕ∗(x) să fie apropiată de zero ı̂n vecinătatea
punctului fix al funcţiei ϕ∗. Din acest punct de vedere, egalitatea (4.6.9) ne
arată că metoda (4.6.6) poate da rezultate foarte bune ı̂n ceea ce priveşte
convergenţa şirului de aproximaţii obţinut.

2. Cazul n = 2. Dacă notăm iarăşi cu x0 aproximaţia iniţială a
rădăcinii x a ecuaţiei ı̂n cauză, atunci vom avea:⎧⎪⎨⎪⎩

x0
0 = x0 ;

x0
1 = ϕ

(
x0

0

)
= ϕ(x0) ;

x0
2 = ϕ

(
x0

1

)
= ϕ

(
ϕ(x0)

)
.
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Înlocuind ı̂n (4.4.12) nodurile de interpolare x1 = x0, x2 = ϕ(x0),
x3 = ϕ

(
ϕ(x0)

)
şi schimbând x4 = x1 şi f = g, vom deduce:

(4.6.10) x1 = ϕ
(
ϕ(x0)

)− ϕ
(
ϕ(x0)

)− ϕ
(
ϕ
(
ϕ(x0)

))[
ϕ(x0), ϕ

(
ϕ(x0)

)
; g

] −

−
[
x0, ϕ(x0), ϕ

(
ϕ(x0)

)
; g

] [
ϕ(x0) − ϕ

(
ϕ(x0)

)] [
ϕ
(
ϕ(x0)

)− ϕ
(
ϕ
(
ϕ(x0)

))]
[x0, ϕ(x0); g]

[
ϕ(x0), ϕ

(
ϕ(x0)

)
; g

] [
x0, ϕ

(
ϕ(x0)

)
; g

]
şi ı̂n general dacă am calculat aproximaţia xk, atunci o nouă aproximaţie
xk+1 se obţine astfel:
Calculăm nodurile xk

0, x
k
1, x

k
2 cu ajutorul formulelor⎧⎪⎨⎪⎩

xk
0 = xk ;

xk
1 = ϕ

(
xk

0

)
= ϕ(xk) ;

xk
2 = ϕ

(
xk

1

)
= ϕ

(
ϕ(xk)

)
.

Procedând acum ca şi ı̂n cazul formulei (4.6.10) vom obţine:

(4.6.11) xk+1 = ϕ
(
ϕ(xk)

)− ϕ
(
ϕ(xk)

)− ϕ
(
ϕ
(
ϕ(xk)

))[
ϕ(xk), ϕ

(
ϕ(xk)

)
; g

] −

−
[
xk, ϕ(xk), ϕ

(
ϕ(xk)

)
; g

] [
ϕ(xk) − ϕ

(
ϕ(xk)

)] [
ϕ
(
ϕ(xk)

)− ϕ
(
ϕ
(
ϕ(xk)

))]
[xk, ϕ(xk); g]

[
ϕ(xk), ϕ

(
ϕ(xk)

)
; g

] [
xk, ϕ

(
ϕ(xk)

)
; g

] ,

k = 0, 1, . . . , .

În mod analog, folosind metoda iterativă generală (4.6.5), se pot obţine
metodele iterative de tip Aitken-Steffensen ı̂n cazul n = 3, n = 4, . . . .
Evident, forma explicită a acestor metode se complică pe măsură ce n creşte
şi de aceea nu insistăm aici asupra acestor cazuri.

Vom indica ı̂n continuare un mod de a generaliza metoda (4.6.6).
Evident, procedeul care va fi aplicat aici, se poate extinde şi ı̂n cazul general.

Considerăm ecuaţia (4.6.1) şi pentru rezolvarea acestei ecuaţii considerăm
următoarele două metode iterative:

xk = ϕ1(xk−1), k = 0, 1, . . . ,

xk = ϕ2(xk−1), k = 0, 1, . . . ,

unde presupunem că punctele fixe ale funcţiilor ϕ1 şi ϕ2 coincid ı̂ntre ele şi
sunt aceleşi cu rădăcinile ecuaţiei (4.6.1).

Notăm cu x0 o aproximaţie iniţială a rădăcinii x a ecuaţiei (4.6.1) şi
presupunem că x este singura rădăcină a acestei ecuaţii, dintr-un interval I
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al axei reale. Vom considera atunci drept noduri de interpolare ı̂n (4.1.16)
numerele ϕ1(x0) şi ϕ2(x0) şi vom obţine o nouă aproximaţie x1, astfel:

x1 = ϕ1(x0) −
f
(
ϕ1(x0)

)
[ϕ1(x0), ϕ2(x0); f ]

sau

x1 = ϕ2(x0) −
f
(
ϕ2(x0)

)
[ϕ1(x0), ϕ2(x0); f ]

.

Dacă acum notăm cu xk o aproximaţie oarecare a rădăcinii x atunci aproximaţia
următoare xk+1 este dată de una din următoarele metode iterative:

(4.6.12) xk+1 = ϕ1(xk) −
f
(
ϕ1(xk)

)[
ϕ1(xk), ϕ2(xk); f

] , k = 0, 1, . . . , .

sau

(4.6.13) xk+1 = ϕ2(xk) −
f
(
ϕ2(xk)

)[
ϕ1(xk), ϕ2(xk); f

] , k = 1, 2, . . . , .

Metodele iterative (4.6.12) şi (4.6.13) ne conduc la acelaşi şir de aproximaţii,
dacă elementul iniţial x0 este acelaşi pentru ambele. Vom dovedi ı̂n contin-
uare afirmaţia de mai sus. Pentru aceasta notăm cu

y = ϕ1(x) −
f
(
ϕ1(x)

)[
ϕ1(x), ϕ2(x); f

]
z = ϕ2(x) −

f
(
ϕ2(x)

)[
ϕ1(x), ϕ2(x); f

]
şi vom dovedi că

z = y .

Plecând de la relaţia de recurenţă pe care o verifică diferenţele divizate,
avem:

f
(
ϕ1(x)

)− f
(
ϕ2(x)

)
ϕ1(x) − ϕ2(x)

=
[
ϕ1(x), ϕ2(x); f

]
sau

f
(
ϕ1(x)

)[
ϕ1(x), ϕ2(x); f

] − f
(
ϕ2(x)

)[
ϕ1(x), ϕ2(x); f

] = ϕ1(x) − ϕ2(x) ,

de unde rezultă:

ϕ2(x) −
f
(
ϕ2(x)

)[
ϕ1(x), ϕ2(x); f

] = ϕ1(x) −
f
(
ϕ1(x)

)[
ϕ1(x), ϕ2(x); f

]
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adică
z = y ,

ceea ce trebuia să demonstrăm.
Metode iterative de tip Aitken-Steffensen mai pot fi extinse şi ı̂n alte

moduri, dar noi nu insistăm aici asupra lor.

4.7 Metode iterative obţinute prin interpolare in-
versă cu ajutorul funcţiilor raţionale de funcţii
liniare

Fie f : I → R o funcţie reală de variabilă reală, unde I este un interval
al axei reale, şi x0, x1, x2 trei puncte din intervalul I.

Considerăm mulţimea funcţiilor ϕa,b,α,β de forma

(4.7.1) ϕ(x) =
ax+ b

αx+ β

unde α, β, a, b sunt parametrii reali care trebuie determinaţi, cu condiţia ca
funcţia ϕ să coincidă cu funcţia f pe punctele x0, x1 şi x2, adică:

(4.7.2) ϕ(x0) = f(x0), ϕ(x1) = f(x1), ϕ(x2) = f(x2) .

Presupunem că x0 �= x1, x1 �= x2, x0 �= x2 şi f(x0) �= f(x1), f(x0) �= f(x2),
f(x1) �= f(x2). Atunci, dacă scriem condiţiile (4.7.2) vom obţine următorul
sistem:

(4.7.3)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ax0 + b

αx0 + β
= f(x0) ;

ax1 + b

αx1 + β
= f(x1) ;

ax2 + b

αx2 + β
= f(x2) .

Sistemul (4.7.3) conţine 4 necunoscute, dintre care 3 sunt esenţiale.
Dacă la ecuaţiile (4.7.3) adăugăm relaţia (4.7.1) şi eliminăm parametrii

a, b, α şi β dintre cele 4 relaţii, obţinem egalitatea:

(4.7.4)
x− x1

x− x0
:
x2 − x1

x2 − x0
=
ϕ(x) − f(x1)
ϕ(x) − f(x0)

:
f(x2) − f(x1)
f(x2) − f(x0)

,
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de unde deducem relaţia:

(4.7.5)
ϕ(x) − f(x1)
ϕ(x) − f(x0)

=
[x1, x2; f ]
[x0, x2; f ]

· x− x1

x− x0
.

Verificăm acum, că funcţia ϕ determinată cu formula (4.7.5), verifică condiţiile
(4.7.2). Pentru x = x1 din (4.7.5) deducem egalitatea ϕ(x1) − f(x1) = 0
adică ϕ(x1) = f(x1). Dacă x → x0, tot din (4.7.5) deducem egalitatea
ϕ(x0) − f(x0) = 0, adică ϕ(x0) = f(x0).

Pentru x = x2 din (4.7.5) deducem:

ϕ(x2) − f(x1)
ϕ(x2) − f(x0)

=
f(x2) − f(x1)
f(x2) − f(x0)

,

de unde avem:

ϕ(x2)
[
f(x1) − f(x0)

]
= f(x2)

[
f(x1) − f(x0)

]
,

adică
ϕ(x2) = f(x2) .

Din (4.7.5) şi (4.7.1) deducem valorile parametrilor a, b, α şi β date de
relaţiile:

(4.7.6)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
a = f(x1)[x0, x2; f ] − f(x0)[x1, x2; f ] ;

b = x1 f(x0)[x1, x2; f ] − x0 f(x1)[x0, x2; f ] ;

α = [x0, x2; f ] − [x1, x2; f ] ;

β = x1[x1, x2; f ] − x0[x0, x2; f ] .

După cum rezultă din (4.7.6) valorile parametrilor a, b, α şi β se obţin uşor
dacă ı̂n prealabil se calculează elementele următorului tabel al diferenţelor
divizate:

(4.7.7)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x0 f(x0)

[x0, x2; f ]

x2 f(x2)

[x1, x2; f ]

x1 f(x1)

Pentru scopurile noastre, vom interpola cu ajutorul funcţiilor din familia
(4.7.1) funcţia inversă a funcţiei f . Presupunem deci, că pe intervalul I
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funcţia f este monotonă şi notăm cu yi valorile acestei funcţii pentru x = xi,
i = 0, 1, 2. Notăm cu f−1 inversa funcţiei f pe intervalul I şi avem:

f−1(yi) = xi , i = 0, 1, 2 .

Considerăm acum mulţimea funcţiilor ϕa′,b′,α′,β′ : R �

{
−β

′

α′

}
→ R ca fiind

mulţimea funcţiilor de forma:

(4.7.8) ϕ(y) =
a′y + b′

α′y + β′
,

şi punem problema să determinăm acea funcţie din familia dată, care pe
punctele yi ia valorile xi, i = 0, 1, 2.
Ţinând cont de formulele:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f(xi) = yi, i = 0, 1, 2 ;

f−1(yi) = xi , i = 0, 1, 2 ;[
y0, y2; f−1

]
=

1
[x0, x2; f ]

;[
y1, y2; f−1

]
=

1
[x1, x2; f ]

,

deducem pentru a′, b′, α′ şi β′ următoarele expresii:

(4.7.9)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
a′ = x1[x1, x2; f ] − x0[x0, x1; f ] ;

b′ = f(x1)x0[x0, x2; f ] − f(x0)x1[x1, x2; f ] ;

α′ = [x1, x2; f ] − [x0, x2; f ] ;

β′ = f(x1)[x0, x2; f ] − f(x0)[x1, x2; f ] .

Presupunând acum că ecuaţia f(x) = 0 are o rădăcină x ı̂n intervalul I,
atunci avem f−1(0) = x şi considerând că funcţia dată de (4.7.8), unde
a′, b′, α′ şi β′ sunt daţi de formulele (4.7.9), aproximează funcţia f−1, vom
obţine pentru x următoarea aproximare:

(4.7.10) x ≈ ϕ(0) =
b′

β′
=
x0 f(x1)[x0, x2; f ] − x1 f(x0)[x1, x2; f ]
f(x1)[x0, x2; f ] − f(x0)[x1, x2; f ]

.

Folosind formula de aproximare (4.7.10) putem obţine ı̂n mai multe moduri
metode de iteraţie pentru rezolvarea ecuaţiei f(x) = 0.

Un mod de a obţine o metodă iterativă este acela ca să păstrăm pe x0

şi x1 ficşi şi ı̂n cursul iteraţiei să schimbăm de fiecare dată pe x2.
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Pentru fixarea ideilor, sănotăm cu a = x0, b = x1 şi z0 = x2, atunci din
(4.7.10) deducem o primă aproximaţie a lui x astfel:

z1 =
af(b)[a, z0; f ] − bf(a)[b, z0; f ]
f(b)[a, z0; f ] − f(a)[b, z0; f ]

şi ı̂n general:

(4.7.11) zi+1 =
af(b)[a, zi; f ] − bf(a)[b, zi; f ]
f(b)[a, zi; f ] − f(a)[b, zi; f ]

i = 1, 2, . . . ,

Putem acum să dovedim că şirul
(
zn

)∞
n=0

generat cu metoda iterativă (4.7.11)
este convergent şi x = lim

n→∞ zn, atunci f(x) = 0. Pentru a dovedi acest fapt
presupunem că funcţia f este continuă şi are loc relaţia:

f(b)
f(a)

�= [b, x; f ]
a, x; f ]

.

În acest caz, trecând la limită, pentru i→ ∞, ı̂n egalităţile (4.7.11) deducem
egalitatea:

(4.7.12) x =
af(b)[a, x; f ] − bf(a)[b, x; f ]
f(b)[a, x; f ] − f(a)[b, x; f ]

,

de unde, printr-un calcul elementar se deduce egalitatea f(x) = 0.

Exemplu numeric. Să se aproximeze rădăcina pozitivă a ecuaţiei:

x2 − 2 = 0 .

Aplicând metoda (4.7.12) pentru a = 1, b = 2 şi z0 = 1, 5, obţinem aproxi-
maţiile z1 = 1, 411764; z2 = 1, 4142286 care diferă la a cincea zecimală de√

2 = 1, 4142213... .
O altă metodă iterativă care se poate deduce din (4.7.10) este aceea

pentru care păstrăm pe x0 fix şi ı̂n decursul iteraţiei schimbăm simultan pe
x1 şi x2.

Fie deci x0 = a, x1 = z0, x2 = z1, atunci din (4.7.10) obţinem:

z2 =
af(z0)[a, z1; f ] − z0 f(a)[z0, z1; f ]
f(z0)[a, z1; f ] − f(a)[z0, z1; f ]

şi ı̂n general obţinem şirul
(
zn

)∞
n=0

generat de următoarea metodă iterativă:

(4.7.13) zi+1 =
af(zi−1)[a, zi; f ] − zi−1f(a)[zi−1, zi; f ]
f(zi−1)[a, zi; f ] − f(a)[zi−1, zi; f ]

; i = 1, 2, . . .
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pentru care iarăşi se dovedeşte uşor că dacă şirul
(
zn

)∞
n=0

este convergent şi
x = lim

n→∞ zn, atunci f(x) = 0.
Presupunem ı̂n continuare că funcţia f este derivabilă pe fiecare punct

al intervalului I şi mai presupunem că x2 = x0. Atunci, [x0, x2; f ] =
[x0, x0; f ] = f ′(x0) şi din (4.7.10) deducem:

(4.7.14) x ≈ x0 f(x1)f ′(x0) − x1 f(x0)[x1, x0; f ]
f(x1)f ′(x0) − f(x0)[x1, x0; f ]

.

Dacă acum notăm x0 = a şi z0 = x1 obţinem din (4.7.14) următoarea aproxi-
mare pentru x:

z1 =
af(z0)f ′(a) − z0 f(a)[z0, a; f ]
f(z0)f ′(a) − f(a)[z0, a; f ]

sau mergând mai departe obţinem şirul
(
zn

)∞
n=0

generat de următoarea
metodă iterativă:

zi+1 =
af(zi)f ′(a) − zi f(a)[zi, a; f ]
f(zi)f ′(a) − f(a)[zi, a; f ]

, i = 0, 1, . . . , .

4.8 Metode iterative obţinute cu ajutorul polino-
mului de interpolare inversă de tip Hermite

Fie [a, b] un interval al axei reale ca ı̂n paragraful 4.3 şi a1, a2, . . . , an+1,
n + 1 numere naturale, astfel ı̂ncât a1 + a2 + · · · + an+1 = m + 1. Fie de
asemenea x0

i ∈ [a, b], i = 1, n+ 1, n+ 1 aproximaţii ale rădăcinii x ∈ [a, b] a
ecuaţiei

(4.8.1) f(x) = 0.

Presupunem că funcţia f admite derivate pe [a, b] până la ordinul m + 1
inclusiv. Evident atunci, ţinând cont de cele demonstrate ı̂n paragraful 2.3,
funcţia f−1 (despre care presupunem că există), este derivabilă până la or-
dinul m+ 1 pe [c, d] = f([a, b]). Folosind polinomul de interpolare inversă al
lui Hermite pe nodurile x0

i , i = 1, n+1 cu ordinele de multiplicitate, respec-
tiv ai, i = 1, n + 1 şi notând cu xj

i = f−1(yi)](j), j = 1, ai − 1, i = 1, n+ 1
valorile funcţiei f−1 pe nodurile de interpolare yi = f(x0

i ), i = 1, n+ 1,
obţinem următoarea aproximare:

(4.8.2) x0
n+2 = H

(
y1, a1; y2, a2; . . . ; yn+1; an+1; f−1|0)

unde H este polinomul de grad m al lui Hermite pe nodurile yi, i = 1, n+ 1
cu ordinele de multiplicitate respectiv ai, i = 1, n+ 1.
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În general dacă se cunosc aproximaţiile

(4.8.3) x0
k, x

0
k=1, . . . , x

0
k+n,

aproximaţia următoare x[a,b]
k+n+1 se obţine astfel:

(4.8.4) x0
k+n+1 = H (yk, a1; yk+1, a2; . . . ; yk+n; an+1) , k = 1, 2, . . . ,

H fiind, aşa cum am specificat şi mai sus, polinomul lui Hermite de grad cel
mult m, cu nodurile yk+j = f

(
x0

k+j

)
, j = 0, n, cu ordinele de multiplicitate

respectiv ai, i = 1, n+ 1.
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Capitolul 5

Convergenţa metodelor de
iteraţie

În acest capitol vom studia convergenţa metodelor de iteraţie semnalate
ı̂n capitolele anterioare. O atenţie deosebită vom acorda evaluării erorilor
de aproximare şi studiul stabilităţii numerice. De asemenea vom expune
rezultate privind ordinul de convergenţă al şirurilor ce se obţin din metodele
de iteraţie studiate. În atenţia noastră va sta şi studiul eficienţei calculului.

5.1 Ordin de convergenţă şi indice de eficienţă

Fie (xn)n≥0 un şir de numere reale. Presupunem că şirul xn este con-
vergent şi notăm cu x = limxn.

Definiţia 5.1.1. Spunem că şirul (xn)n≥0 are ordinul de convergenţă
r ∈ R; r > 0, dacă există n′ ∈ N şi k0, k1 ∈ R, k1 > 0, k2 > 0, constante
independente de n, astfel ı̂ncât au loc inegalităţile

(5.1.1) k0|xn − x|r � |xn+1 − x| � k1 |xn − x|r ,

pentru orice n > n′.

Are loc următoarea teoremă:

Teorema 5.1.1. Dacă şirul xn are ordinul de convergenţă r ∈ R, r > 0,
atunci are loc relaţia

(5.1.2) r = lim
n→∞

ln |xn+1 − x|
ln |xn − x| .

143
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Demonstraţie. Din (5.1.1), pentru n > n′, deducem:

(5.1.3) ln k0 + r ln |xn − x| � ln |xn+1 − x| � ln k1 + r ln |xn − x| .

Deoarece lim |xn − x| = 0, rezultă că există n′′ ∈ N astfel ı̂ncât pentru n > n′′

ln |xn − x| < 0 şi deci din (5.1.3) rezultă

ln k0

ln |xn − x| + r � ln |xn+1 − x|
ln |xn − x| � r +

ln k1

ln |xn − x| , n > n′′

de unde trecând la limită pentru n → ∞ obţinem (5.1.2), ceea ce trebuia
demonstrat.

Observaţia 5.1.1. Arătăm ı̂n cele ce urmează că nu orice şir convergent
posedă un ordin de convergenţă.

Pentru aceasta, fie de exemplu şirul (xn)n≥0 ai cărui termeni sunt daţi
de egalităţile:

(5.1.4) x2k+1 =
1

2k + 1
, x2k =

1
(k + 1)k

, k = 0, 1, 2, . . . ,

Evident, limxn = 0. Presupunem că acest şir are ordinul r, r ∈ R, r > 0.
Din inegalitatea (5.1.1) rezultă că există n′ ∈ N astfel ı̂ncât ı̂n mod necesar
au loc inegalităţile

k0 � |xn+1 − xn|
|xn − x|r � k1 , n > n′

adică şirul (δn)n≥0, unde δn =
|xn+1 − x|
|xn − x|r trebuie, ı̂n mod necesar, să fie

mărginit.
Pentru şirul (5.1.4) avem:

δ2k =
x2k+1

xr
2k

=
(k + 1)kr

2k + 1
, k = 1, 2, . . .

care este un subşir al şirului (δn), dar care nu este mărginit şi deci şirul
(5.1.4) nu are ordin de convergenţă.

Următoarea teoremă se referă la unicitatea ordinului de convergenţă.

Teorema 5.1.2. Dacă şirul (xn)n≥0 are ordinul de convergenţă r ∈ R,
r > 0, atunci r este unic.



Ordin de convergenţă şi indice de eficienţă 145

Demonstraţie. Să presupunem prin absurd că şirul (xn)n≥0 are cel puţin
2 ordine de convergenţă p, r ∈ R p > 0, r > 0 şi r �= p. Conform Definiţiei
5.1.1 există n′, n′′ ∈ N şi constantele pozitive k0, k1, k

′
0, k

′
1 ∈ R independente

de n astfel ı̂ncât au loc relaţiile

(5.1.5) k0|xn − x|r � |xn+1 − x| � k1|xn − x|r ,

pentru orice n > n′ şi

(5.1.6) k′0|xn − x|p � |xn+1 − x| � k1|xn − x|p ,

pentru n > n′′.
Pentru n > max{n′, n′′} sunt satisfăcute simultan ambele relaţii (5.1.5) şi
(5.1.6).

Din (5.1.5) şi (5.1.6) deducem:

|xn+1 − x| � k1|xn − x|r = k1|xn − x|r−p|xn − x|p �

� k1

k′0
|xn+1 − x| |xn − x|r−p

adică

(5.1.7) 1 � k1

k′0
|xn − x|r−p .

Analog din aceleaşi relaţii deducem:

|xn+1 − x| � k′1|xn − x|p = k′1|xn − x|p−r|xn − x|
� k′1

k0
|xn+1 − x| |xn − x|p−r

din care rezultă

(5.1.8) 1 � k′1
k0

|xn − x|p−r .

Dacă r > p prin trecere la limită din (5.1.7) rezultă 1 � 0 iar dacă r < p din
(5.1.8) rezultă aceeaşi relaţie, ceea ce este absurd. Cu aceasta teorema este
demonstrată.

În cele ce urmează ne vom ocupa cu compararea vitezelor de convergenţă
a două şiruri convergente care au limită comună.

Fie (xn)n≥0 şi (yn)n≥0 două şiruri convergente pentru care lim
n→∞xn =

lim
n→∞ yn = x.
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Definiţia 5.1.2. Spunem că şirul (yn)n≥0 converge cel puţin aşa de rapid
ca şirul (xn)n≥0 dacă există n′ ∈ N astfel ı̂ncât pentru orice n > n′ să fie
verificate relaţiile:

|yn − x| � k|xn − x|
unde k este o constantă pozitivă, independentă de n.

Definiţia 5.1.3. Spunem că şirurile (xn)n≥0 şi (yn)n≥0 au aceeaşi viteză
de convergenţă dacă există n′ ∈ N, astfel ı̂ncât pentru orice n > n′ au loc
relaţiile

k0|xn − x| � |yn − x| � k1|xn − x|,
unde k0, k1 ∈ R+ sunt constante independente de n.

Următoarea teoremă ne face legătura ı̂ntre ordinele de convergenţă a
două şiruri şi vitezele lor de convergenţă.

Teorema 5.1.3. Dacă şirurile (xn)n≥0 şi (yn)n≥0 au aceeaşi viteză de con-
vergenţă şi dacă ı̂n plus unul din cele 2 şiruri are un ordin de convergenţă,
atunci şi celălalt şir are ordin de convergenţă şi ordinele celor 2 şiruri sunt
egale.

Demonstraţie. Notăm cu r ordinul de convergenţă a şirului (xn)n≥0 şi
din ipoteza egalităţii vitezelor de convergenţă a celor două şiruri rezultă că
există k′′0 şi k′′0 constante reale, independente de n şi n′ ∈ N astfel ı̂ncât

(5.1.9) k′′0 |xn − x| � |yn − x| � k′′1 |xn − x|

pentru orice n > n′ şi de asemenea există k0, k1 ∈ R constante pozitive şi
n′′ ∈ N astfel ı̂ncât pentru n > n′′ au loc relaţiile:

(5.1.10) k0|xn − x|r � |xn+1 − x| � k1|xn − x|r .

Din (5.1.9) şi (5.1.10) deducem relaţiile

|yn+1 − x| ≥ k′′0 |xn+1 − x| ≥ k′′0k0|xn − x|r ≥ k′′0k0

(k′′r )r
|yn − x|r

şi

|yn+1 − x| � k′′1 |xn+1 − x| � k′′1k1|xn − x|r � k′′1k1

(k′′0)r
|yn − x|r

adică pentru n > max{n′, n′′} au loc relaţiile:

k′′0k0

(k′′1)r
|yn − x|r � |yn+1 − x| � k′′1k1

(k′′0)r
|yn − x|r ,
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care ne arată că şirul (yn)n≥0 are ordinul de convergenţă r, ceea ce trebuia
demonstrat.

În cele ce urmează vom avea ı̂n vedere noţiunile studiate până aici, ı̂n
acest paragraf, ı̂n legătură cu rezolvarea ecuaţiilor de forma:

(5.1.11) f(x) = 0

unde f : I → R, unde I ⊆ R este un interval al axei reale. Vom avea
ı̂n vedere aproximarea rădăcinilor ecuţiei (5.1.11) cu elementele unor şiruri
reale (xn)n≥0, generate de metode de iteraţie de forma

(5.1.12) xn+1 = g(xn), x0 ∈ R, n = 0, 1, . . . ,

unde g : I → I este o funcţie ce depinde evident de f , prin faptul că orice
rădăcină a lui f este punct fix al lui g şi reciproc, orice punct fix al lui g este
rădăcină pentru f .

Mai general, dacă G : Ik → I este o funcţie de k variabile a cărei
restricţie la diagonala mulţimii Ik coincide cu g, adică are loc relaţia

G(x, x, . . . , x) = g(x) ,

pentru orice x ∈ I, atunci putem considera şiruri (xn)n≥0, este generat de
aşa numita metodă cu mai mulţi paşi, adică

(5.1.13) xs+k = G(xs, xs+1, . . . , xs+k−1), x0, . . . , xk−1 ∈ I, s = 0, 1, . . . .

Ordinul de convergenţă al şirului generat de (5.1.12) respectiv (5.1.13) de-
pinde de anumite proprietăţi ale funcţiilor f, g respectiv f,G.

Pentru şiruri generate de relaţia (5.1.12) sau (5.1.13), vom foloai o
noţiune mai slabă decât cea dată de Definiţia 5.1.1 privind ordinul de convergenţă.
Pentru aceasta presupunem că oricare din şirurile (xn)n≥0, generate de (5.1.12)
sau (5.1.13), este convergent şi limita lor x este rădăcină a ecuaţiei (5.1.11).

Definiţia 5.1.4. Şirul (xp)p≥0 generat de (5.1.12) sau (5.1.13) are ordinul
de convergenţă r � 1 dacă există limita:

(5.1.14) α = lim
n→∞

ln |xp+1 − x|
ln |xp − x|

şi α = r.
În cele ce urmează, asupra funcţiilor f şi g vom face următoarele ipoteze:

i. dacă x ∈ I atunci g(x) ∈ I;

ii. există limxp = x, unde (xp)p≥0 este generat de (5.1.12);
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iii. f este derivabilă ı̂n x;

iv. pentru orice x, y ∈ I are loc relaţia 0 < |[x, y; f ]| < m

unde m > 0, m ∈ R, unde [x, y; f ] este diferenţa divizată de ordinul 1 a
funcţiei f pe punctele x şi y.

Relativ la Definiţia 5.1.4 are loc următoarea teoremă.

Teorema 5.1.4. Dacă funcţiile f şi g verifică ipotezele i - iv, atunci condiţia
necesară şi suficientă ca şirul (xp)p≥0 generat de (5.1.12) să posede ordinul
de convergenţă r ≥ 1, este să existe

(5.1.15) β = lim
n→∞

ln |f(xn+1)|
ln |f(xn)|

şi β = r.

Demonstraţie. Egalitatea ı̂ntre α şi β date de (5.1.14) respectiv (5.1.15)
rezultă după cum urmează

α = lim
n→∞

ln |xn+1 − x|
ln |xn − x| = lim

n→∞
ln |f(xn+1)| − ln |f(xn+1)| + ln |xn+1 − x|

ln |f(xn)| − ln |f(xn)| + ln |xn − x| =

= lim
n→∞

ln |f(xn+1)| − ln |[x, xn+1; f ]|
ln |f(xn)| − ln |[x, xn; f ]| =

= lim
n→∞

ln |f(xn+1)|
ln |f(xn)|

1 − ln |[x, xn+1; f ]|
ln |f(xn+1)|

1 − ln[x, xn; f ]
ln |f(xn)|

= lim
ln |f(xn+1)|
ln |f(xn)| = β.

Aici am ţinut cont de faptul că lim
n→∞ f(xn+1) = lim

n→∞ f(xn) = f(x) = 0 şi de
ipotezele i - iv.

Următoarea teoremă se referă la ordinul de convergenţă al metodelor de
tipul (5.1.13).

Teorema 5.1.5. Dacă (up)p≥0 este un şir de numere reale, pozitive care
verifică următoarele proprietăţi:

i. şirul (up)p≥0 este convergent şi lim
p→∞up = 0;

ii. există numerele reale nenegative α1, α2, . . . , αn+1 şi un şir (cp)p≥0, cp >
0 pentru orice p = 0, 1, . . . , şi 0 < inf{cp} � sup{cp} � m, unde
m ∈ R, m > 0, astfel ı̂ncât au loc egalităţile
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(5.1.16) us+n+1 = csu
α1
s uα2

s+1 . . . u
αn+1
s+n , s = 0, 1, . . . ;

iii. există lim
lnun+1

lnun
= ω > 0,

atunci ω este rădăcina pozitivă a ecuaţiei

(5.1.17) P (t) = tn+1 − αn+1t
n − αnt

n−1 − · · · − α2t− α1 = 0.

Demonstraţie. Din (5.1.16) obţinem:

(5.1.18) lim
s→∞

lnus+n+1

lnun+s
= lim

s→∞
ln cs

lnun+s
+

n∑
i=0

αi+1 lim
n→∞

lnus+i

lnun+s

Dar au loc relaţiile:

lim
s→∞

ln cs
lnun+s

= 0

şi

lim
lnus+i

lnun+s
=

1
ωn−i

, i = 0, n ,

care ı̂nlocuite ı̂n (5.1.18) ne conduc la relaţia:

ωn+1 −
n∑

i=0

αi+1ω
i = 0 ,

adică ω verifică ecuaţia (5.1.17).
În cele ce urmează vom expune câteva proprietăţi legate de rădăcinile

ecuaţiei (5.1.17).

Teorema 5.1.6. Dacă coeficienţii αi, i = 1, n+ 1 ai ecuaţiei (5.1.17) sunt
nenegativi şi există cel puţin un coeficient pozitiv, atunci ecuaţia admite o
singură rădăcină pozitivă.

Demonstraţie. Fie αk �= 0 şi α1 = α2 = · · · = αk−1 = 0, atunci con-

siderăm ecuaţia Q(t) =
P (t)
tk−1

= tn−k+2 −αn+1t
n−k+1 − · · · −αk+1t−αk. De

aici deducem Q(0) = −αk < 0 şi lim
n→+∞Q(t) = +∞, adică ecuaţia Q(t) = 0

are cel puţin o rădăcină pozitivă.
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Arătăm că această rădăcină este unică. Pentru aceasta, ı̂n Q facem schim-

barea de variabilă t =
1
u

şi obţinem

H(u) = Q

(
1
u

)
=

1
un−k+2

[
αku

n−k+2 + αk+1u
n−k+1 + · · · + αn+1u− 1

]
=

=
1

un−k+2
R(u).

Observăm imediat că R′(u) > 0 pentru u > 0 şi deci R(u) are o singură
rădăcină pozitivă, ceea ce atrage după sine, ţinând cont de cele de mai sus,
că ecuaţia P (t) = 0 are o singură rădăcină pozitivă.

O margine inferioară pentru rădăcina pozitivă a ecuaţiei (5.1.17) este
dată de următoarea teoremă:

Teorema 5.1.7. Dacă există cel puţin un i; 1 � i ≤ n+1 pentru care αi > 0
ı̂n ecuaţia (5.1.17) şi αj � 0 pentru orice j = 1, n+ 1, atunci rădăcina
pozitivă t a ecuaţiei ı̂n cauză verifică relaţia

(5.1.19) t ≥ τ =

(
n+1∑
i=1

αi

)p

unde

p =

n+1∑
i=1

αi

n+1∑
i=1

(i− 1)αi

.

Demonstraţie. Pentru a dovedi teorema ı̂n cauză, dacă ţinem cont de
Teorema 5.1.6, este suficient să arătăm că P (τ) � 0. Pentru aceasta vom
folosi inegalitatea mediilor:

n+1∑
i=1

piai

n+1∑
i=1

pi

≥
(

n+1∏
i=1

(ai)pi

) 1
n+1∑
i=1

pi

, pi � 0, ai ≥ 0, i = 1, n+ 1 ,

cu cel puţin un i pentru care pi > 0.
Aplicând inegalitatea de mai sus deducem

P (τ) = τn+1 −
(

n+1∑
i=1

αiτ
i−1

)
= τn+1 −

(
n+1∑
i=1

αi

) n+1∑
i=1

αiτ
i−1

n+1∑
i=1

αi

,
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dar conform inegalităţii mediilor ponderate avem:

n+1∑
i=1

αiτ
i−1

n+1∑
i=1

αi

≥
(

n+1∏
i=1

τ (i−1)αi

) 1
n+1∑
i=1

αi

Dacă ţinem cont de această inegalitate avem

P (τ) � τn+1 −
(

n+1∑
i=1

αi

)(
n+1∏
i=1

τ (i−1)αi

) 1
n+1∑
i=1

αi =

= τn+1 −
(

n+1∑
i=1

αi

)
τ

n+1∑
i=1

(i−1)αi

n+1∑
i=1

αi = 0

dacă τ =
(

n+1∑
i=1

αi

)p

, unde p =

n+1∑
i=1

αi

n+1∑
i=1

(i− 1)αi

.

Ţinând cont că P (τ) < 0 şi lim
t→∞P (t) = +∞ şi de faptul că ecuaţia

P (t) = 0 are o singură rădăcină pozitivă, rezultă concluzia teoremei.
Este uşor de văzut că pentru marginea superioară a rădăcinii t a ecuaţiei

(5.1.17) are loc relaţia

(5.1.20) t � 1 + max
1�i�n+1

{αi}.

Observaţia 5.1.2. Inegalitatea (5.1.19) se mai poate scrie

(5.1.21) t � τ = [1 − P (1)]
1−P (1)

(n+1)−P ′(1)

unde cu P ′(1) am notat valoarea derivatei lui P ı̂n punctul t = 1.

Considerăm ı̂n continuare cazul particular al ecuaţiei (5.1.17) când α1 =
α2 = · · · = αn+1 = q, q ≥ 1, adică vom considera ecuaţia:

(5.1.22) tn+1 − qtn − qtn−1 − · · · − qt − q = 0

Dacă notăm cu δn+1(q) rădăcina pozitivă a acestei ecuaţii, atunci următoarele
proprietăţi se dovedesc fără dificultate.

a) δn(q) � δn+1(q), n = 1, 2, . . . , ;
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b) max

{
q,
n+ 1
n+ 2

(q + 1)

}
� δn+1(q) � q + 1;

c) lim
n→∞ δn(q) = q + 1.

În particular pentru q = 1 din a) - c) deducem:
a’) δn(1) � δn+1(1)

b’)
2(n+ 1)
n+ 2

� δn+1(1) < 2

c’) lim
n→∞ δn(1) = 2.

Fie acum a1, a2, . . . , an+1 ∈ R, ai � 0, i = 1, n+ 1, despre care pre-
supunem că verifică relaţiile:

(5.1.23) an+1 � an � an−1 � · · · � a2 � a1 � 0

şi

(5.1.24) a1 + a2 + · · · + an+1 > 1.

Considerăm ecuaţiile:

(5.1.25) p(t) = tn+1 − an+1t
n − ant

n−1 − · · · − a2t− a1 = 0

(5.1.26) q(t) = tn+1 − a1t
n − a2t

n−1 − · · · − ant− an+1 = 0

şi

(5.1.27) h(t) = tn+1 − ai1t
n − ai2t

n−1 − · · · − aint− ain+1 = 0

unde (i1, i2, . . . , in+1) este o permutare arbitrară a numerelor (1, 2, . . . , n+1).
Fie a rădăcina pozitivă a ecuaţiei (5.1.25), b rădăcina pozitivă a ecuaţiei
(5.1.26) şi c rădăcina pozitivă a ecuaţiei (5.1.27). Inegalitatea (5.1.24) ne
asigură că rădăcinile pozitive ale ecuaţiilor (5.1.25) - (5.1.27) sunt suprau-
nitare. Are loc următoarea teoremă

Teorema 5.1.8. Dacă coeficienţii ecuaţiilor (5.1.26)−(5.1.28) verifică relaţiile
(5.1.23) şi (5.1.24), atunci rădăcinile pozitive a, b şi c ale acestor ecuaţii
verifică relaţia

(5.1.28) 1 < b � c � a

Această teoremă ne spune că dintre toate ecuaţiile de forma (5.1.27),
ecuaţia (5.1.26) are cea mai mică rădăcină pozitivă iar ecuaţia (5.1.25) are
cea mai mare rădăcină pozitivă.
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Demonstraţie. Pentru a dovedi teorema enunţată este suficient să arătăm
că h(b) � 0 şi h(a) � 0. Deoarece q(b) = 0 avem:

h(b) = h(b) − q(b) = (a1 − ai1)b
n + (a2 − ai2)b

n−1 + · · ·
+ (an − ain)b+ (an+1 − ain+1) =
= (b− 1)(a1 − ai1)b

n−1 + (a1 + a2 − ai1 − ai2)b
n−2 + · · ·

+ (a1 + a2 + · · · + an−1 − ai1 − ai2 − · · · − ain−1 , b+ · · ·
+ (a1 + a2 + · · · + an − ai1 − ai2 − · · · − ain).

În relaţia de mai sus, dacă ţinem cont că b > 1 şi pentru orice s = 1, 2, . . . , n
au loc relaţiile

a1 + a2 + · · · + as − ai1 − ai2 − · · · − ais � 0,

atunci este clar că h(b) � 0. Analog arătăm că h(a) � 0 şi teorema este
demonstrată.

Pentru studiul convergenţei metodelor de iteraţie de tip Aitken-Steffensen
ne va fi utilă următoarea teoremă:

Teorema 5.1.9. Fie p1, p2, . . . , pn+1 ∈ R; α1, α2, . . . , αn+1 ∈ R unde pi � 1,
αi � 1, i = 1, n+ 1, care verifică relaţiile

(5.1.29) p1 � p2 � · · · � pn+1, α1 � α2 � · · · � αn+1 .

Atunci dintre toate numerele de forma:

(5.1.30) α = αj1pk1 + αj2pk1pk2 + · · · + αjn+1pk1pk2 . . . pkn+1

unde (j1, j2, . . . , jn+1) şi (k1, k2, . . . , kn+1) sunt permutări arbitrare ale nu-
merelor (1, 2, . . . , n+ 1), cel mai mare este numărul

(5.1.31) αmax = α1p1 + α2p1p2 + · · · + αn+1p1p2 . . . pn+1 .

Demonstraţie. Din (5.1.29) rezultă relaţia:

(5.1.32)
αj1p1 + αj2p1p2 + · · · + αjn+1p1p2 . . . pn+1 ≥
αj1pk1 + αj2pk1pk2 + · · · + αjn+1pk1pk2 . . . pkn+1 ,

pentru orice permutare (j1, j2, . . . , jn+1) şi (k1, k2, . . . , kn+1).
Introducem următoarele notaţii:

(5.1.33) bi = p1p2 . . . pi, i = 1, n+ 1
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Cu notaţia de mai sus vom arăta că are loc relaţia:

(5.1.34) αj1b1 + αj2b2 + · · · + αjn+1bn+1 � α1b1 + α2b2 + · · · + αn+1bn+1

pentru orice permutare (j1, j2, . . . , jn+1). Pentru aceasta vom proceda prin
induţie. Pentru n = 0 proprietatea este evidentă deoarece αj1 = α1.
Presupunem că inegalitatea este adevărată pentru n perechi de numere
(α1, b1) (α2, b2) . . . (αn, bn), adică are loc relaţia:

(5.1.35) αj1b1 + αj2b2 + · · · + αjnbn � α1b1 + α2b2 + · · · + αnbn

pentru orice α1 ≤ α2 ≤ α3 · · · ≤ αn şi b1 ≤ b2 ≤ b3 ≤ · · · ≤ bn.
Observăm că au loc relaţiile

b2 − b1 ≤ b3 − b1 ≤ · · · � bn+1 − b1

şi, deoarece α2 ≤ α3 ≤ · · · ≤ αn+1, atunci din (5.1.35) deducem relaţia

(5.1.36)
αj2(b2 − b1) + αj3(b3 − b1) + · · · + αjn+1(bn+1 − b1) �
α2(b2 − b1) + α3(b3 − b1) + · · · + αn+1(bn+1 − b1)

Pentru fixarea ideilor să presupunem că j1 = i. Folosind (5.1.36) avem

αj1b1 + αj2b2 + · · · + αjn+1bn+1 = b1 (αj1 + αj2 + · · · + αjn) +
+ (b2 − b1)αj2 + (b3 − b1)αj3 + · · · + (bn+1 − b1)αjn+1 ≤
≤ b1(α1 + α2 + · · · + αn+1) + (b2 − b1)α1 + (b3 − b1)α2 + . . .

+ (bi − b1)αi−1 + (bi+1 − b1)αi+1 + · · · + (bn+1 − b1)αn+1 ≤
≤ b1(α1 + α2 + · · · + αn+1) + (b2 − b1)α2 + (b3 − b1)α3 + . . .

+ (bi − b1)αi + (bi+1 − b1)αi+1 + · · · + (bn+1 − b1)αn+1 =
= b1α1 + b2α2 + · · · + bn+1αn+1,

ceea ce trebuia demonstrat.

În realizarea practică a şirurilor generate de procedee de forma (5.1.12)
respectiv (5.1.13), pentru a obţine un element din şirul ı̂n cauză, este necesar
un volum de calcule care depinde, pe de o parte de ordinul de convergenţă al
şirului generat de metoda folosită, iar pe de altă parte de numărul de operaţii
elementare ce se execută pentru a trece de la un pas de iteraţie la următorul.
Dacă ı̂n ceea ce priveşte ordinul de convergenţă, ı̂n cele mai multe cazuri, el
poate fi stabilit cu precizie, numărul operaţiilor elementare necesare depinde
de foarte mulţi factori şi din acest motiv nu poate fi stabilit cu precizie.
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Pentru a simplifica această problemă, s-a propus să se ia ı̂n considerare
numărul de valori de funcţii ce trebuie calculate pentru a trece la un pas
n ∈ N la pasul n+ 1.

Notăm cu mn numărul de valori de funcţii ce trebuie calculate pentru a
trece ı̂n (5.1.12) respectiv (5.1.13), de la pasul de iteraţie n la pasul n + 1.
Vom introduce ı̂n cele ce urmează, noţiunea de indice de eficienţă.

Presupunem că şirurile (xn)n≥0 generate de (5.1.12) respectiv (5.1.13)
sunt convergente şi notăm limxn = x, unde evident x este rădăcină a ecuaţiei
(5.1.11).

Definiţia 5.1.5. Numărul real E se numeşte indice de eficienţă al metodei
(5.1.12) respectiv (5.1.13) dacă există

(5.1.37) L = lim
(

ln |xn+1 − x|
ln |xn − x|

) 1
mn

şi L = E.

Dacă ţinem cont de Teorema 5.1.4, atunci are loc

Teorema 5.1.10. Dacă sunt verificate ipotezele Teoremei 5.1.4, atunci con-
diţia necesară şi suficientă ca metoda (5.1.12) respectiv (5.1.13) să aibă in-
dicele de eficienţă E, este ca să existe

(5.1.38) L1 = lim
(

ln |f(xn+1)|
ln |f(xn)|

) 1
mn

şi L1 = E.

Observaţia 5.1.3. Dacă există

ω = lim
ln |xn+1 − x|
ln |xn − x| = lim

ln |f(xn+1)|
ln |f(xn)|

şi presupunem că mn = r, pentru orice n = 0, 1, . . . , atunci are loc egalitatea

(5.1.39) E = ω
1
r .
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5.2 Convergenţa metodei iterative cu un singur
pas

Considerăm ecuaţia

(5.2.1) f(x) = 0

unde f : I → R, este o funcţie, I = [a, b], a, b ∈ R, a < b.
Presupunem că ecuaţiei (5.2.1) ı̂i putem pune ı̂n corespondenţă o funcţie

ϕ : I → I astfel ı̂ncât ecuaţia (5.2.1) să fie echivalentă cu ecuaţia:

(5.2.2) x− ϕ(x) = 0 .

Cu ajutorul funcţiei ϕ construim următorul şir de iteraţii:

(5.2.3) xn+1 = ϕ(xn), x0 ∈ I, n = 0, 1, . . . , .

În ceea ce priveşte convergenţa şirului (xn)n≥0 generat de (5.2.3) are loc
următoarea teoremă:

Teorema 5.2.1. Dacă funcţia ϕ verifică următoarele proprietăţi
i. pentru orice x ∈ I, ϕ(x) ∈ I;
ii. există q ∈ R, 0 < q < 1, astfel ı̂ncât pentru orice u1, u2 ∈ I, are loc

relaţia

(5.2.4) |ϕ(x1) − ϕ(x2)| � q|u1 − u2| ,

atunci pentru orice x0 ∈ I, şirul (xn)n≥0 generat de (5.2.3) este convergent,
x = lim

n→∞xn este rădăcină a ecuaţiei (5.2.1), x este unica rădăcină din I a

ecuaţiei (5.2.1) şi au loc relaţiile:

(5.2.5) |x− xn| � qn

1 − q
|x1 − x0| , n = 0, 1, . . .

şi

(5.2.6) |xn+1 − x| � q

1 − q
|xn+1 − xn| , n = 0, 1, . . . .

Demonstraţie. Fie xs şi xs+1 două elemente din şirul generat de (5.2.3).
Din i. rezultă că xs, xs+1 ∈ I şi aplicând ii. rezultă relaţia

|xs+1 − xs| � q |xs − xs−1| , s = 1, 2, . . . , x0 ∈ I.
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Aplicând această inegalitate succesiv vom avea:

(5.2.7) |xs+1 − xs| � qs|x1 − x0| , s = 1, 2, . . . .

Din relaţiile de mai sus deducem:

(5.2.8) |xs+p − xs| �
(
qs + qs+1 + · · · + qs+p−1

) |x1 − x0|, s = 0, 1, . . . ,

şi pentru orice p = 1, 2, . . . , .
Din (5.2.8) deducem

(5.2.9) |xs+p − xs| � qs|x1 − x0|
1 − q

, pentru orice s = 1, 2, . . . ,

care ne arată că şirul (xn)n≥0 verifică condiţia lui Cauchy.
Dacă trecem la limită ı̂n (5.2.9) pentru p→ ∞ avem:

|x− xs| � qs

1 − q
|x1 − x0| pentru s = 1, 2, . . .

adică relaţia (5.2.5).
Pentru (5.2.6) avem:

|xn+1 − x| � q|xn − x| � q |xn − xn+1| + q |xn+1 − x|
de unde rezultă

|xn+1 − x| � q

1 − q
|xn+1 − xn| , n = 0, 1, . . .

adică relaţiile (5.2.6).
Pentru unicitatea rădăcinii procedăm prin reducere la absurd şi ı̂n ipoteza

că ecuaţia (5.2.2), echivalentă cu (5.2.1), ar avea cel puţin două rădăcini
x1, x2 ∈ I, x1 �= x2, ne conduce la relaţia

|x1 − x2| � |ϕ(x1) − ϕ(x2)| � q |x1 − x2|
de unde deducem:

(1 − q) |x1 − x2| � 0 ,

ceea ce este absurd deoarece 1 − q > 0 şi |x1 − x2| > 0.

Observaţia 5.2.1. Dacă funcţia ϕ este derivabilă pe I şi dacă există
q ∈ (0, 1) astfel ı̂ncât

(5.2.10)
∣∣ϕ′(x)

∣∣ � q < 1 pentru orice x ∈ I

atunci condiţia ii. din Teorema 5.2.1 este verificată şi deci (5.2.4) poate fi
ı̂nlocuită cu (5.2.10).
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Observaţia 5.2.2. Teorema 5.2.1 rămâne valabilă şi dacă intervalul (a, b)
se ı̂nlocuieşte cu mulţimea R a numerelor reale.

Observaţia 5.2.3. În condiţiile Teoremei 5.2.1 şirul (xn)n≥0 converge pen-
tru orice alegere a lui x0 ∈ [a, b]. Rezultă de aici că metoda (5.2.3) este
autocorectoare. Aceasta ı̂nseamnă că dacă, ı̂n rezolvarea practică a metodei,
la un anumit pas de iteraţie s-a comis o eroare de calcul, dar elementul co-
respunzător din şirul generat de metodă rămâne ı̂n intervalul [a, b], această
eroare nu influenţează rezultatul final. Ea poate influenţa eventual volumul
de calcule pentru a obţine o aproximaţie a lui x cu o precizie dată.

Fie x0 ∈ I şi [x0 − r, x0 + r] ⊆ I, unde r ∈ R, r > 0. Are loc următoarea
teoremă:

Teorema 5.2.2. Dacă funcţia ϕ verifică următoarele ipoteze:

i. pentru orice u1, u2 ∈ [x0 − r, x0 + r], ϕ verifică condiţia lui Lipschitz

|ϕ(u1) − ϕ(u2)| � q|u1 − u2| , 0 < q < 1 ;

ii. dacă x1 = ϕ(x0), atunci |x1 − x0| � r(1 − q),

atunci au loc proprietăţile:

j. elementele şirului (xn)n≥0 generat de (5.2.3) rămân ı̂n intervalul
[x0 − r, x0 + r];

jj. există x = limxn unde x este unica rădăcină a ecuaţiei (5.2.1) ı̂n
intervalul [x0 − r, x0 + r];

jjj. au loc relaţiile:

(5.2.11)
|xn+1 − x| �

qn

1 − q
|x1 − x0| , n = 1, 2, . . .

|xn+1 − x| �
q

1 − q
|xn+1 − xn| , n = 0, 1, . . . .

Demonstraţie. Din ii. rezultă imediat că x1 ∈ [x0 − r, x0 + r]. Pentru
x2 = ϕ(x1), ţinând cont de i. avem

|x2 − x1| = |ϕ(x1) − ϕ(x0)| � q|x1 − x0|,

care ı̂mpreună cu ii. ne conduce la relaţia:

|x2 − x0| � |x2 − x1| + |x1 − x0| = q|x1 − x0| + |x1 − x0| �
� (q + 1)(1 − q)r = (1 − q2)r < r ,
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ceea ce arată că x2 ∈ [x0 − r, x0 + r].
Presupunem ı̂n continuare că x1, x2, . . . , xs ∈ [x0 − r, x0 + r] şi au loc

relaţiile:

(5.2.12) |xi − xi−1| � qi−1|x1 − x0| , i = 2, 3, . . . , s.

Pentru xs+1 avem

|xs+1 − xs| = |ϕ(xs) − ϕ(xs−1)| � q |xs − xs−1| ,
de unde folosind (5.2.12) avem:

(5.2.13) |xs+1 − xs| � qs|x1 − x0| .
Ultima relaţie ipoteza ii. şi relaţiile (5.2.13) ne conduc la relaţia

|xs+1 − x0| � |xs+1 − xs| + |xs − xs−1| + · · · + |x1 − x0| �
� (1 − q)(1 + q + q2 + · · · + qs)|x1 − x0| � (1 − qs+1)r < r ,

adică xs+1 ∈ [x0 − r, x0 + r]. Cu aceasta concluzia j. este dovedită.
Metoda inducţiei complete ne arată că relaţia (5.2.12) are loc pentru

orice s = 1, 2, . . . , . De aici este clar că proprietăţile jj. şi jjj. se demon-
strează analog ca la Teorema 5.2.1.

Rezolvarea numerică a ecuaţiilor cu ajutorul metodelor de iteraţie, im-
plică o serie de dificultăţi care provin din faptul că ı̂n decursul calculelor,
acestea sunt afectate, ı̂n mod cert, atât de erorile de rotunjire cât şi de erorile
de trunchere.

Mai precis, ı̂n mod practic pentru calculul valorilor unor funcţii, aces-
tea trebuie aproximate cu funcţii simple, cel mai adesea polinoame, şi deci
intervin ı̂n mod necesar erorile de trunchere sau erorile de aproximare.

Pe de altă parte, ı̂n decursul calculelor se pot obţine numere cu un număr
mare de cifre din care prin rotunjire suntem obligaţi să păstrăm numai un
număr limitat de cifre şi deci intervin erorile de rotunjire.

Este clar acum, că ı̂n realizarea practică a unei metode de iteraţie nu
obţinem şirul (xn)n≥0 dat de (5.2.3) ci un şir (ξn)n≥0 care ı̂l aproximează pe
acesta.

Pentru a elucida această problemă vom demonstra mai ı̂ntâi următoarea
teoremă:

Teorema 5.2.3. Dacă sunt ı̂ndeplinite următoarele condiţii:
i. pentru orice y1, y2 ∈ I = [a, b], are loc relaţia:

(5.2.14) |ϕ(y1) − ϕ(y2)| � q|y1 − y2| , 0 < q < 1 ;
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ii. pentru cel puţin un x0 ∈ I, ϕ(x0) ∈ I ;

iii. intervalul T =

{
x ∈ R; |x− x1| �

q

1 − q
|x1 − x0|

}
, unde x1 = ϕ(x0),

este conţinut ı̂n I,

atunci au loc proprietăţile:

j. ecuaţia (5.2.2) are o singură rădăcină x ı̂n mulţimea T ;

jj. şirul (xn)n≥0 generat de (5.2.3) este convergent şi x = limxn;

jjj. au loc relaţiile

(5.2.15)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
|x− xn| �

qn

1 − q
|x1 − x0| , pentru orice n = 1, 2, . . . ,

|x− xn+1| �
q

1 − q
|xn+1 − xn| , n = 1, 2, . . . , .

Demonstraţie. Vom arăta la ı̂nceput că toate elementele şirului (xn)n≥1

generat de (5.2.3) sunt ı̂n intervalul T .
Fie x2 = ϕ(x1), atunci avem:

|x2 − x1| � |ϕ(x1) − ϕ(x0)| � q|x1 − x0| < q

1 − q
|x1 − x0|

adică x2 ∈ T .
Presupunem că x2, x3, . . . , xs ∈ T şi au loc relaţiile:

|xi − xi−1| � qi−1|x1 − x0| , i = 2, s.

Din cele de mai sus deducem:

|xs+1 − xs| = |ϕ(xs) − ϕ(xs−1)| �
� q |xs − xs−1| � qs |x1 − x0| ,

ceea ce ne arată că relaţiile

(5.2.16) |xn+1 − xn| � qn|x1 − x0|,
sunt verificate pentru orice n ∈ N, n ≥ 2.

Din (5.2.16) pentru orice s ≥ 2 deducem

|xs+1 − x1| � |xs+1 − xs| + |xs − xs−1| + · · · + |x2 − x1| �
�

(
qs + qs−1 + · · · + q

) |x1 − x0| � q

1 − q
|x1 − x0|,
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ceea ce ne arată că xs+1 ∈ T .
Folosind cele de mai sus, consecinţele jj. şi jjj. se dovedesc ı̂n mod analog
ca la Teorema 5.2.1.

Fie acum ϕ∗ : [a, b] → R pentru care admitem că ı̂mpreună cu ϕ verifică
relaţiile:

(5.2.17) |ϕ(x) − ϕ∗(x)| � ε , pentru orice x ∈ [a, b],

unde ε > 0 este un număr dat care se alege, aşa cum vom vedea ı̂n cele
ce urmează, ı̂n concordanţă cu precizia dorită pentru aproximarea rădăcinii
ecuaţiei date.

În cele ce urmează, alături de metoda de iteraţie

(5.2.18) xn+1 = ϕ(xn), x0 ∈ [a, b] n = 0, 1, . . . ,

vom considera şi metoda:

(5.2.19) ξn+1 = ϕ∗(ξn), n = 0, 1, . . . , ξ0 = x0

care aproximează numeric metoda (5.2.18).
Are loc următoarea teoremă:

Teorema 5.2.4. Dacă funcţia ϕ verifică condiţiile Teoremei 5.2.3, ϕ∗ verifică
(5.2.17) şi ı̂n plus, intervalul

T ∗ =
{
x ∈ R : |x− ξ1| � q

1 − q
|ξ1 − ξ0| + 2δ

}
unde δ =

ε

1 − q
,

este conţinut ı̂n intervalul [a, b], atunci procedeul (5.2.19) poate continua
indefinit, astfel ı̂ncât elementele şirului (ξn)n≥0 să aparţină intervalului T ∗.
Elementele şirurilor (xn)n≥0 şi (ξn)n≥0 generate de (5.2.18) respectiv (5.2.19)
verifică relaţiile |xn − ξn| � δ, n = 1, 2, . . . . Rădăcina x a ecuaţiei (5.2.2)
aparţine intervalului

T̂ =
{
x ∈ R; |x− ξ1| � q

1 − q
|ξ0 − ξ1| + δ

}
.

Demonstraţie. Arătăm că intervalul T din ipoteza iii. a Teoremei 5.2.3
este cuprins ı̂n intervalul T̂ .

Fie x ∈ T , atunci |x− x1| �
q

1 − q
|x1 − x0|, dar |x1 − x0| = |x1 − ξ1| +

|ξ1 − ξ0|, deoarece am presupus că ξ0 = x0.
Folosind inegalitatea de mai sus avem:

|x− ξ1| � |x− x1| + |x1 − ξ1| � q

1 − q
|ξ1 − ξ0| + |x1 − ξ1| .



162 Convergenţa metodelor de iteraţie

Dar pentru |x1 − ξ1|, ţinând cont de egalitatea ξ0 = x0, are loc relaţia:

|x1 − ξ1| = |ϕ(x0) − ϕ∗(ξ0)| � |ϕ(x0) − ϕ(ξ0)| + |ϕ(ξ0) − ϕ∗(ξ0)| � ε.

Din relaţiile de mai sus deducem:

|x− ξ1| � q

1 − q
|ξ1 − ξ0| + ε

din care cu atât mai mult avem:

(5.2.20) |x− ξ1| � q

1 − q
|ξ1 − ξ0| + ε

1 − q
=

q

1 − q
|ξ1 − ξ0| + δ ,

ceea ce ne arată că x ∈ T̂ .
Deoarece rădăcina x a ecuaţiei (5.2.2) aparţine intervalului T şi T ⊆ T̂ ,

rezultă x ∈ T̂ .
În continuare vom arăta că elementele şirului (ξn)n≥0 sunt cuprinse ı̂n

intervalul T ∗. Pentru orice n ∈ N au loc relaţiile

|xn+1 − ξn+1| = |ϕ(xn) − ϕ∗(ξn)| � |ϕ(xn) − ϕ(ξn)| + |ϕ(ξn) − ϕ∗(ξn)|
� q|xn − ξn| + ε .

În relaţiile de mai sus să notăm cu θi = |xi − ξi|, θ0 = 0, i = 0, 1, . . . , .
Rezultă imediat că au loc relaţiile

θn+1 � qn+1θ0 + ε
(
1 + q + q2 + · · · + qn+1

)
� ε

1 − q
= δ ,

adică pentru orice n ∈ N au loc relaţiile

|xn+1 − ξn+1| � δ .

Folosind ultimele inegalităţi şi (5.2.20) deducem:

|ξn − ξ1| � |ξn − xn| + |xn − ξ1| � δ +
q

1 − q
|ξ1 − ξ0| + δ

=
q

1 − q
|ξ1 − ξ0| + 2δ , n = 2, 3, . . . ,

ceea ce ne arată că ξn ∈ T ∗. Cu aceasta teorema este demonstrată.

Teorema 5.2.4 nu asigură convergenţa şirului (ξn)n≥0 chiar dacă şirul
(xn)n≥0, ce verifică ipotezele Teoremei 5.2.3, este convergent.

Evident, dacă funcţia ϕ∗ verifică condiţia lui Lipschitz cu constanta
subunitară, este clar că şirul (ξn)n≥0 este convergent.
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În practică, ı̂n general, nu cunoaştem apriori valorile exacte ale funcţiei
ϕ∗, dar ştim că ele respectă o anumită distanţă faţă de valorile lui ϕ.

Aceasta fiind situaţia, chiar dacă convergenţa şirului (ξn)n≥0, ı̂n ipotezele
noastre, nu poate fi dovedită, ne propunem să evaluăm distanţa dintre ele-
mentele şirului ı̂n cauză şi rădăcina x a ecuaţiei (5.2.2).

În cele ce urmează vom admite două criterii diferite de oprire a iteraţiilor.
În primul caz dorim să oprim calculele la acel pas, pentru care

(5.2.21) |ξn+1 − ξn| < η

unde η > 0 este un număr real dat.
Deoarece, aşa cum am specificat mai sus, ipotezele noastre nu asigură

convergenţa şirului (ξn)n≥0, numărul η nu poate fi oricât de mic.
Este necesar deci, să ne asigurăm, prin alegerea unui număr η potrivit,

că relaţia (5.2.21) poate avea loc la un anumit pas de iteraţie.
În acest sens avem:

|ξi+1 − ξi| = |ϕ∗(ξi) − ϕ∗(ξi−1| � |ϕ∗(ξi) − ϕ(ξi)|
+ |ϕ(ξi) − ϕ(ξi−1)| + |ϕ(ξi−1) − ϕ∗(ξi−1)|
� q |ξi − ξi−1| + 2ε, i = 1, 2, . . . .

Din relaţiile de mai sus rezultă inegalităţile

|ξn+1 − ξn| � qn|ξ1 − ξ0| + 2ε
1 − q

= qn|ξ1 − ξ0| + 2δ, n = 1, 2, . . . .

Este clar acum că dacă alegem η > 2δ, atunci există n′ ∈ N pentru care dacă
n > n′ are loc (5.2.21).

În ipoteza că ξn+1 şi ξn verifică (5.2.21), vom evalua distanţa ı̂ntre ξn+1

şi x. Avem:

|ξn+1 − x| � |ϕ∗(ξn) − ϕ(x)| � |ϕ∗(ξn) − ϕ(ξn)| + |ϕ(ξn) − ϕ(x)|
� ε+ q |ξn − x| � ε+ q |ξn − ξn+1| + q |ξn+1 − x| ,

de unde rezultă

(5.2.22) |ξn+1 − x| � ε+ qη

1 − q

inegalitate ce ne oferă o evaluare aposteriorii a erorii.
În cel de-al doilea caz, vom presupune că de la un anumit pas, şirul

(ξn)n≥0 devine periodic, ceea ce ı̂n practică se ı̂ntâmplă destul de frecvent.
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Aceasta ı̂nseamnă că există n′ ∈ N şi m ∈ N astfel ı̂ncât pentru orice n > n′

au loc relaţiile:

(5.2.23) ξn+m = ξn , m− fix.

Evident, dacă relaţia (5.2.23) este satisfăcută, atunci continuarea calculelor
cu relaţia (5.2.19) nu mai are rost.

Vom evalua eroarea ı̂n cazul când relaţia (5.2.23) este verificată.
Fie p > n′, atunci pentru n = p, p+ 1, . . . , p+m− 1 avem

|ξp+m − x| � qm |ξp+n − ξp| + qm |ξn+p − x| + ε
1 − qm

1 − q

de unde rezultă

|ξp+m − x| � qm

1 − qm
|ξp+m − ξp| + ε

1 − q

dar cum ξp+m = ξp, avem:

(5.2.24) |ξn − x| � ε

1 − q
= δ ,

adică evaluarea erorii ı̂n cel de-al doilea caz.
Următoarea teoremă ne asigură existenţa rădăcinii ecuaţiei

(5.2.25) f(x) = 0 .

Teorema 5.2.5. Dacă δ > 0 este un număr real şi f o funcţie definită,
continuă şi derivabilă pe I = [x0− δ, x0 + δ], x0 ∈ R şi dacă f verifică relaţia
|f(x0)| < mδ, unde m = inf

x∈I

|f ′(x)| şi m > 0, atunci ecuaţia (5.2.25) are o

singură rădăcină x ∈ I.

Demonstraţie. Pentru precizarea ideilor vom presupune că f(x0) > 0.
Deoarece m > 0, rezultă că funcţia f nu are extreme locale ı̂n interiorul lui I

şi deci ı̂şi atinge marginile ı̂n punctele x0−δ şi x0+δ0. Cum f ′(x) �= 0 pentru
orice x ∈ I, rezultă că f este monotonă şi f ı̂şi atinge marginea inferioară
ı̂ntr-un punct ξ care coincide cu unul din capetele lui I. Aplicând formula
creşterilor finite avem:

f(x0) − f(ξ) = f ′(η)(x0 − ξ) ,

unde η ∈ (x0 − δ, x0 + δ).
Deoarece ξ este punct de minim, rezultă

f(x0) − f(ξ) = |f ′(η)| |x0 − ξ| ≥ mδ .
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Din ultima inegalitate şi din ipoteza |f(x0)| < mδ deducem

f(x0) − f(ξ) > f(x0)

adică f(ξ) < 0. Dacă acum ţinem cont că f(x0) > 0 şi folosim continuitatea
şi monotonia lui f , rezultă că există ı̂n mod unic x din intervalul deschis
determinat de x0 şi ξ, x rădăcină a ecuaţiei (5.2.25).

Rădăcinile ecuaţiei (5.2.2) se mai numesc şi puncte fixe ale funcţiei ϕ.
Fie ϕ : [a, b] → R şi x ∈ [a, b] un punct fix, unde a, b ∈ R, a < b. Notăm

cu V (x) = (x− δ, x+ δ), unde δ ∈ R, δ > 0, astfel ı̂ncât V (x) ⊂ [a, b].
Pentru determinarea punctelor fixe ale funcţiei ϕ, considerăm şirul (xn)n≥0

determinat de metoda iterativă (5.2.3). În raport cu comportarea şirurilor
(xn)n≥0 ı̂n funcţie de alegerea punctului iniţial x0 ∈ V (x), punctele fixe ale
funcţiei ϕ se clasifică ı̂n două clase: puncte fixe atractive sau puncte fixe
repulsive.

Definiţia 5.2.1. Punctul fix x al funcţiei ϕ se numeşte punct fix atractiv
dacă există o vecinătate a sa V (x) astfel ı̂ncât putem alege cel puţin un
x0 ∈ V (x)\{x} aşa ı̂ncât şirul (xn)n≥0, generat de (5.2.3), cu elementul
iniţial x0, să fie convergent şi limxn = x.

Definiţia 5.2.2. Punctul fix x al funcţiei ϕ se numeşte repulsiv dacă pen-
tru orice vecinătate V (x) a lui x, V (x) ⊆ [a, b], orice alegere a lui x0,
x0 ∈ V (x)\{x} ca punct iniţial ı̂n metoda (5.2.3), aceasta ne conduce la
un şir (xn)n≥0 divergent.

Următorul rezultat ne furnizează criterii suficiente pentru ca punctul fix
x să fie atractiv, respectiv repulsiv.

Teorema 5.2.6. Fie x ∈ [a, b], un punct fix al funcţiei ϕ : [a, b] → R. Dacă
funcţia ϕ este derivabilă pentru orice x ∈ V (x), atunci dacă |ϕ′(x)| < 1, x
este punct fix atractiv, iar dacă |ϕ′(x)| > 1, x este punct repulsiv.

Demonstraţie. Presupunem că |ϕ′(x)| < 1, atunci există p ∈ (0, 1) astfel
ı̂ncât |ϕ′(x)| < p. Există de asemenea o vecinătate V (x) = (x− δ, x+ δ) ⊂
[a, b], astfel ı̂ncât pentru orice x ∈ V (x) este verificată relaţia∣∣∣∣ϕ(x) − ϕ(x)

x− x

∣∣∣∣ � p .

Fie x0 ∈ V (x), atunci relaţia de mai sus şi metoda (5.2.3), ne conduce la
relaţia ∣∣∣∣x1 − x

x0 − x

∣∣∣∣ � p
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sau
|x1 − x| � p |x0 − x| .

Din relaţia 0 < p < 1 rezultă că x1 ∈ V (x). Fie xi ∈ V (x), pentru i =
0, 1, . . . , s. Atunci, procedând ca mai sus, avem∣∣∣∣xs+1 − x

xs − x

∣∣∣∣ � p

adică
|xs+1 − x| � p |xs − x| ,

ceea ce ı̂nseamnă că pentru orice n ∈ N, şirul (xn)n≥0 verifică relaţiile:

|xn+1 − x| � p |xn − x| , n = 0, 1, . . . , .

Din ultima relaţie deducem

|xn+1 − x| � pn+1|x0 − x| , n = 0, 1, . . . ,

de unde rezultă
lim

n→∞xn+1 = x .

Dacă trecem la limită ı̂n (5.2.3) şi ţinem cont de faptul că ϕ este continuă ı̂n
x, rezultă x = ϕ(x), adică limita de mai sus a şirului (xn)n≥0 este punctul
fix al lui ϕ.

Pentru cea de-a doua parte a teoremei, observăm că, din faptul că
|ϕ′(x)| > 1, rezultă că există q > 1 astfel ı̂ncât |ϕ′(x)| > q. De aseme-
nea există o vecinătate V ′(x) = (x− δ′, x+ δ′) ⊂ [a, b] astfel ı̂ncât∣∣∣∣ϕ(x) − ϕ(x)

x− x

∣∣∣∣ ≥ q

pentru orice x ∈ V ′(x). Ţinând cont de (5.2.3) din relaţia de mai sus rezultă∣∣∣∣x1 − x

x0 − x

∣∣∣∣ ≥ q > 1 ,

unde x0 ∈ V ′(x) este un element arbitrar din mulţimea considerată.
Din relaţia de mai sus rezultă:

|x1 − x| ≥ q|x0 − x| ,
adică x1 se află la o distanţă mai mare de x decât distanţa dintre x0 şi x.
Este uşor de observat că şi celelalte elemente ale lui (xn)n≥0 verifică relaţia
semnalată mai sus.
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Ceea ce deranjează ı̂n condiţiile impuse de Teorema 5.2.6 este faptul că
trebuie să cunoaştem valoarea derivatei funcţiei ϕ ı̂n x sau eventual margini
ale acestei valori.

Pentru determinarea rădăcinilor ecuaţiei (5.2.1) prin metoda iterativă,
aceasta trebuie pusă ı̂n prealabil sub forma (5.2.2).

Dacă punem, de exemplu, ϕ(x) = x − f(x), atunci ϕ′(x) = 1 − f ′(x)
şi relaţia |ϕ′(x)| < 1 pentru orice x ∈ [a, b], ne conduce la 0 < f ′(x) < 2.
Ultima inegalitate ne arată că, pentru ca |ϕ′(x)| < 1, funcţia f(x) trebuie
să fie strict monotonă cel puţin ı̂ntr-o vecinătate a punctului fix x.

Relaţia f ′(x) > 0 pentru orice x ∈ V (x), poate fi realizată dacă x
este rădăcină simplă a ecuaţiei f(x) = 0 respectiv −f(x) = 0. Cea de-a
doua cerinţă f ′(x) < 2 poate fi ameliorată dacă considerăm pentru ϕ relaţia
ϕ(x) = x − cf(x), unde c ∈ R. Determinăm valoarea lui c astfel ı̂ncât
|ϕ′(x)| < 1. Presupunem că există m, M ∈ R, m > 0, M > 0 astfel ı̂ncât
m < f ′(x) < M , pentru orice x ∈ [a, b]. Atunci dacă presupunem că c > 0,
avem ∣∣ϕ′(x)

∣∣ � max {|1 − cm|, |1 − cM |} .

Se constată imediat că dacă luăm c =
2

M +m
, atunci funcţia F (c) =

max {|1 − cM |, |1 − cm|} ia cea mai mică valoare. Valoarea minimă este

F (c) =
M −m

M +m

Din cele de mai sus rezultă că pentru rezolvarea ecuaţiei f(x) = 0, dacă
f ′(x) > 0 şi m < f ′(x) < M pentru orice x ∈ [a, b], atunci

ϕ(x) = x− 2
M +m

f(x)

verifică relaţia
|ϕ′(x)| < 1

pentru orice x ∈ [a, b].
Din ipoteza m < f ′(x) < M rezultă

2m
M +m

<
2f ′(x)
M +m

<
2M

M +m
pentru x ∈ [a, b]

sau

− 2m
M +m

> − 2f ′(x)
M +m

> − 2M
M +m

adică

1 − 2m
M +m

> 1 − 2f ′(x)
M +m

> 1 − 2M
M +m
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sau
M −m

M +m
> 1 − 2f ′(x)

M +m
>
m−M

M +m
,

ceea ce ne arată că ∣∣ϕ′(x)
∣∣ < M −m

M +m
< 1

pentru orice x ∈ [a, b].

5.3 Convergenţa metodei iteraţiei simple cu mai
mulţi paşi

Considerăm din nou ecuaţia

(5.3.1) x = ϕ(x)

unde ϕ : I → I şi I ⊆ R este un interval al axei reale. Alături de funcţia ϕ,
mai considerăm o funcţie g : I

s → I, adică g este o funcţie de s variabile.
Presupunem că restricţia funcţiei g la diagonala mulţimii Is coincide cu ϕ,
adică are loc relaţia

(5.3.2) g(x, x, . . . , x) = ϕ(x)

pentru orice x ∈ I.
Fie x0, x1, . . . , xs−1 ∈ I, atunci putem genera şirul (xn)n≥0, astfel

(5.3.3) xs+p = g(xp, xp+1, . . . , xp+s−1), p = 0, 1, . . .

Metoda de iteraţie (5.3.3) o vom numi metodă iterativă cu s paşi.
În ceea ce priveşte convergenţa şirului (xn)n≥0 generat de (5.3.3), are

loc următoarea teoremă.

Teorema 5.3.1. Dacă funcţiile g şi ϕ verifică următoarele condiţii:

i. pentru orice u1, u2, . . . , us ∈ I, g(u1, u2, . . . , us) ∈ I;

ii. g ı̂mpreună cu ϕ verifică relaţia (5.3.2);

iii. există numerele reale αi � 0, i = 1, s nu toate nule, care ı̂n plus verifică
relaţia

(5.3.4) α1 + α2 + · · · + αs < 1 ,
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astfel ı̂ncât pentru orice u1, u2, . . . , us, us+1 ∈ I, este verificată inegalitatea

|g(u1, u2, . . . , us) − g(u2, u3, . . . , us+1)|(5.3.5)
� α1|u1 − u2| + · · · + αs|us − us+1| .

Atunci şirul (xn)n≥0 generat de (5.3.3) este convergent pentru orice valori
iniţiale x0, x1, . . . , xs−1 ∈ I. Dacă notăm cu x = lim

n→∞xn, atunci x ∈ I şi
este unicul punct fix al lui ϕ din I.

Demonstraţie. Din condiţia (5.3.5) şi ipoteza i. rezultă următoarele ine-
galităţi

(5.3.6) |xn+1 − xn|
= |g(xn−s+1, xn−s+2, . . . , xn) − g(xn−s, xn−s+1, . . . , xn−1)|
� α1|xn−s+1 − xn−s| + α2|xn−s+2 − xn−s+1| + · · · + αs|xn − xn−1|

pentru orice n = s, 2s+ 1, . . . , .

Notăm ρi = |xi−xi−1|, i = 1, 2, . . . , şi cu α = max
{
ρ1,

ρ2

q
,
ρ3

q2
· · · ρs

qs−1

}
,

unde q este unica rădăcină pozitivă a ecuaţiei; (Teorema 5.1.6)

(5.3.7) P (u) = us − αsu
s−1 − αs−1u

s−2 − · · · − α2u− α1 = 0.

Este uşor de văzut că, dacă αi, i = 1, s verifică (5.3.4), atunci 0 < q < 1.
Din cele de mai sus rezultă

(5.3.8) ρ1 � α, ρ2 � αq, ρ3 � αq2, . . . , ρs � αqs−1 .

Din (5.3.7), ţinând cont de notaţiile adoptate, rezultă relaţiile:

(5.3.9) ρn+1 � αsρn + αs−1ρn−1 + · · · + α2ρn−s+2 + α1ρn−s+1

pentru n = s, s+ 1, . . . .
Din (5.3.9) şi (5.3.8), ţinând cont că q este rădăcina ecuaţiei (5.3.7), avem:

ρs+1 � αsαq
s−1 + αs−1αq

s−2 + · · · + α2αq + α1α

= α
(
αsq

s−1 + αs−1q
s−2 + · · · + α2q + α1

)
= αqs

adică are loc relaţia
ρs+1 � αqs .

Este uşor de arătat că sunt ı̂n general valabile relaţiile

(5.3.10) ρs+p � αqs+p−1 , pentru orice p = 1, 2, . . . .
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Din (5.3.10) rezultă fără dificultate relaţiile

(5.3.11) |xn+m − xn| �
m−1∑
i=0

ρn+i � α
m−1∑
i=0

qn+i−1 ≤ αqn−1

1 − q
,

pentru orice m ∈ N.
Din (5.3.11) şi relaţia q < 1 rezultă că şirul (xn)n≥0 verifică condiţia lui

Cauchy şi deci este convergent.
Fie x = limxn, atunci pentru m→ ∞ din (5.3.11) rezultă

(5.3.12) |x− xn| � αqn−1

1 − q
.

Din (5.3.3) şi (5.3.2), trecând la limită pentru p → ∞, rezultă că x este
punct fix al lui ϕ.
Din (5.3.12) observăm că viteza de convergenţă a metodei de iteraţie de
forma:

(5.3.13) xn+1 = g(xn, xn−1, . . . , xn−s+1, n = s− 1, s, s+ 1, . . .
x1, x2, . . . , xs ∈ .......

este cu atât mai mare cu cât rădăcina pozitivă q a ecuaţiei (5.3.7) este
mai mică. Funcţia g fiind aleasă, ne propunem ı̂n continuare să stabilim ı̂n
(5.3.13) un algoritm, pentru care ecuaţia corespunzătoare de forma (5.3.7)
să admită rădăcina pozitivă cea mai mică.

Fie deci i0, i1, . . . , is−1, o permutarea oarecare a numerelor 0, 1, . . . , s−1.
Atunci i0 +n− s+ 1, i1 +n− s+ 1, . . . , is−1 +n− s+ 1 este o permutare ce
corespunde numerelor n− s+ 1, n− s+ 2, . . . , n. Corespunzător permutării
de mai sus obţinem o nouă metodă de forma (5.3.13), adică

(5.3.14) xn+1 = g
(
xi0+n−s+1, xi1+n−s+1, . . . , xis−1+n−s+1

)
, n = s−1, s, . . .

În acest fel, pornind de la funcţia dată g, putem genera s! metode de iteraţie
cu s paşi, ı̂n general distincte.

Teorema 5.3.1 ne arată că, ı̂n anumite ipoteze, fiecare din aceste s!
metode converge către punctul fix al lui ϕ. Problema care se pune ı̂nsă
este aceea de a determina din cele s! metode pe aceea care este optimală,
adică cea care converge cel mai rapid.

Fie a1, a2, . . . , as ∈ R, care verifică relaţiile

(5.3.15) a1 � a2 � a3 � · · · � as−1 � as ≥ 0
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şi

(5.3.16) 0 <
s∑

i=1

ai < 1 .

Sistemului de numere ai, i = 1, s precizat mai sus, ı̂i ataşem următoarele
ecuaţii:

(5.3.17) P (u) = us − a1u
s−1 − · · · − as−1u− as = 0

(5.3.18) Q(u) = us − asu
s−1 − · · · − a2u− a1 = 0

şi

(5.3.19) R(u) = us − ai1u
s−1 − ai2u

s−2 − · · · − ais−1u− ais = 0

unde (i1, i2, . . . , is) este o permutare oarecare a numerelor (1, 2, . . . , s).
Fie α rădăcina ecuaţiei P (u) = 0, β rădăcina ecuaţiei Q(u) = 0 şi γ

rădăcina ecuaţiei R(u) = 0 unde r �= α şi γ �= β. Are loc o teoremă analogă
cu Teorema 5.1.8.

Teorema 5.3.2. Dacă ai, i = 1, s verifică relaţiile (5.3.15) şi (5.3.16),
atunci orice ecuaţie de forma (5.3.19) are o singură rădăcină pozitivă şi
subunitară şi rădăcinile celor 3 ecuaţii verifică relaţiile

(5.3.20) 0 < α < γ < β < 1.

Demonstraţie. Faptul că ecuaţiile de forma (5.3.18) au o singură rădăcină
pozitivă, se demonstrează analog ca la Teorema 5.1.6. Faptul că orice ecuaţie
de forma menţionată admite o rădăcină pozitivă subunitară rezultă din
relaţiile R(0) ≤ 0 şi R(1) > 0. Inegalitatea (5.3.16) ne arată că cel puţin
unul din coeficienţii ai, i = 1, s ecuaţiei (5.3.19) este pozitiv şi deci ecuaţia
(5.3.19) are rădăcină pozitivă.

Pentru relaţiile (5.3.20), procedând ca la Teorema 5.1.8, se arată imediat
că R(α) < 0 şi R(β) > 0, folosind relaţiile (5.3.15) şi (5.3.16) şi faptul că
0 < α < 1 şi 0 < β < 1.

Presupunem că ϕ şi g verifică ipotezele Teoremei 5.3.1 şi rearanjăm
numerele αi, i = 1, n din condiţia iii. (Teorema 5.3.1) astfel ı̂ncât

(5.3.21) αi1 � αi2 � · · · � αis−1 � αis � 0

şi punem

(5.3.22) aj = αij , j = 1, s .
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În continuare considerăm aplicaţia h : Is → I dată de relaţia

(5.3.23) h(u1, u2, . . . , us) = g (ui1 , ui2 , . . . , uis)

unde (i1, i2, . . . , is) este permutarea numerelor (1, 2, . . . , s) ce corespunde
relaţiei (5.3.21).

Din (5.3.5), obţinem pentru h următoarea relaţie

|h(u1, u2, . . . , us) − h(u2, u3, . . . , us+1)| �
s∑

j=1

aj |uj+1 − uj |

pentru orice u1, u2, . . . , us, us+1 ∈ I, unde evident sunt verificate relaţiile:

(5.3.24) a1 � a2 � · · · � as−1 � as � 0

şi

0 <
s∑

i=1

ai < 1 .

Considerăm, pentru rezolvarea ecuaţiei (5.3.1), metoda de iteraţie

(5.3.25) xn+1 = h(xn, xn−1, . . . , xn−s+1), n = s− 1, s, . . .

unde x0, x1, . . . , xs−1 ∈ I.
În condiţiile Teoremei 5.3.1, din (5.3.12) rezultă că pentru evaluarea

erorii, ı̂n procedeul (5.3.25) se obţine cea mai mică delimitare atunci când
ecuaţia corespunzătoare de forma (5.3.7) are rădăcina pozitivă cea mai mică.

Din Teorema 5.3.2 şi cele comentate mai sus, rezultă:

Teorema 5.3.3. În condiţiile Teoremei 5.3.1, dintre toate cele s! metode,
metoda iterativă cu s paşi, pentru care se obţine cea mai bună delimitare a
erorii dată de (5.3.12), este cea dată de (5.3.25), cu h definită prin relaţia
(5.3.23) şi care corespunde ordinei descrescătoare a constantelor ai, i = 1, s.

5.4 Criterii generale de convergenţă a şirurilor de
aproximare a rădăcinilor ecuaţiilor

În acest paragraf vom studia condiţii suficiente pentru ca o metodă it-
erativă, sau mai general un şir de numere reale să fie convergent către o
rădăcină x a unei ecuaţii.

Fie I = [a, b], un interval al axei reale şi ecuaţia

(5.4.1) f(x) = 0
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unde f : [a, b] → R.
Ataşăm ecuaţiei (5.4.1) un şir (xn)n≥0, xn ∈ [a, b], n = 0, 1, . . . şi un număr
natural s � 2.

Ne propunem să dăm condiţii suficiente pentru ca şirul (xn)n≥0 să fie
convergent, şi dacă x = limxn, atunci f(x) = 0 şi ı̂n plus ordinul de
convergenţă al şirului considerat să fie s.

În legătură cu cele semnalate mai sus are loc următoarea teoremă:

Teorema 5.4.1. Dacă şirul (xn)n≥0, funcţia f , numărul natural s � 2 şi
numărul real şi pozitiv δ verifică condiţiile:

i. intervalul ∆ = [x0 − δ, x0 + δ] ⊆ [a, b];
ii. funcţia f este derivabilă până la ordinul s inclusiv pe fiecare punct al

intervalului ∆ şi

(5.4.2) sup
x∈∆

∣∣∣f (s)(x)
∣∣∣ = M < +∞ ;

iii. există o constantă α ∈ R, α � 0, astfel ı̂ncât pentru orice n =
0, 1, . . . , au loc relaţiile

(5.4.3)

∣∣∣∣∣
s−1∑
i=0

1
i!
f (i)(xn) (xn+1 − xn)i

∣∣∣∣∣ � α|f(xn)|s ;

iv. există o constantă β ∈ R, β > 0 astfel ı̂ncât pentru orice n = 0, 1, . . . ,
au loc relaţiile

(5.4.4) |xn+1 − xn| � β|f(xn)| ;

v. constantele α, β,M şi δ verifică relaţiile

(5.4.5) ρ0 = v|f(x0)| < 1 ;

şi

(5.4.6)
βρ0

v(1 − ρ0)
� δ ,

unde

v =
(
α+

Mβs−1

s!

) 1
s−1

.

Atunci au loc următoarele proprietăţi:
j. şirul (xn)n�0 este convergent şi dacă x = limxn, atunci f(x) = 0;
jj. x ∈ ∆;
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jjj. |xn+1 − xn| �
βρsn

0

v
, n = 0, 1, . . . ,;

jv. |x− xn| �
βρsn

0

v (1 − ρsn

0 )
, n = 0, 1, . . . ;

v. |f(xn)| �
ρsn

0

v
, n = 0, 1, . . . .

Demonstraţie. În condiţiile impuse ı̂n teoremă, vom arăta că elementele
şirului (xn)n�0 sunt conţinute ı̂n intervalul ∆.

Pentru x1 din ipoteza iv. avem

|x1 − x0| � β|f(x0)| =
βv|f(x0)|

v
≤ βρ0

v
<

βρ0

v(1 − ρ0)
� δ

adică x1 ∈ ∆.
Din ipotezele ii., iii. şi iv., aplicând formula lui Taylor, avem:

|f(x1)| �
∣∣∣∣∣f(x1) −

s−1∑
i=0

1
i!
f (i)(x0)(x1 − x0)i

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
s−1∑
i=0

1
i!
f (i)(x0)(x1 − x0)i

∣∣∣∣∣
� M

s!
|x1 − x0|s + α|f(x0)|s �

(
Mβs

s!
+ α

)
|f(x0)|s

de unde ţinând cont de v. obţinem

|f(x1)| � vs−1|f(x0)|s .
Presupunem ı̂n continuare că au loc relaţiile
a) xi ∈ ∆, i = 1, 2, . . . , k;

b) |xi − xi−1| �
βρsi−1

0

v
, i = 1, 2, . . . , k;

c) |f(xi) � vs−1 |f(xi−1)|, i = 1, 2, . . . , k.

În ipotezele de mai sus şi vom arăta că au loc relaţiile:
α). xk+1 ∈ ∆;

β). |xk+1 − xk| �
βρsk

0

v
;

γ). |f(xk+1)| � vs−1 |f(xk)|s.
Din relaţiile c) deducem fără dificultate relaţiile:

v |f(xi)| � [v|f(x0)|]s
i

, i = 1, 2, . . . , k

adică

(5.4.7) |f(xi)| � ρsi

0

v
, i = 1, 2, . . . , k .
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Din relaţia de mai sus şi iv. avem

(5.4.8) |xk+1 − xk| � β |f(xk)| � βρsk

0

v
,

adică relaţia β).
În continuare folosind b) şi β) avem:

|xk+1 − x0| �
k∑

i=0

|xi+1 − xi| � β

v

k∑
i=0

ρsi

0

� βρ0

v

(
1 + ρs−1

0 + ρs2−1
0 + · · · + ρsk−1

0

)
de unde ţinând cont că s ≥ 2 şi ρ0 < 1, deducem

|xk+1 − x0| � βρ0

v(1 − ρ0)
,

ceea ce ne arată că xk+1 ∈ ∆.
Pentru relaţia γ), folosind formula lui Taylor, deducem:

|f(xk+1)| �
∣∣∣∣∣f(xk+1) −

s−1∑
i=0

1
i!
f (i)(xk) (xk+1 − xk)

i

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
s−1∑
i=0

f(xk) (xk+1 − xk)
i

∣∣∣∣∣ �
(
α+

Mβs

s!

)
|f(xk)|s

� vs−1 |f(xk)|s ,

care ı̂mpreună cu (5.4.7) ne conduce la relaţiile v.
Relaţiile b) şi (5.4.8) ne arată că proprietăţile jjj. sunt adevărate.

Pentru convergenţa şirului (xn)n≥0 folosim teorema lui Cauchy.
Din cele demonstrate mai sus rezultă, prin inducţie, că proprietăţile a) - c)
au loc pentru orice k ∈ N. Din acestea rezultă relaţia:

|xn+p − xn| �
n+p−1∑

i=n

|xi+1 − xi| � β

v

n+p−1∑
i=n

ρsi

0

� β

v
ρsn

0

n+p−1∑
i=n

1 + ρsn+1−sn

0 + · · · + ρsn+p−1−sn

0 <(5.4.9)

<
βρsn

0

v (1 − ρsn

0 )
, n = 1, 2, . . . , şi p ∈ N.
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Deoarece ρ0 < 1, rezultă că şirul (xn)n�0 este fundamental, deci conform
teoremei lui Cauchy, este convergent.

Fie x = limxn, atunci pentru p→ ∞ din (5.4.9) deducem

|x− xn| � βρsn

0

v (1 − ρsn

0 )

adică relaţia jv. Din ultima relaţie, pentru n = 0 rezultă

|x− x0| � βρ0

v (1 − ρ0)
� δ

adică relaţia jj.
Arătăm că x este rădăcină a ecuaţiei (5.4.1). Din continuitatea funcţiei

f şi din v., pentru n→ ∞ rezultă

0 � |f(x)| � lim
ρsn

0

v
= 0,

adică f(x) = 0. Cu aceasta teorema este dovedită.

Fie şirul (xn)n�0, generat de o metodă de iteraţie de forma:

(5.4.10) xn+1 = g(xn), n = 0, 1, . . . , x0 ∈ [a, b]

unde g : [a, b] → [a, b] este o funcţie de următoarea formă

g(x) = x+ ϕ(x).

O consecinţă a Teoremei 5.4.1 este următoarea

Teorema 5.4.2. Dacă funcţia ϕ, elementul x0 ∈ [a, b] şi numărul real δ > 0
se pot alege astfel ı̂ncât să fie verificate condiţiile:

i. intervalul ∆ =
{
x ∈ R

∣∣ |x− x0| � δ
} ⊆ [a, b]

ii. funcţia f este derivabilă până la ordinul s inclusiv unde s ∈ N, s ≥ 2
şi sup

x∈∆

∣∣f (s)(x)
∣∣ � M < +∞

iii. are loc relaţia∣∣∣∣∣
s−1∑
i=0

1
i!
f (i)(x)ϕi(x)

∣∣∣∣∣ � α |f(x)|s , pentru orice x ∈ ∆ ,

unde α ∈ R, α � 0;
iv. funcţia ϕ verifică relaţia

|ϕ(x)| � β |f(x)|
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pentru orice x ∈ ∆, unde β ∈ R, β > 0;
v. numerele α, β,M şi δ verifică relaţiile:

(5.4.11) ρ0 = v|f(x0)| < 1 ,

unde v =

(
α+

Mβs

s!

) 1
s−1

şi

(5.4.12)
βρ0

v(1 − ρ0)
� δ .

Atunci şirul (xn)n�0 generat de (5.4.10) are următoarele proprietăţi:
j. şirul (xn)n�0 este convergent şi dacă notăm cu x = limxn, atunci

x este soluţia ecuaţiei (5.4.1) şi x ∈ ∆;

jj. |xn+1 − xn| �
βρsn

0

v
, pentru orice n = 0, 1, . . . , ;

jjj. |x− xn| �
βρsn

0

v (1 − ρsn

0 )
, n = 0, 1, . . . , .

Demonstraţie. Teorema este o consecinţă inediată a Teoremei 5.4.1, deoarece
toate ipotezele acesteia sunt verificate de şirul (xn)n�0 generat de (5.4.10).

În continuare vom aplica Teorema 5.4.2 pentru studiul convergenţei
metodei lui Newton respectiv metodei lui Cebâşev.

Pentru metoda lui Newton, considerăm şirul (xn)n�0 generat de relaţiile

(5.4.13) xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

, x0 ∈ [a, b], n = 0, 1, . . . , .

În legătură cu convergenţa metodei (5.4.13) are loc teorema:

Teorema 5.4.3. Dacă x0 ∈ [a, b], funcţia f şi numărul δ > 0 verifică
condiţiile:

i. ∆ =
{
x ∈ R

∣∣ |x− x0| � δ
} ⊆ [a, b];

ii. funcţia f este derivabilă până la ordinul 2 inclusiv pentru orice
x ∈ ∆ şi sup

x∈∆
|f ′′(x)| � M ;

iii. f ′(x) �= 0 pentru orice x ∈ ∆ şi
1

|f ′(x)| � β, unde β ∈ R, β > 0;

iv. ρ0 =
β2M |f(x0)|

2
< 1;

v. are loc relaţia
2ρ0

BM(1 − ρ0)
� δ.
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Atunci şirul (xn)n�0 generat de (5.4.13) este convergent şi dacă notăm
cu x = limxn, rezultă că f(x) = 0.

În plus au loc relaţiile:
j. x ∈ ∆;

jj. |xn+1 − xn| �
2ρ2n

0

βM
, n = 0, 1, . . . , ;

jjj. |x− xn| �
2ρ2n

0

βM
(
1 − ρ2n

0

) , n = 0, 1, . . . , .

Demonstraţie. În Teorema 5.4.2 considerăm funcţia ϕ de forma:

ϕ(x) = − f(x)
f ′(x)

şi observăm că sunt verificate toate ipotezele Teoremei 5.4.2 ı̂n care v =
β2M

2
, deoarece cum uşor se verifică α = 0.

Rezultă că toate concluziile Teoremei 5.4.3 sunt demonstrate.

O altă metodă spre care ne vom ı̂ndrepta atenţia este cunoscută ca
metoda lui Cebâşev, dată de relaţia

(5.4.14) xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

− 1
2
f ′′(xn)f2(xn)

[f ′(xn)]3
, x0 ∈ [a, b], n = 0, 1, ..., .

Pentru studiul convergenţei acestei metode, considerăm ı̂n (5.4.10) funcţia
ϕ de forma:

ϕ(x) = − f(x)
f ′(x)

− 1
2
f ′′(x)f2(x)

[f ′(x)]3
.

Un calcul simplu ne conduce la relaţia

f(x) +
f ′(x)

1!
ϕ(x) +

1
2
f ′′(x)ϕ2(x)(5.4.15)

=
1
2

[f ′′(x)]2 f3(x)
[f ′(x)]4

+
1
8

[f ′′(x)]3 f4(x)
[f ′(x)]6

pentru orice x ∈ [a, b], ı̂n ipoteza că f este derivabilă până la ordinul 3
inclusiv pe [a, b].

Fie δ > 0 şi x0 ∈ [a, b], astfel ı̂ncât ∆ =
{
x ∈ [a, b]

∣∣ |x− x0| � δ
} ⊆ [a, b].

Presupunem că f ′′′(x) este mărginită pe ∆ şi notăm cu

M3 = sup
x∈∆

∣∣f ′′′(x)∣∣ .
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În continuare introducem următoarele notaţii:

M2 =
∣∣f ′′(x0)

∣∣ +M3δ, M1 =
∣∣f ′(x0)

∣∣ +M2δ, M0 = |f(x0)| +M1δ .

Presupunem că f ′(x) �= 0 pentru orice x ∈ ∆ şi notăm cu m = inf
x∈∆

|f ′(x)|,
evident m > 0, deoarece f ′ este continuă.

Introducem ı̂ncă următoarele notaţii:

(5.4.16) µ =
1
2
M2

2

m4

[
1 +

1
4
M2M0

m2

]
şi

(5.4.17) ν =
1
m

[
1 +

1
2
M2M0

m2

]
.

Relativ la convergenţa metodei (5.4.14), ţinând cont de ipotezele de mai sus,
are loc următoarea teoremă:

Teorema 5.4.4. Dacă f şi δ se pot alege astfel ı̂ncât pe intervalul ∆ să fie
verificate următoarele condiţii:

i. numerele µ şi ν date de relaţiile (5.4.16) şi (5.4.17) verifică relaţia

ρ0 =

√
µ+

M3ν
3

6
|f(x0)| < 1

şi
νρ0√

µ+
M3ν

3

6
(1 − ρ0)

� δ ,

atunci au loc următoarele proprietăţi:
j. şirul (xn)n≥0 generat de (5.4.14) este convergent şi dacă notăm cu

x = limxn, atunci x este rădăcină a ecuaţiei f(x) = 0 şi x ∈ ∆;
jj. au loc relaţiile

|xn+1 − xn| � νρ3n

0√
µ+

M3ν
3

6

n = 0, 1, . . . ,

şi

|x− xn| � νρ3n

0(
1 − ρ3n

0

)√
µ+

M3ν
3

6

, n = 0, 1, . . . , .
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Demonstraţie. Arătăm că sunt ı̂ndeplinite condiţiile Teoremei 5.4.2. Aplicând
formula lui Taylor avem∣∣f ′′(x)∣∣ ≤ ∣∣f ′′(x) − f ′′(x0)

∣∣ +
∣∣f ′′(x0)

∣∣ �
∣∣f ′′(x0)

∣∣ +M3 |x− x0|
�

∣∣f ′′(x0)
∣∣ +M3δ = M2, pentru orice x ∈ ∆.

Analog obţinem:

|f ′(x)| � M2δ + |f ′(x0)| = M1 , |f(x)| � M1δ + |f(x0)| = M0 ,

pentru orice x ∈ ∆.
Din (5.4.15), ţinând cont de cele de mai sus, obţinem:∣∣∣∣f(x) +

1
1!
f ′(x)ϕ(x) +

1
2!
f ′′(x)ϕ2(x)

∣∣∣∣
� 1

2
M2

2

m4

[
1 +

1
4
M2M0

m2

]
|f(x)|3

pentru orice x ∈ ∆ şi de asemenea ţinând cont de forma funcţiei ϕ, avem

|ϕ(x)| � 1
m

[
1 +

1
2
M2M0

m2

]
|f(x)| .

Folosind notaţiile introduse anterior, avem∣∣∣∣f(x) + f ′(x)ϕ(x) +
1
2
f ′′(x)ϕ2(x)

∣∣∣∣ � µ|f(x)|3

şi
|ϕ(x)| � ν|f(x)| , pentru orice x ∈ ∆.

Este evident că sunt ı̂ndeplinite ipotezele Teoremei 5.4.2 pentru α = µ şi
β = ν. Cu aceasta teorema este dovedită.

5.5 Convergenţa metodei lui Newton

Aşa cum am văzut, metoda lui Newton constă ı̂n construcţia unui şir
(xn)n≥0 folosind următoarele relaţii:

(5.5.1) xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

, n = 0, 1, . . . , x0 ∈ [a, b] .

Criteriul de convergenţă pentru metoda (5.5.1) pe care ı̂l vom expune ı̂n
cele ce urmează, ne oferă şi informaţii privind existenţa rădăcinii ecuaţiei
f(x) = 0 ı̂ntr-o vecinătate a punctului iniţial x0 ∈ [a, b].

În literatura de specialitate, teorema care urmează este atribuită lui
Cauchy (vezi [88]).
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Teorema 5.5.1. Dacă funcţia f , elementul iniţial x0 şi numărul real δ > 0
verifică ecuaţiile:

i. intervalul K0 = [x0 − δ, n0 + δ] ⊆ [a, b];
ii. funcţia f este derivabilă până la ordinul 2 inclusiv pe K0;
iii. f ′(x0) �= 0;
iv. sup

x∈k0

|f ′′(x)| � K;

v. numerele m0K şi δ verifică relaţiile

(5.5.2) h0 = m0η0K <
1
2
,

unde η0 =

∣∣∣∣∣ f(x0)
f ′(x0)

∣∣∣∣∣, m0 =
1

|f ′(x0)| şi

(5.5.3)
1 −√

1 − 2h0

h0
η0 � δ ,

atunci au loc proprietăţile:
j. şirul (xn)n�0 generat de (5.5.1) este convergent;
jj. dacă x = limxn atunci x ∈ K0 şi f(x) = 0;
jjj. are loc delimitarea

|x− xn| � 1
2n−1

(2h0)2
n−1η0 , n = 0, 1, . . . , .

Demonstraţie. Vom arăta ı̂n cele ce urmează că prin trecere de la x0 la x1

cu relaţiile (5.5.1), condiţiile i. - v. nu se schimbă.
Din (5.5.1) pentru n = 0 avem:

|x1 − x0| =
∣∣∣∣ f(x0)
f ′(x0)

∣∣∣∣ = η0 � δ,

deoarece
h0

1 −√
1 − 2h0

< 1, adică x1 ∈ K0.

În continuare avem:

(5.5.4)
1

|f ′(x1)| =
1∣∣∣∣∣1 − 1

f ′(x0)
[f ′(x0) − f ′(x1)]

∣∣∣∣∣
· 1
|f ′(x0)| � m0

1 −m0Kη0

deoarece x1 ∈ K0 şi atunci |f ′(x1) − f ′(x0)| � K |x1 − x0|.
Relaţia (5.5.4) se mai poate scrie ı̂n felul următor:

(5.5.5)
1

|f ′(x1)| � m0

1 − h0
= m1 .
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Din (5.5.5) rezultă

(5.5.6)
∣∣∣∣ f(x1)
f ′(x1)

∣∣∣∣ �

∣∣∣∣∣∣∣∣
f(x0) + f ′(x0)(x1 − x0) +

1
2
f ′′(ξ)(x1 − x0)2

|f ′(x1)|

∣∣∣∣∣∣∣∣
unde ξ aparţine intervalului deschis delimitat de x0 şi x1.

Deoarece f(x0) + f ′(x0)(x1 − x0) = 0, din (5.5.6) rezultă:∣∣∣∣ f(x1)
f ′(x1)

∣∣∣∣ � 1
2
Kη2

0m0

1 − h0
=

1
2
Kη0m0

1 − h0
η0 =

1
2

h0

1 − h0
η0 = η1 .

Deoarece are loc relaţia:
1
2

h0

1 − h0
<

1
2

care se justifică ı̂n virtutea ipotezei h0 <
1
2

. Rezultă că

(5.5.7) η1 <
1
2
.

În continuare notăm cu h1 = m1η1k şi avem:

(5.5.8) h1 =
m0

1 − h0
· 1
2
h0η0

1 − h0
K =

1
2

h2
0

(1 − h0)2
<

1
2
,

adică este verificată ipoteza (5.5.2) pentru h1.
Considerăm acum următoarele relaţii:

a) mn =
mn−1

1 − hn−1
;

b) ηn =
1
2

hn−1

1 − hn−1
ηn−1 ;

c) hn =
1
2

h2
n−1

(1 − hn−1)2
,

care pentru n = 1 am dovedit mai sus că sunt verificate.
Presupunem că relaţiile a), b) şi c) sunt verificate pentru n = s, unde am
notat:

ms =
1

|f ′(xs)| , hs = Kmsηs � 1
2
, ηs =

∣∣∣∣ f(xs)
f ′(xs)

∣∣∣∣ şi xs ∈ K0.

Aşa cum am trecut de la x0 la x1 putem trece şi de la xs la xs+1 şi este clar
că relaţiile a), b) şi c) sunt verificate şi pentru n = s+ 1.
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Din (5.5.1) rezultă:

|xs+1 − xs| =
∣∣∣∣ f(xs)
f ′(xs)

∣∣∣∣ = ηs

iar din c) rezultă succesiv:

hs � 1
2

(2h0)2
s
, s = 1, 2, . . . , .

De asemenea din b) rezultă:

ηs =
1
2

hs−1

1 − hs−1
ηs−1 � hs−1ηs−1 � . . .

� hs−1hs−2 . . . h0η0 � 1
2s

(2h0)2
s−1η0 .

Dacă notăm cu N(hs) =
1 −√

1 − 2hs

hs
, atunci este uşor de văzut că are loc

relaţia
ηsN(hs) − ηs+1N(hs+1) = ηs , s = 0, 1, . . . .

Folosind relaţia de mai sus deducem

|xs+p − xs| � ηs + ηs+1 + · · · + ηs+p−1

= ηsN(hs) − ηs+pN(hs+p) < ηsN(hs) < 2ηs

=
1

2s−1
(2h0)2

s−1 , s = 0, 1, . . . ,

şi pentru orice p ∈ N.
Ultima inegalitate ne asigură că şirul (xn)n≥0 generat de (5.5.1) este conver-
gent. Din această relaţie, pentru p→ ∞, rezultă

|x− xs| � 1
2s−1

(2h0)2
s−1 , s = 0, 1, . . .

adică delimitarea jjj. Tot din relaţia amintită avem

|xs+p − xs| � ηsN(hs)

din care, pentru p→ ∞, rezultă

|x− xs| � ηsN(hs),

din care, pentru s = 0 deducem

|x− x0| � η0N(h0),
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de unde ţinând cont de (5.5.3) rezultă

|x− x0| � η0
1 −√

1 − 2h0

h0
� δ ,

adică x ∈ K0.
Faptul că x verifică ecuaţia f(x) = 0, rezultă prin trecere la limită ı̂n

relaţiile (5.5.1), observând că f ′(xn) �= 0 pentru orice n ∈ N.

În legătură cu unicitatea rădăcinii ecuaţiei f(x) = 0, ı̂n intervalul K0,
are loc următoarea teoremă.

Teorema 5.5.2. Dacă sunt verificate condiţiile i. − iii. şi v. din Teorema
(5.5.1) iar condiţia iv. se ı̂nlocuieşte cu condiţia

iv′. sup
x→K′

0

|f ′′(x)| � K ,

unde presupunem că K ′
0 = [x0 − δ′, x0 + δ′] ⊆ [a, b] iar δ′ =

1 +
√

1 − 2h0

h0
η0,

atunci x este unica rădăcină a ecuaţiei f(x) = 0 ı̂n intervalul K0.

Demonstraţie. Fie x o rădăcină a ecuaţiei f(x) = 0, x ∈ K0. Atunci este
uşor de văzut că există 0 < θ1 < 1 pentru care

|x− x0| � θ1L(h0)η0

unde am notat L(h0) =
1 +

√
1 − 2h0

h0
.

Fie F0(x) = x − f(x)
f ′(x0)

. Avem relaţiile F ′
0(x0) = 0, x1 = F0(x0) şi

F0(x) = x. Ţinând cont de aceste relaţii avem:

|x− x1| = |F0(x) − F0(x0)| =
∣∣F0(x) − F ′

0(x0)(x− x0) − F0(x0)
∣∣

� 1
2
m0K |x− x0|2 =

1
2
m0Kθ

2
1L

2(h0)η2
0

= θ2
1L(h1)η1 ,

unde

L(h1) =
1 +

√
1 − 2h1

h1
.

Procedând ca mai sus, din aproape ı̂n aproape, este uşor de văzut că are loc
o relaţie de forma

|x− xn| � θ2n

1 L(hn)ηn
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dar

L(hn)ηn =
1 +

√
1 − 2hn

hn
ηn � 2ηn

hn
=

2
K ·mn

şi dacă ţinem cont de relaţia mn > m0 rezultă

L(hn)ηn <
2

Km0

care ne conduce la
|x− xn| � θ2n

1

2
m0K

şi deci limxn = x. Unicitatea limitei unui şir convergent ne arată că x este
unica rădăcină a ecuaţiei f(x) = 0, x ∈ K0.

În continuare vom analiza câteva rezultate privind convergenţa locală a
metodei lui newton ı̂n condiţii ı̂n care derivatele de ordinul 1 şi 2 ale funcţiei
f nu se anulează pe intervalul [a, b].

Presupunem că funcţia f este derivabilă până la ordinul 2 inclusiv pe
intervalul [a, b]. Vom analiza separat convergenţa şirului (xn)n≥0 generat de
(5.5.1) ı̂n fiecare din următoarele ipoteze:

a) f ′(x) > 0 şi f ′′(x) < 0 pentru orice x ∈ [a, b];
b) f ′(x) > 0 şi f ′′(x) > 0 pentru orice x ∈ [a, b];
c) f ′(x) < 0 şi f ′′(x) < 0 pentru orice x ∈ [a, b];
d) f ′(x) < 0 şi f ′′(x) > 0 pentru orice x ∈ [a, b].

De asemenea, vom presupune că are loc relaţia

(5.5.9) f(a) · f(b) < 0 .

Observăm că relaţia f ′(x) �= 0 pentru orice x ∈ [a, b] şi (5.5.9) ne asigură
existenţa unei singure rădăcini x ∈ [a, b], a ecuaţiei f(x) = 0.

Convenim să alegem drept punct iniţial x0 ∈ [a, b] ı̂n relaţiile (5.5.1) acel
punct pentru care

(5.5.10) f(x0)f ′′(x0) > 0 .

În ipotezele de mai sus analizăm pe rând fiecare din cazurile a) - d) ı̂n parte.
Considerăm cazul a). Deoarece f ′′(x) < 0, rezultă f ′′(x0) < 0 şi

deci din (5.5.10) rezultă f(x0) < 0, dar cum f ′(x) > 0, rezultă că f este
crescătoare şi deci x0 < x, unde x este rădăcina unică a ecuaţiei f(x) = 0.
Din relaţia

(5.5.11) x1 = x0 − f(x0)
f ′(x0)
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rezultă fără dificultate că x1 > x0. În continuare dezvoltând funcţia f după
formula lui Taylor ı̂n x0 şi ţinând cont de (5.5.11) avem:

0 = f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1
2
f ′′(ξ0)(x− x0)2

= f(x0) + f ′(x0)(x1 − x0) + f ′(x0)(x− x1) +
1
2
f ′′(ξ0)(x− x0)2

= f ′(x0)(x− x1) +
1
2
f ′′(ξ0)(x− x0)2

unde ξ ∈ (x0, x).
Din relaţia de mai sus rezultă

x− x1 = − f ′′(ξ0)
2f ′(x0)

(x− x0)2

adică x− x1 > 0, deci x1 < x.
Repetând raţionamentul de mai sus, pentru cazul când ı̂n loc de x0

punem xs, s > 0 cu condiţia f(xs) < 0, atunci uşor deducem că au loc
relaţiile:

xs < xs+1 < x , s = 0, 1, . . . , .

Şirul (xn)n≥0 generat de (5.5.1) este deci crescător şi mărginit superior, adică
convergent.

Dacă l = limxn, atunci trecând la limită ı̂n (5.5.1) pentru n → ∞,
rezultă l = x.
Relaţia

(5.5.12) x− xn = −f
′′(ξn−1)
f ′(xn−1)

(x− xn−1)
2 , ξn−1 ∈ (xn−1, x) , n = 1, 2, . . .

are loc pentru orice n ∈ N.
Cazul b). În acest caz f(x0) > 0 şi deci, ţinând cont de faptul că

f ′(x) > 0, rezultă că x0 > x.
Relaţia

x1 = x0 − f(x0)
f ′(x0)

ne arată că x1 < x0. De asemenea relaţia

x− x1 = − f ′′(ξ0)
2f ′(x0)

(x− x0)
2 , ξ0 ∈ (x, x0),

ţinând cont că f ′′(x) > 0, ne conduce la inegalitatea

x < x1, adică x < x1 < x0 .
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Repetând ca la Cazul a) raţionamentul de mai sus, pentru cazul când ı̂nlocuim
pe x0 cu un element xs > x, adică f(xs) > 0, rezultă clar că avem

x > xs+1 > xs , s = 0, 1, 1 . . .

adică şirul (xn)n�0 generat de (5.5.1) este convergent şi limita sa l = x.
Raţionamente analoage ne conduc la următoarele concluzii.

În cazul c) avem: f(x0) < 0, adică x0 > x, deoarece am presupus
că f ′(x) < 0, adică f este descrescătoare. Obţinem şi aici un şir (xn)n≥0

descrescător cu limita x.
În sfârşit ı̂n cazul d) f(x0) > 0 şi x0 < x deoarece f este descrescătoare.

În acest caz obţinem din (5.5.1) un şir (xn)n≥0 crescător, cu aceeaşi limită
x.

Cele dovedite mai sus ne arată că metoda lui Newton este convergentă
către rădăcina unică x ∈ [a, b] a ecuaţiei f(x) = 0 ı̂n toate cazurile, dacă
derivatele de ordinele 1 şi 2 nu se anulează pe [a, b] şi ı̂n plus punctul iniţial
x0 ∈ [a, b] se alege cu condiţia (5.5.10).

Este clar că ı̂n toate cazurile a) - d) au loc relaţiile (5.5.12).
Dacă notăm cu K = sup

x∈[a,b]
|f ′′(x)| şi m = inf

x∈[a,b]
|f ′(x)|, atunci din (5.5.12)

deducem:

(5.5.13) |x− xn| � K

2m
|x− xn−1|2 , n = 1, 2, . . . , .

Dacă ı̂nmulţim relaţiile de mai sus cu
K

2m
şi presupunem că

K

2m
|x− x0| =

q < 1, atunci avem:

(5.5.14) |x− xn| � 2m
K

q2
n
, n = 1, 2, . . . , .

Relaţia de mai sus ne oferă o evaluare a erorii apriori.
Din relaţia (5.3.14) şi din faptul că şirul (xn)n≥0 este convergent către

x, rezultă că pentru un n0 ∈ N evident vom avea ı̂ndeplinită condiţia

K

2m
|x− xn0 | < 1

şi deci, ı̂ncepând cu pasul n0, convergenţa şirului (xn)n≥0 generat de (5.5.1)
este pătratică, adică ordinul de convergenţă este 2.

O ı̂mbunătăţire a vitezei de convergenţă a metodei lui newton se obţine
prin construcţia şirului (xn)n≥0 de aproximaţii, folosind aşa numita metodă
Newton-Halley.
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Fie f : [a, b] → R, a, b ∈ R, a < b despre care presupunem f ∈ C4
[a,b] şi

f ′(x) > 0 pentru orice x ∈ [a, b]. Considerăm funcţia h : [a, b] → R dată de
relaţia:

(5.5.15) h(x) =
f(x)√
f ′(x)

.

Este bine cunoscut că metoda lui Halley constă ı̂n ı̂nlocuirea ı̂n metoda lui
Newton a funcţiei f cu funcţia h. Mai precis, pentru rezolvarea ecuaţiei

(5.5.16) f(x) = 0

se consideră şirul (xn)n≥0, dat de relaţiile

(5.5.17) xn+1 = xn − h(xn)
h′(xn)

, x0 ∈ [a, b], n = 0, 1, . . . , .

După cum vom vedea ı̂n cele ce urmează, avantajul metodei (5.5.17), ı̂n ceea
ce priveşte ordinul de convergenţă, faţă de metoda lui Newton, se datorează
faptului că funcţia h se bucură de proprietatea h′′(x) = 0, unde x este
rădăcina ecuaţiei (5.5.16).
Derivatele de ordinul 1 şi 2 ale funcţiei h au forma:

(5.5.18) h′(x) =
2[f ′(x)]2 − f ′′(x)f(x)

2[f ′(x)]3/2

respectiv

(5.5.19) h′′(x) =
3[f ′′(x)]2 − 2f ′′′(x)f ′(x)

4[f ′(x)]5/2
f(x) .

Din relaţiile de mai sus, obţinem:

(5.5.20) h′(x) =
[
f ′(x)

] 1
2

şi

(5.5.21) h′′(x) = 0 .

Pentru studiul convergenţei şirului (xn)n≥0, vom observa că funcţia f ′′′(x)
este mărginită pe [a, b]. De asemenea vom presupune că ecuaţia (5.5.16) are
o singură rădăcină x ∈ [a, b] care, conform ipotezei f ′(x) > 0 este unică.
Notăm cu ∆ = [x− δ, x+ δ] unde δ > 0 este un număr real pentru care
∆ ⊆ [a, b].

În ceea ce priveşte convergenţa metodei (5.5.17), are loc următoarea
teoremă:
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Teorema 5.5.3. Dacă funcţia f şi numărul δ verifică condiţiile:
i. intervalul ∆ ⊆ [a, b];
ii. f ∈ C4

(∆) şi f ′(x) > 0 pentru orice x ∈ ∆;
iii. numerele M = sup

n∈∆
|h′′′(x)|, m = inf

n∈∆
|h′(x)| şi elementul iniţial

x0 ∈ ∆, verifică condiţiile:

m > 0 şi q =

√
M

2m
|x− x0| < 1 ,

atunci şirul (xn)n�0 generat de metoda (5.5.17) este convergent şi dacă x =
limxn, atunci f(x) = 0 şi au loc relaţiile:

(5.5.22) |x− xn| �

√
2m
M

q3
n
, n = 0, 1, . . . , .

Demonstraţie. Deoarece funcţia f ∈ C4
[a,b], rezultă fără dificultate că h ∈

C3
[a,b], deoarece am presupus f ′(x) > 0 pentru orice x ∈ [a, b].

De aici rezultă că M ∈ R şi M > 0. Din formula lui Taylor obţinem

h(x) = h(x0) + h′(x0)(x− x0) +
1
2
h′′(ξ0) |x− x0|2 ,

unde ξ0 este un punct din intervalul descris, determinat de x0 şi x.
Din relaţiile de mai sus, ţinând cont de (5.5.17), pentru n = 0 avem:

(5.5.23) |x1 − x| � 1
2
|h′′(ξ0)|
|h′(x0)| |x− x0|2 .

Deoarece h′′(x) = 0 şi ξ0 ∈ [x0, x] dacă x0 < x sau ξ0 ∈ [x, x0] dacă x < x0,
rezultă relaţia∣∣h′′(ξ0)∣∣ =

∣∣h′′(ξ0) − h′′(x)
∣∣ �

∣∣h′′′(η0)
∣∣ |ξ0 − x| < M |x− x0|,

deoarece η0 este cuprins ı̂n intervalul deschis determinat de ξ0 şi x.
Din relaţia de mai sus şi (5.5.23) deducem

|x1 − x| < M

2m
|x− x0|3

şi de aici obţinem√
M

2m
|x1 − x| �

⎛⎝√
M

2m
|x− x0|

⎞⎠3

� q3 .
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Deoarece q < 1, din relaţia√
M

2m
|x1 − x| � q2

√
M

2m
|x− x0|

rezultă că |x1 − x| � |x− x0| � δ, ceea ce ne arată că x1 ∈ ∆.
Fie x0, x1, . . . , xs ∈ ∆, atunci pentru xs+1 procedând ca mai sus obţinem

|xs+1 − x| � |h′′(ξs)|
2 |h′(xs)| |x− xs|2 ,

unde ξs este cuprins ı̂n intervalul deschis determinat de xs şi x, deci |ξs − x| <
|xs − x|.

De asemenea se deduce uşor relaţia∣∣h′′(ξs)∣∣ < M |x− xs|

ţinând cont că h′′(x) = 0. Este atunci clară relaţia

|xs+1 − x| < M

2m
|x− xs|3

şi deci relaţiile

(5.5.24) |xn+1 − x| � M

2m
|xn − x|3 ,

au loc pentru orice n = 0, 1, . . . , .
Din (5.5.24) rezultă fără dificultate relaţia (5.5.22). Dacă ı̂n (5.5.22)

trecem la limită pentru n→ ∞ şi ţinem cont că 0 < q < 1, rezultă limxn =
x.

Folosind faptul că m > 0 şi trecând la limită pentru n→ ∞ ı̂n (5.5.17),
obţinem h(x) = 0, ceea ce ne conduce la f(x) = 0.

5.6 Convergenţa metodelor de tip interpolator

În acest paragraf vom studia convergenţa metodelor de iteraţie ce decurg
din polinoamele de interpolare inversă cu noduri simple de tip Lagrange şi
cu noduri multiple respectiv de tip Hermite.

În paragraful 4.4 am descris metoda iterativă ce decurge din polinomul
de interpolare inversă al lui Lagrange.

Fie deci f : [a, b] → R. Fără a restrânge generalitatea, presupunem că
f este bijectivă, adică există f−1 : f([a, b]) → [a, b].
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Presupunem că f are o rădăcină x ∈ [a, b] şi conform ipotezei de mai
sus x este unică. Considerăm n+ 1 aproximaţii iniţiale ale lui x, fie acestea
xi, i = 1, n+ 1, xi �= xj pentru i �= j. Aşa cum am văzut, (4.1.2) ne oferă o
nouă aproximaţie pentru x. Fie aceasta xn+2, dată de relaţia

(5.6.1) xn+2 = −ω1(0)
n+1∑
i=1

xi

yiω′
1(yi)

unde yi = f(xi), i = 1, n+ 1 şi ω1(x) =
n+1∏
i=1

(y − yi).

În general, dacă xk, xk+1, . . . , xk+n sunt n+ 1 aproximaţii distincte ale
lui x, următoarea aproximaţie va avea forma:

(5.6.2) xk+n+1 = −ωk(0)
n+k∑
i=k

xi

yiω′
k(yi)

, k = 1, 2, . . . ,

unde yi = f(xi), i = k, n+ k şi ωk(y) =
n+k∏
i=k

(y − yi).

Dacă presupunem acum că f este derivabilă până la ordinul n+1 inclusiv
pe [a, b] şi f ′(x) �= 0 pentru x ∈ [a, b], atunci f−1 conform cu paragraful 2.3,
are aceeaşi proprietate şi deci cu ajutorul restului ı̂n formula lui Lagrange
putem determina o margine superioară pentru diferenţa |x− xk+n+1|.

Deoarece x = f−1(0), avem:

(5.6.3)
∣∣x− xk+n+1

∣∣ �

∣∣∣∣[f−1(ξk)
](n+1)

∣∣∣∣
(n+ 1)!

|yk||yk+1| . . . |yk+n|, k = 1, 2, . . . ,

Dacă ţinem cont de relaţia

|x− xn+k+1| =
|yn+k+1|
|f ′(ηk)|

unde ηk este un punct din intervalul determinat de x şi xn+k+1, atunci din
(5.6.3) obţinem:

|f(xn+k+1| �
f ′(ηk)

[
f−1(ξk)

](n+1)

(n+ 1)!
|f(x1)|f(xk+1| . . . |f(xk+n)|, k = 1, 2, . . . ,

Fie M = sup
y∈f [a,b]

∣∣[f−1(y)](n+1)
∣∣ şi m = sup

x∈[a,b]
|f ′(x)|. Atunci din relaţia

de mai sus obţinem:

(5.6.4) |f(xn+k+1)| � mM

(n+ 1)!
|f(xk)||f(xk+1)| . . . |f(xn+k)|, k = 1, 2, . . . ,
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Presupunem că elementele şirului (xn)n≥1, rămân ı̂n intervalul [a, b]. Înmulţim

relaţiile (5.6.4) cu factorul
(

mM

(n+ 1)!

) 1
n

şi notăm cu ρi =
(

mM

(n+ 1)!

) 1
n

|f(xi)|,
i ∈ N. În acest caz (5.6.4) va avea forma

(5.6.5) ρn+k+1 � ρkρk+1 . . . ρk+n, k = 1, 2, . . . ,

În continuare considerăm ecuaţia:

(5.6.6) tn+1 − tn − tn−1 − · · · − t− 1 = 0

despre care, aşa cum am arătat ı̂n paragraful 5.1, ştim că admite o singură

rădăcină pozitivă t0 ∈
(

2(n+ 1)
n+ 2

, 2
)

.

Presupunem că ρi, i = 1, n+ 1 verifică relaţiile

(5.6.7) ρi � d
ti−1
0

0 , i = 1, n+ 1

unde 0 < d0 < 1.
Din (5.6.5) pentru k = 1, ţinând cont de (5.6.6) şi (5.6.7), obţinem:

ρn+2 � d
1+t0+···+tn0
0 = d

tn+1
0

0 .

Dacă acum presupunem că au loc relaţiile

ρk+s � d
tk+s−1
0

0 , s = 0, n,

atunci din (5.6.5), procedând ca mai sus, deducem:

ρn+k+1 � d
tk−1
0 +tk0+tk+1

0 +···+tk+n−1
0

0 = d
tk−1
0 (1+t0+···+tn0 )

0 = d
tk+n
0

0 .

Din cele de mai sus rezultă că pentru orice p ∈ N au loc relaţiile

(5.6.8) ρp � d
tp−1
0

)

Dacă ţinem cont de (5.6.8) rezultă relaţia

lim ρp = 0,

ceea ce ne conduce la relaţia:

lim |f(xp)| = 0,
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de unde, dacă ţinem cont de faptul că f este bijectivă, rezultă:

limxp = x.

Să considerăm acum relaţiile (5.6.3) pentru k = 1. Este uşor de văzut
că are loc relaţia:

(5.6.9) |x− xn+2| � Mmn+1

(n+ 1)!
|x− x1||x− x2| . . . |x− xn+1|.

Notând cu δi = m

(
Mm

(n+ 1)!

) 1
n

|x−xi|, i = 1, n+ 1, din (5.6.9) deducem

(5.6.10) δn+2 � δ1 · δ2 . . . δn+1 .

Fie ∆ = [x− δ, x+ δ] ⊆ [a, b], unde δ ∈ R, δ > 0. Presupunem că există
q ∈ R, q ∈ (0, 1), astfel ı̂ncât nodurile iniţiale xi, i = 1, n+ 1 verifică relaţiile

(5.6.11) |xi − x| �
[
(n+ 1)!
mM

] 1
n

qi−1 ,

atunci din (5.6.10) deducem:

δn+2 � q · qt0 · qt20 . . . qtn0 = qtn+1
0 ,

adică

(5.6.12) |xn+2 − x| �
[
(n+ 1)!
mM

] 1
n

qtn+1
0 .

Admitem ı̂n continuare că are loc relaţia

(5.6.13)
[
(n+ 1)!
mM

] 1
n 1
m

� δ.

Atunci din (5.6.12) deducem relaţia xn+2 ∈ ∆. Din (5.6.11), ı̂n ipoteza
(5.6.13), rezultă că şi nodurile iniţiale xi ∈ ∆, i = 1, n+ 1. Fie k ∈ N şi fie
δk � qtk−1

0 , δk+1 � qtk0 , . . . , δk+n � qtk+n−1
0 . Atunci din (5.6.3), ţinând cont

de notaţiile adoptate, rezultă relaţia

δn+k+1 � δk · δk+1 . . . δk+n � qtk−1
0 (1+t0+t20+···+tn0 ) = qtn+k

0

adică δn+k+1 � qtn+k
0 , ceea ce ne arată că pentru orice p = 1, n+ k + 1

xp ∈ ∆. Mai mult, au loc relaţiile

δp � qtp−1
0 ,
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pentru orice p = 1, 2, . . . ,. Evident, din lim δp = 0 rezultă limxp = x. O
evaluare apriorii a erorii este dată de relaţiile:

(5.6.14) |xp − x| �
[
(n+ 1)!
Mm

] 1
n 1
m
qtp−1

0 , p = 1, 2, . . . ,

Deoarece t0 verifică relaţiile
2(n+ 1)
n+ 2

< t0 < 2 pentru orice n ∈ N, este clar

că ordinul de convergenţă al metodelor de iteraţie ce decurg din polinomul
de interpolare inversă a lui Lagrange, nu poate trece peste 2.

În paragraful următor vom da o metodă prin care ordinul de convergenţă
al procedeului de iteraţie descris ı̂n acest paragraf poate fi cel puţin egal cu
numărul de noduri folosite ı̂n construcţia polinomului lui Lagrange. Înainte
de aceasta, vom pune ı̂n evidenţă două cazuri particulare ale metodei descrisă
ı̂n acest paragraf. Mai ı̂ntâi vom considera cazul n = 1, adică polinomul de
interpolare inversă al lui Lagrange cu 2 noduri. În acest caz, din (5.6.2)
obţinem:

(5.6.15) xk+2 = xk+1 − f(xk+1)
[xk, xk+1, f ]

, k = 1, 2, . . . ; x1, x2 ∈ [a, b]

adică metoda coardei. Pentru n = 2 tot din (5.6.2) considerând forma lui
Newton a polinomului lui Lagrange şi ţinând cont de relaţia

[yk, yk+1, yk+2; f−1] =
−[xk, xk+1, xk+2; f ]

[xk, xk+1; f ][xk, xk+2; f ][xk+1xk+2; f ]
,

obţinem:

xk+3 =xk− f(xk)
[xk, xk+1; f ]

− [xk, xk+1, xk+2; f ]f(xk)f(xk+1)
[xk, xk+1; f ][xk, xk+2; f ][xk+1;xk+2; f ]

,(5.6.16)

x1, x2, x3 ∈ [a, b], k = 1, 2, . . . , .

În cazul metodei (5.6.15), presupunând că f este derivabilă până la ordinul
2 inclusiv, vom nota cu M2 = sup

x∈[a,b]
|f ′′(x)| şi m1 = inf

x∈[a,b]
|f ′(x)|.

Atunci din identitatea lui Newton pentru x1, x2, x ∈ [a, b] rezultă:

f(x) = f(x1) + [x1, x2; f ](x− x1) + [x, x1, x2; f ](x− x1)(x− x2).

Presupunem acum că m1 > 0 şi f(x) = 0 şi dacă ţinem cont de (5.6.15)
pentru k = 1, din relaţia de mai sus obţinem:

[x1, x2; f ](x− x3) + [x, x1, x2; f ](x− x1)(x− x2) = 0.
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Din această relaţie, ţinând cont de notaţiile adoptate, avem:

(5.6.17) |x− x3| � M2

2m1
|x− x1||x− x2|.

Fie t1 rădăcina pozitivă a ecuaţiei

t2 − t− 1 = 0,

adică t1 =
1 +

√
5

2
şi δ1 =

M2

2m1
|x − x1|, δ2 =

M2

2m1
|x − x2|, atunci dacă

δ3 =
M2

2m1
|x− x3|, din (5.6.17) rezultă

(5.6.18) δ3 � δ1δ2 .

Presupunem acum că δ1, δ2 verifică relaţiile

δ1 ≤ q, δ2 � qt1

unde 0 < q < 1. Atunci din (5.6.18) rezultă

δ3 � q1+t1 = qt21 .

Fie ε =
2m1

M2
q şi ∆ = [x− ε, x+ ε] ⊆ [a, b]. Dacă ţinem cont de notaţiile

introduse, rezultă imediat relaţiile

x1, x2, x3 ∈ ∆.

Fie acum xi ∈ ∆, i = 1, n şi δi =
M2

2m1
|x − xi| � qti−1

1 , pentru orice

i = 1, n. Atunci pentru i = n+ 1 avem

f(x) = f(xn−1)+ [xn−1, xn; f ](x−xn−1)+ [x, xn−1, xn; f ](x−xn−1)(x−xn),

de unde ţinând cont de (5.6.15) pentru k = n− 1 obţinem

[xn−1, xn; f ](x− xn+1) + [x, xn−1, xn; f ](x− xn−1)(x− xn) = 0

adică
|x− xn+1| � M2

2m1
|x− xn−1||x− xn|.

Din relaţia de mai sus deducem

(5.6.19) δn+1 � δn−1δn � qtn−2
1 · qtn−1

1 = qtn−2
1 (1+t1) = qtn1 ,
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unde δn+1 =
M

2m1
|x− xn+1|.

Rezultă atunci fără dificultate că

|x− xn+1| � 2m1

M
qtn1 < ε

deci xn+1 ∈ ∆.
Din relaţia

(5.6.20) |x− xn+1| � 2m1

M
qtn1 , n = 0, 1, . . .

pentru n→ ∞ rezultă limxn = x.
Relaţiile (5.6.20) ne oferă şi o margine a erorii la fiecare pas de iteraţie.

În acest caz, rădăcina t1 =
1 +

√
5

2
ne dă informaţii asupra ordinului de

convergenţă al metodei coardei. O variantă mai slabă din punctul de vedere
al ordinului de convergenţă ar fi aceea ı̂n care un nod de interpolare se
păstrează fix ı̂n decursul iteraţiilor.

Pentru fixarea ideilor să presupunem că f este funcţie crescătoare şi
convexă, adică f ′(x) > 0 şi f ′′(x) > 0 pentru orice x ∈ [a, b] şi să considerăm
şirul (xk)k≥1 generat de relaţiile:

(5.6.21) xk+1 = xk − f(xk)
[xk, b; f ]

, x1 < x < b, k = 1, 2, . . .

sau echivalent

(5.6.22) xk+1 = b− f(b)
[xk, b; f ]

, x1 < x < b, k = 1, 2, . . .

Arătăm că ı̂n acest caz şirul (xn)n≥1 generat cu oricare din relaţiile (5.6.21)
sau (5.6.22) este strict crescător şi mărginit superior chiar de x şi limxn = x.

Într-adevăr din x1 < x şi f ′(x) > 0 pentru orice x ∈ [a, b], rezultă
f(x1) < 0. De asemenea este adevărată relaţia [x1, b; f ] > 0 şi deci

x2 = x1 − f(x1)
[x1, b; f ]

> x1 .

În continuare arătăm că x2 < b. Această relaţie rezultă din faptul că
f(b) > 0 şi din (5.6.22) pentru k = 1. Mai mult, dacă ţinem cont de relaţiile

f(x) = f(x1) + [x1, b; f ](x− x1) + [x, x1, b; f ](x− x1)(x− b)
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obţinem

x− x2 = − [x, x1, b; f ]
[x1, b; f ]

(x− x1)(x− b)

de unde, ţinând cont şi de faptul că [x, x1, b; f ] > 0, rezultă:

x2 < x.

Presupunem că au loc relaţiile:

x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn < x.

Procedând cu xn aşa cum am procedat cu x1, arătăm că xn < xn+1 < x.
Este clar acum că şirul (xn)n≥0 este convergent şi fie l = limxn. Dacă
trecem la limită pentru k → ∞ ı̂n (5.6.21), obţinem l = x, deoarece ı̂n
ipotezele impuse x este unica rădăcină a ecuaţiei f(x) = 0. Consideraţii
analoage cu cele de mai sus se pot face şi ı̂n cazurile:

a) f ′(x) > 0 şi f ′′(x) < 0 pentru orice x ∈ [a, b]. În acest caz şirul
(xn)n≥1, generat de relaţiile:

(5.6.23) xk+1 = xk − f(xk)
[a, xk; f ]

, a < x < x1, k = 1, 2, . . .

este descrescător şi mărginit inferior.
b) f ′(x) < 0 şi f ′′(x) > 0 pentru orice x ∈ [a, b]. Şi ı̂n acest caz şirul

generat de (5.6.23) are aceeaşi proprietate ca la cazul a).
c) f ′(x) < 0 şi f ′′(x) < 0 pentru orice x ∈ [a, b]. În acest caz şirul

(5.6.21) este crescător şi mărginit superior.
În concluzie, cele 2 metode cu un nod fix studiate mai sus, ı̂n ipotezele

f ′(x) �= 0 şi f ′′(x) �= 0 pentru x ∈ [a, b], conduc la şiruri monotone şi
mărginite, convergente către soluţia x a ecuaţiei f(x) = 0.

Ne oprim acum asupra şirului (xn)n≥1, generat de (5.6.16).
Presupunem că f este derivabilă până la ordinul 3 inclusiv pe [a, b]. De

aici rezultă că şi f−1 este derivabilă până la ordinul 3 pe imaginea lui [a, b]
prin f şi are loc relaţia

(
f−1(y)

)′′′ = −f
′′′(x)f ′(x) − 3

[
f ′′(x)

]2[
f ′(x)

]5
unde y = f(x). Fie M3 = sup

x∈[a,b]
|f ′′′(x)|, M2 = sup

x∈[a,b]
|f ′′(x)| şi M1 =

sup
x∈[a,b]

|f ′(x)| şi m1 = inf
k∈[a,b]

|f ′(x)|, atunci din relaţia de mai sus rezultă

sup
y∈I

[
f−1(y)

]′′′ � M3M1 + 3M2
2

m5
1
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unde I = f([a, b]).
Fie x1, x2, x3 ∈ [a, b], 3 aproximaţii iniţiale ale rădăcinii x a ecuaţiei

f(x) = 0 şi y1 = f(x1), y2 = f(x2), y3 = f(x3) valorile lui f pe aceste
rădăcini. Din relaţia:

f−1(0) = x1 − [y1, y2; f−1]f(x1) + [y1, y2, y3; f−1]f(x1)f(x2)+(5.6.24)

+ [y1, y2, y3, 0; f−1]f(x1)f(x2)f(x3).

care rezultă din identitatea lui newton pentru funcţia f−1, dacă notăm cu

x4 = x1 −
[
y1, y2; f−1

]
f(x1) +

[
y1, y2, y3; f−1

]
f(x1)f(x2)

rezultă:

(5.6.25) |x− x4| � λ

3!
|f(x1)||f(x2)||f(x3)|,

unde λ =
M3M1 + 3M2

2

m5
1

.

Din (5.6.25) deducem relaţia

(5.6.26) |x− x4| � λM3
1

6
|x− x1||x− x2||x− x3|.

Dacă ı̂nmulţim relaţia (5.6.26) cu
M1

√
M1λ√
6

şi notăm δi = M1

√
M1λ

6
|xi−x|,

i = 1, 4, avem

(5.6.27) δ4 � δ1 δ2 δ3.

Fie ecuaţia

(5.6.28) t3 − t2 − t− 1 = 0

şi t0 ∈
(

3
2
, 2

)
singura rădăcină pozitivă a acesteia. Presupunem că δ1 � d,

δ2 � dt0 şi δ3 � dt20 , unde 0 < d < 1, atunci din (5.6.28) rezultă:

δ4 � d1+t0+t20 = dt30 .

Fie acum xk, xk+1, xk+2 ∈ [a, b] trei aproximaţii ale rădăcinii x a ecuaţiei
f(x) = 0. Atunci procedând ca la (5.6.24), obţinem o nouă aproximaţie cu
formula:

xk+3 = xk − [
yk, yk+1; f−1

]
f(xk)+(5.6.29)

+
[
yk, yk+1, yk+2; f−1

]
f(xk)f(xk+1),
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unde yk = f(xk), yk+1 = f(xk+1), yk+2 = f(xk+2).
Procedând ca mai sus şi notând cu

δi = M1

√
M1λ

6
|xi − x| , i = k, k + 1, k + 2, k + 3,

din identitatea lui Newton deducem:

(5.6.30) δk+3 � δk δk+1 δk+2.

Presupunem că au loc relaţiile δi � dti−1
0 , i = k, k + 1, k + 2, ţinem cont de

(5.6.30) şi (5.6.28) şi avem:

(5.6.31) δk+3 � dtk+2
0 .

Este clar că ı̂n ipoteza că elementele şirului (xn)n≥1 generat de (5.6.16)
rămân ı̂n intervalul [a, b], relaţia (5.6.31) rămâne adevărată pentru orice
k ∈ N.
Din (5.6.31), ţinând cont de notaţiile introduse, prin trecere la limită pentru
k → ∞, rezultă:

(5.6.32) limxk = x

şi pentru evaluarea erorii, din (5.6.31) rezultă relaţia

(5.6.33) |x− xk| �
√

6
M1λ

· 1
M1

dtk−1
0 , k = 1, 2, . . .

În continuare ne vom ocupa de convergenţa metodelor de iteraţie ce se
obţin din polinomul de interpolare inversă al lui Hermite.

Fie ecuaţia

(5.6.34) f(x) = 0

unde f : [a, b] → R este o funcţie derivabilă pe [a, b] până la ordinul m + 1
inclusiv. În ipoteza că ecuaţia (5.6.34) are pe intervalul (a, b) o soluţie x şi
f ′(x) �= 0 pentru orice x ∈ [a, b], ţinând cont de cele introduse ı̂n paragraful
4.8, vom studia convergenţa şirului (xp)p≥1, dat de relaţia (4.8.4).

Din formula lui Hermite rezultă relaţiile

x = f−1(0) = H
(
yk, a1; yk+1, a2; . . . ; yk+n, an+1; f−1|0)+(5.6.35)

+

[
f−1(η)

](m+1)

(m+ 1)!
[f(xk)]a1 [f(xk+1)]a2 . . . [f(xk+n)]an+1 ,
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pentru orice k = 1, 2, . . . , unde a1 + a2 + · · · + an+1 = m+ 1.
În relaţiile (5.6.35), η este un punct din intervalul [c, d] = f([a, b]).

Dacă ţinem cont de (4.8.4) şi notăm

M = sup
y∈[c,d]

∣∣∣[f−1(y)
](m+1)

∣∣∣ ,
atunci din (5.6.35) deducem relaţiile:

(5.6.36) |x− xk+n+1| � M

(m+ 1)!
|f(xk)|a1 |f(xk+1)|a2 . . . |f(xk+n)|an+1 ,

pentru k = 1, 2, . . . ,.
Notăm ı̂n continuare cu q = sup

x∈[a,b]
|f ′(x)| şi atunci din (5.6.36) rezultă

(5.6.37) |x− xk+n+1| � Mqm+1

(m+ 1)!
|x− xk|a1 |x− xk+1|a2 . . . |x− xk+n|an+1 ,

k = 1, 2, . . . ,.

Înmulţind (5.6.37) cu q
[

Mq

(m+ 1)!

] 1
m

şi notând cu

(5.6.38) ρi = q

[
Mq

(m+ 1)!

] 1
m

, i = 1, 2, . . . ,

obţinem relaţiile

(5.6.39) ρk+n+1 � ρa1
k · ρa2

k+1 . . . ρ
an+1

k+n , k = 1, 2, . . .

Considerăm ecuaţia

(5.6.40) tn+1 − an+1t
n − ant

n−1 − · · · − a2t− a1 = 0

şi notăm cu ω unica rădăcină pozitivă a acestei ecuaţii (Teorema 5.1.6).
Presupunem acum că aproximaţiile iniţiale x1, x2, . . . , xn+1 ale lui x sunt

alese astfel ı̂ncât ele verifică relaţiile:

(5.6.41) ρ1 � d, ρ2 � dω, ρ3 � dω2
, . . . , ρn+1 � dωn

,

unde 0 < d < 1.
Din (5.6.39), pentru k = 1 obţinem:

ρn+2 � dωn+1
.
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Este uşor de văzut că ı̂n general au loc relaţiile:

(5.6.42) ρn+k+1 � dωn+k
, k = 1, 2, . . . ,

Pentru k → ∞, din (5.6.42) se deduce imediat că are loc egalitatea

limxn+k+1 = x.

Se observă din cele relatate mai sus, că ordinul de convergenţă al metodei
de iteraţie (4.8.4) este egal cu rădăcina pozitivă a ecuaţiei (5.6.40).

5.7 Convergenţa monotonă a metodelor de tip
Aitken-Steffensen

Din punct de vedere practic, pentru aproximarea rădăcinilor unei ecuaţii,
sunt avantajoase unele metode ce conduc la şiruri monotone, care converg
către rădăcinile ı̂n cauză.

În acest paragraf vom arăta că ı̂n anumite condiţii, metodele de tip
Aitken-Steffensen conduc la 2 şiruri şi anume, un şir (xn)n≥0 crescător şi
celălalt (yn)n≥0 descrescător, ambele convergente către soluţia x a ecuaţiei
f(x) = 0.

Astfel de metode au avantajul că la fiecare pas de iteraţie avem un
control asupra erorilor, adică au loc relaţiile:

(5.7.1) max {x− xn, x− yn} � yn − xn, n = 0, 1, . . . ,

Aşa cum am văzut ı̂n paragrafele anterioare, astfel de şiruri pot fi generate
dacă, de exemplu, aplicăm simultan metoda lui newton şi metoda coardei.

În condiţii similare cu cele impuse celor două metode amintite, vom
arăta că metodele de tip Aitken-Steffensen generează două şiruri ale căror
elemente aproximează prin lipsă, respectiv adaos, rădăcina unei ecuaţii date.

Fie I = [a, b], a < b un interval al axei reale şi fie

(5.7.2) f(x) = 0

o ecuaţie, unde f : I → R. Alături de (5.7.2) considerăm ı̂ncă două ecuaţii:

(5.7.3)
x− g1(x) = 0
x− g2(x) = 0

unde g1, g2 : I → R. Presupunem că ecuaţiile (5.7.2) şi (5.7.3) sunt echiva-
lente.
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Metoda lui Aitken-Steffensen constă ı̂n construcţia şirurilor (g1(xn))n≥0

şi (g2 (g1(xn)))n≥0 cu ajutorul următoarei metde de iteraţie

(5.7.4) xn+1 = g1(xn) − f (g1(xn))
[g1(xn), g2 (g1(xn)) ; f ]

, x0 ∈ I, n = 0, 1, . . . , .

Fie g : I → R o funcţie. În ceea ce priveşte noţiunile de monotonie şi
convexitate ale funcţiei g, vom adopta următoarele definiţii:

Definiţia 5.7.1. Funcţia g : I → R se numeşte crescătoare (nedescrescătoare,
descrescătoare, necrescătoare) dacă pentru orice x, y ∈ I au loc, respectiv,
relaţiile: [x, y; f ] > 0 (� 0;< 0; � 0).

Definiţia 5.7.2. Funcţia g : I → R se numeşte convexă (neconcavă, con-
cavă, neconvexă) pe I, dacă pentru orice x, y, z ∈ I au loc, respectiv, relaţiile:
[x, y, z; f ] > 0 (� 0;< 0; � 0).

În cele ce urmează vom adopta următoarele ipoteze asupra funcţiilor f ,
g1 şi g2:

a) f, g1, g2 sunt funcţii continue pe I;
b) g1 este funcţie crescătoare pe I;
c) g2 este funcţie descrescătoare pe I;
d) ecuaţiile (5.7.2) şi (5.7.3) au rădăcina comună unică x ∈ I;
e) pentru orice x, y ∈ I are loc relaţia 0 < [x, y; g1] ≤ 1.
Relativ la şirurile (g1(xn))n≥0 şi (g2(g1(xn))))n≥0 generate de (5.7.4) are

loc următoarea teoremă:

Teorema 5.7.1. Dacă funcţiile f, g1 şi g2 verifică ipotezele a) - e) şi ı̂n plus
sunt verificate condiţiile:

i1. f este crescătoare şi convexă pe I şi există f ′(x);
ii1. există x0 ∈ I astfel ı̂ncât f(x0) < 0 şi g2(g1(x0)) ∈ I.
Atunci şirurile (xn)n≥0, (g1(xn))n≥0 şi g2(g1(xn))), generate de (5.7.4)

unde x0 verifică ipoteza ii1., au următoarele proprietăţi:
j1. şirurile (xn)n≥0 şi (g1(xn)n≥0 sunt crescătoare şi mărginite;
jj1. şirul (g2(g1(xn))n≥0 este descrescător şi mărginit;
jjj1. limxn = lim g1(xn) = lim g2(g1(xn)) = x;
jv1. xn � g1(xn) � xn+1 ≤ x � g2(g1(xn)), n = 0, 1, . . . ;
v1. max{x− xn+1, g2(g1(xn)) − x} � g2(g1(xn)) − xn+1, n = 0, 1, . . . .

Demonstraţie. Deoarece f este crescătoare pe I şi f(x0) < 0 atunci x0 < x.
Pentru x, y ∈ I, x < y, din ipoteza e) rezultă g1(y)− g1(x) � y−x şi de aici
pentru y = x rezultă x− g1(x) � 0.



Convergenţa monotonă a metodelor Aitken-Steffensen 203

Fie p(x) = x − g1(x), atunci pentru orice x, y ∈ I avem [x, y; p] =
1 − [x, y; g1] ≥ 0, conform cu ipoteza e). Se vede clar acum că dacă x < x,
atunci p(x) � 0 şi dacă x > x, atunci p(x) ≥ 0.

Din ipoteza b) şi din x0 < x rezultă g1(x0) < g1(x), adică g1(x0) < x.
Din x1 < x şi p(x0) � 0 rezultă că x0 � g1(x0). Din c) şi g1(x0) < x rezultă
g2(g1(x0)) > x.

Folosind i1. şi relaţia g1(x0) < x rezultă că are loc inegalitatea f(g1(x0)) <
0. Din ultima relaţie şi din inegalitatea [g1(x0), g2(g1(x0)); f ] > 0 rezultă că
x1 > g1(x0) şi deci avem relaţiile

(5.7.5) x0 � g1(x0) < x1

Este uşor de văzut că au loc următoarele identităţi

(5.7.6) g1(x) − f(g1(x))
[g1(x); g2(g1(x)); f ]

= g2(g1(x)) − f(g2(g1(x))
[g1(x), g2(g1(x)); f ]

,

(5.7.7) f(z) = f(x) + [x, y; f ](x− x) + [x, y, z; f ](z − x)(z − y),

pentru orice x, y, z ∈ I.
Deoarece g2(g1(x0)) > x rezultă că f(g2(g1(x0)) > 0 şi deci ţinând cont de
(5.7.6), rezultă că g2(g1(x0)) > x1.

Din (5.7.7), pentru z = x1, x = g1(x0), y = g2(g1(x0)) şi din (5.7.4)
rezultă relaţia:

(5.7.8) f(x1) = [g1(x0), g2(g1(x0)), x1; f ](x1 − g1(x0))(x1 − g2(g1(x0))

de unde deducem relaţia f(x1) < 0, adică x1 < x.
Din ultima relaţie şi (5.7.5) avem

(5.7.9) x0 � g1(x0) < x1 < x < g2(g1(x0)).

Dacă arătăm că g2(g1(x1)) ∈ I, atunci este clar că x1 verifică ipoteza ii1.
Într-adevăr, deoarece g2 este descrescătoare şi g1 crescătoare, din x1 > x0

rezultă g1(x0) < g1(x1) şi g2(g1(x1)) < g2(g1(x0)). Din g1(x1) < x rezultă
g2(g1(x1)) > g2(x) = x, adică g2(g1(x1)) ∈ I.

Fie acum xn ∈ I pentru care f(xn) < 0 şi g2(g1(xn)) ∈ I, n ∈ N.
Repetând raţionamentul de mai sus pentru xn este clar că vom obţine

(5.7.10) xn � g1(xn) < xn+1 < x < g2(g1(xn)) � g2(g1(xn−1)),

pentru orice n = 0, 1, . . . , adică proprietăţile j1 şi jj1.
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Dovedim ı̂n continuare relaţiile jjj1. Din relaţiile xn � g1(xn) < xn+1,
dacă notăm cu l1 = limxn şi l2 = lim g1(xn), atunci rezultă l1 = l2 şi din
continuitatea lui g1 rezultă l1 = lim g1(xn) = g1(l1), adică l1 = x = l2. Fie
l3 = lim g2(g1(xn)), atunci rezultă că are loc relaţia l3 = g2(x) = x.

Din (5.7.10) rezultă relaţiile jv1. şi v1. Cu aceasta teorema este dovedită.
În mod analog se demonstrează şi următoarele teoreme

Teorema 5.7.2. Dacă funcţiile f, g1 şi g2 verifică ipotezele a)−e) şi ı̂n plus
au loc condiţiile:

i2. f este crescătoare şi concavă pe I şi există f ′(x);
ii2. există x0 ∈ I pentru care f(x0) > 0 şi g2(g1(x0)) ∈ I.
Atunci şirurile (xn)n≥0, (g1(xn))n≥0 şi (g2(g1(xn)))n≥0 generate de (5.7.4)

verifică următoarele proprietăţi:
j2. (xn)n≥0 şi (g1(xn))n≥0 sunt descrescătoare şi mărginite;
jj2. (g2(g1(xn)))n≥0 este şir crescător şi mărginit;
jjj2. limxn = lim g1(xn) = lim g2(g1(xn)) = x;
jv2. g2(g1(xn)) ≤ g2(g1(xn+1)) < x < xn+1 < g1(xn) ≤ xn, pentru

n = 0, 1, . . . ;
v2. max{x− g2(g1(xn)), xn+1 − x} � xn+1 − g2(g1(xn)) pentru orice

n = 0, 1, . . . ,.

Teorema 5.7.3. Dacă f, g1 şi g2 verifică ipotezele a) − e) şi ı̂n plus au loc
următoarele proprietăţi:

i3. f este descrescătoare şi convexă pe I şi există f ′(x);
ii3. există x0 ∈ I astfel ı̂ncât f(x0) < 0 şi g2(g1(x0)) ∈ I.
Atunci şirurile (xn)n≥0, g1(xn)n≥0, g2(g1(xn))n≥0, generate de (5.7.4),

verifică proprietăţile j2.− v2. din Teorema 5.7.2.

Teorema 5.7.4. Dacă funcţiile f, g1 şi g2 verifică ipotezele a)−e) şi ı̂n plus
mai verifică şi următoarele proprietăţi:

i4. f este descrescătoare şi concavă pe I şi există f ′(x);
ii4. există x0 ∈ I astfel ı̂ncât f(x0) > 0 şi g2(g1(x0)) ∈ I.
Atunci şirurile (xn)n≥0, (g1(xn))n≥0 şi (g2(g1(xn)))n≥0, generate de (5.7.4),

verifică concluziile j1.− v1. din Teorema 5.7.1.

În cele ce urmează ne vom opri asupra unor cazuri particulare ale pro-
cedeului Aitken-Steffensen (5.7.4).

Considerăm cazul particular ı̂n care g1(x) = x şi notăm g2(x) = g(x),
atunci obţinem metoda lui Steffensen dată de relaţiile

(5.7.11) xn+1 = xn − f(xn)
[xn, g(xn); f ]

, x0 ∈ I, n = 0, 1, . . . ,
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Observăm că, relativ la funcţia g1, ipotezele a), b), d) şi e) sunt automat
verificate.

Pentru fixarea ideilor vom admite, ı̂n cele ce urmează, că funcţiile f şi
g de mai sus, verifică ipotezele

a1) funcţiile f şi g sunt continue pe I;
b1) funcţia g este descrescătoare pe I;
c1) ecuaţiile f(x) = 0 şi x = g(x) sunt echivalente şi au rădăcina unică

comună x ∈]a, b[= Int(I).
În ipotezele de mai sus, următoarele consecinţe, relative la convergenţa

şirurilor generate de (5.7.11), se deduc imediat din teoremele 5.7.1 - 5.7.4.

Consecinţa 5.7.1. Dacă funcţiile f şi g verifică condiţiile a1)−c1) şi ı̂n plus
f este crescătoare şi convexă pe I, există f ′(x), există aproximaţie iniţială
x0 ∈ I astfel ı̂ncât f(x0) < 0 şi g(x0) ∈ I. Atunci şirul (xn)n≥0 este
crescător şi mărginit, şirul (g(xn)n≥0 este descrescător şi mărginit. Mai
mult limxn = lim g(xn) = x şi xn < x < g(xn), n = 0, 1, . . . , iar pentru
evaluarea erorii au loc relaţiile:

max{x− xn, g1(xn) − x} � g1(xn) − xn, n = 0, 1, . . . .

Consecinţa 5.7.2. Dacă f şi g verifică condiţiile a1)− c1) şi ı̂n plus f este
crescătoare şi concavă pe I, există f ′(x) şi x0 ∈ I pentru care f(x0) > 0 şi
g(x0) ∈ I. Atunci şirul (xn)n≥0 este descrescător şi mărginit, şirul (g(xn)n≥0

este crescător şi mărginit. În plus au loc relaţiile

limxn = lim g(xn) = x;
g(xn) < x < xn, n = 0, 1, . . . , ;
max{xn − x, x− g(xn)} � xn − g(xn), n = 0, 1, . . . .

Consecinţa 5.7.3. Dacă f şi g verifică ipotezele a1)− c1) şi ı̂n plus au loc
proprietăţile: f este descrescătoare şi convexă pe I, există f ′(x) şi există
x0 ∈ I pentru care f(x0) > 0 şi g(x0) ∈ I. Atunci au loc concluziile
Consecinţei 5.7.2.

Consecinţa 5.7.4. Dacă f şi g verifică ipotezele a1)− c1) şi ı̂n plus f este
descrescătoare şi concavă pe I, există f ′(x) şi există x0 ∈ I pentru care
f(x0) > 0 şi g(x0) ∈ I. Atunci au loc toate concluziile Consecinţei 5.7.1.

Un caz mai particular al metodei (5.7.4) este acela când ı̂n (5.7.11) are
loc relaţia

(5.7.12) f(x) = x− g(x) = 0
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În acest caz (5.7.11) va avea forma:

(5.7.13) xn+1 = xn − (xn − g(xn))2

g(g(xn)) − 2g(xn) + xn
, x0 ∈ I, n = 0, 1, . . . ,

Relativ la convergenţa şirurilor (xn)n≥0 şi (g(xn))n≥0 generate de (5.7.13)
au loc următoarele consecinţe:

Consecinţa 5.7.5. Dacă g este continuă, descrescătoare şi convexă pe I,
ecuaţia (5.7.12) are rădăcina x ∈ (a, b) = Int(I), există g′(x) şi x0 ∈ I astfel
ı̂ncât x0 < g(x0) şi g(x0) ∈ I. Atunci şirurile (xn)n≥0 şi (g(xn))n≥0 generate
de (5.7.13) verifică concluziile Consecinţei 5.7.1.

Consecinţa 5.7.6. Dacă g este continuă, descrescătoare şi concavă pe I,
există g′(x) şi x0 ∈ I pentru care x0 > g(x0) şi g(x0) ∈ I. Atunci şirurile
(xn)n≥0, (g(xn))n≥0 generate de (5.7.13) verifică concluziile Consecinţei 5.7.2.

În cele ce urmează, ecuaţia f(x) = 0 fiind dată, ne vom ocupa de deter-
minarea funcţiilor auxiliare g1, g2 şi g astfel ı̂ncât, ı̂n funcţie de proprietăţile
funcţiei f , să fie verificate anumite ipoteze asupra funcţiilor g1, g2, respectiv
g.

1. Admitem că f : [a, b] → R este derivabilă până la ordinul 2 pe (a, b)
şi există f ′(a) şi f ′(b) derivate laterale la dreapta pe a, respectiv la stânga
pe b. Admitem că f este crescătoare şi convexă şi ecuaţia f(x) = 0 are o
rădăcină x ∈ (a, b).

În condiţiile de mai sus, putem alege drept funcţii g1 şi g2 funcţiile date
de relaţiile

(5.7.13a)
g1(x) = x− f(x)

f ′(b)

g2(x) = x− f(x)
f ′(a)

Arătăm ı̂n continuare că funcţiile g1 şi g2 astfel alese verifică ipotezele Teore-
mei 5.7.1. Din faptul că f este convexă rezultă că f ′ este funcţie crescătoare
pe (a, b). Din faptul că f este crescătoare rezultă că au loc relaţiile 0 <
f ′(a) < f ′(x) < f ′(b) pentru orice x ∈ (a, b). Atunci este clar că g′1(x) =

1 − f ′(x)
f ′(b)

> 0 pentru orice x ∈ (a, b) şi deci g1 este crescătoare pe (a, b).

Analog g′2(x) = 1 − f ′(x)
f ′(a)

< 0 şi deci g2 este descrescătoare pe (a, b).

Sunt verificate deci ipotezele a) - d) premergătoare Teoremei 5.7.1. Este
clar că din faptul că au loc relaţiile 0 < f ′(a) < f(x) < f ′(b) pentru
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x ∈ (a, b), rezultă că are loc relaţia 0 < g′(x) ≤ 1 şi deci, ţinând cont
de formula de medie pentru diferenţa divizată, rezultă şi ipoteza e).

Observăm aici că dacă 0 < λ1 < f ′(a) şi λ2 > f ′(b), atunci şi funcţiile

g1, g2 date de relaţiile g1(x) = x− f(x)
λ2

, g2(x) = x− f(x)
λ1

verifică ipotezele

a) - e) din Teorema 5.7.1.
2. Dacă f este derivabilă pe [a, b], descrescătoare şi convexă, atunci este

uşor de văzut că g1 şi g2 se pot alege ca ı̂n cazul 1 şi ipotezele a) - e) din
Teorema 5.7.3 sunt verificate.

3. Dacă f este derivabilă pe [a, b], descrescătoare şi concavă, atunci este

uşor de văzut că putem considera g1(x) = x − f(x)
f ′(a)

şi g2(x) = x − f(x)
f ′(b)

şi

sunt verificate ipotezele a) - e) din Teorema 5.7.4.
4. Dacă f este derivabilă pe [a, b], crescătoare şi concavă, funcţiile g1 şi

g2 se pot alege ca la punctul 3 şi ipotezele a) - e) vor fi verificate.
În ceea ce priveşte alegerea funcţiei g ce apare ı̂n procedeul lui Steffensen

(5.7.11), ea poate fi aleasă după cum urmează.
1.1. Dacă f este crescătoare şi convexă sau descrescătoare şi convexă pe

[a, b], atunci punem g(x) = x− f(x)
f ′(a)

şi atunci funcţia g va fi decrescătoare

pe [a, b] şi deci sunt verificate ipotezele a1) − c1) ale Consecinţei 5.7.1 şi
de semenea, pentru această alegere sunt verificate aceleaşi ipoteze şi pentru
Consecinţa 5.7.3.

1.2. Dacă f este decrescătoare şi concavă sau crescătoare şi concavă,

atunci vom alege g(x) = x− f(x)
f ′(b)

şi evident sunt verificate ipotezele a1)−c1)
atât pentru Consecinţa 5.7.2 cât şi pentru Consecinţa 5.7.4.

În continuare vom analiza ordinul de convergenţă şi indicele de eficienţă
al metodelor studiate ı̂n acest paragraf. Pentru fixarea ideilor să considerăm
o ecuaţie, echivalentă cu ecuaţia (5.7.2), de format:

(5.7.14) x− h(x) = 0

unde h : [a, b] → R. Fie (xn)n≥0, xn ∈ I, un şir care ı̂n raport cu f şi h
verifică proprietăţile

a2) h(xn) ∈ I pentru orice n = 0, 1, . . . ,;
b2) (xn)n≥0 şi (h(xn))n≥0 sunt şiruri convergente şi limxn = limh(xn) =

x unde x este rădăcina comună a ecuaţiilor (5.7.2) şi (5.7.14), x ∈ (a, b);
c2) [x, y; f ] �= 0 pentru orice x, y ∈ [a, b];
d2 f este derivabilă pe x ∈ (a, b).
Analog cu Definiţia 5.1.4 vom adopta pentru ordinul de convergenţă al

şirului xn către x, următoarea definiţie
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Definiţia 5.7.3. Şirul (xn)n≥0 are ordinul de convergenţă p ∈ R, p > 0 ı̂n
raport cu funcţia h, dacă există

(5.7.15) α = lim
ln |h(xn) − x|

ln |xn − x|
şi α = p.

Dacă ı̂n definiţia de mai sus punem xn+1 = h(xn), atunci obţinem
noţiunea de ordin de convergenţă dată de Definiţia 5.1.4. În acest caz vom
spune că h generează un şir cu ordin de convergenţă p.

Ţinând cont de definiţia de mai sus, o consecinţă a Teoremei 5.1.4 este
următoarea:

Consecinţa 5.7.7. Dacă h şi (xn)n≥0 verifică ipotezele a2) − d2), atunci
condiţia necesară şi suficientă pentru ca şirul (xn)n≥0 să dmită ordinul de
convegenţă p, p ∈ R, p > 0, ı̂n raport cu h şi f este ca să existe

(5.7.16) β = lim
ln |f(h(xn))|

ln |f(xn)|
şi β = p.

Fie g1 şi g2 cele două funcţii date de relaţiile (5.7.3) şi fie funcţia h dată
de relaţia

(5.7.17) h(x) = g1(x) − f(g1(x))
[g1(x), g2(g1(x)); f ]

, x ∈ [a, b].

Relativ la ordinul de convergenţă al şirului xn+1 = h(xn), generat de (5.7.4),
are loc următoarea teoremă:

Teorema 5.7.5. Dacă funcţiile f, g1 şi g2 verifică condiţiile Teoremei 5.7.1,
există f ′(x) şi ı̂n plus şirul (xn)n≥0 are ordinul de convergenţă p1 ı̂n raport
cu g1 şi f şi şirul (g1(xn))n≥0 ordinul de convergenţă p2 ı̂n raport cu g2,
atunci (xn)n≥0 are ordinul de convergenţă p1(p2 + 1) ı̂n raport cu funcţia h
dată de (5.7.17).

Demonstraţie. Din ipotezele teoremei, ţinând cont de Consecinţa 5.7.7
rezultă relaţiile

(5.7.18) lim
ln |f(g1(xn))|

ln |f(xn)| = p1

şi

(5.7.19) lim
ln |f(g2(g1(xn)))|

ln |f(g1(xn))| = p2.
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Folosind (5.7.4), (5.7.6) şi (5.7.7), obţinem relaţiile

f(xn+1) = [g1(xn), g2(g1(xn)), xn+1; f ]
f(g1(xn))f(g2(g1(xn)))
[g1(xn), g2(g1(xn)); f ]2

, n = 0, 1, . . . ,

unde xn+1 = h(xn).
Din relaţia de mai sus şi din (5.7.18), (5.7.19) deducem imediat că are loc
egalitatea

lim
ln |f(h(xn))|

ln |f(xn)| = p1(p2 + 1).

Observăm ı̂n sfârşit că concluziile Teoremei 5.7.5 rămân valabile şi ı̂n cazurile
ı̂n care f , g1 şi g2 verifică ipotezele Teoremelor 5.7.2, 5.7.3 şi 5.7.4.

O teoremă analogă are loc şi ı̂n legătură cu şirul (xn)n≥1 generat de
(5.7.11).

Teorema 5.7.6. Dacă f şi g verifică ipotezele oricăreia din Consecinţele
5.7.1− 5.7.4 şi ı̂n plus şirul (xn), generat de (5.7.11) are ordinul p ı̂n raport
cu g, atunci acest şir are ordinul p+ 1 ı̂n raport cu h, dată de

h(x) = x− f(x)
[x, g(x); f ]

.

Revenim la funcţiile g1 şi g2 determinate ı̂n acest paragraf

g1(x) = x− f(x)
A

;

g2(x) = x− f(x)
B

,

unde A = f ′(b), B = f ′(a) sau A = f ′(a) şi B = f ′(b), după caz. În
aceste cazuri şirurile (xn)n≥0 corespunzătoare generate de (5.7.4) au ordinul
de convergenţă 2.

În ceea ce priveşte indicele de eficienţă al metodelor de tip Aitken-
Steffensen studiate ı̂n acest paragraf, observăm următoarele:

Ţinând cont de Definiţia 5.1.5 şi de faptul că ı̂n trecerea de la un pas
de iteraţie la următorul cu procedeul (5.7.4), trebuie să calculăm 4 valori de
funcţii g1(xn), f(g1(xn)), g2(g1(xn)) şi f(g2(g1(xn))), şi dacă alegem g1 şi g2
ca ı̂n (5.7.13a), atunci evident că indicele de eficienţă al lui (5.7.4) este egal
cu 4

√
2.

Dacă ı̂nsă folosim procedeul (5.7.11), atunci sunt necesare numai valorile

f(xn) şi g(xn), f(g(xn)), adică 3 valori de funcţii şi pentru g(x) = x− f(x)
f ′(b)

sau g(x) = x− f(x)
f ′(a)

indicele de eficienţă este 3
√

2.
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În condiţiile Teoremei 5.7.5, indicele de eficienţă este 4
√
p1(p2 + 1).

Încheiem acest paragraf cu 2 exemple numerice.

1. Considerăm ecuaţia

f(x) := x− 2 arctg x = 0

pentru x ∈
[
3
2
, 3

]
. Observăm că f este crescătoare şi convexă pe

[
3
2
, 3

]
,

deoarece

f ′(x) =
x2 − 1
x2 + 1

> 0

dacă x ≥ 3
2

şi

f ′′(x) =
4x

(x2 + 1)2
> 0

pentru x ≥ 3
2

.
Alegem deci

g1(x) = x− f(x)
f ′(3)

;

g2(x) = x− f(x)

f ′
(

3
2

) .

Dar f ′(3) =
8
10

=
4
5

şi f ′
(

3
2

)
=

5
13

, de unde ubţinem

g1(x) = x− x− 2 arctg x
4
5

=
1
4

(10 arctg x− x);

g2(x) = x− x− 2 arctg x
5
13

=
1
5

(26 arctg x− 8x).

Dacă luăm x0 =
3
2

, atunci funcţiile f, g1 şi g2 verifică ipotezele Teoremei

5.7.1 pe intervalul
[
3
2
, 3

]
.

Aplicând procedeul (5.7.4), se obţin următoarele aproximaţii pentru

rădăcina ecuaţiei f(x) = 0, cuprinsă ı̂n intervalul
(

3
2
, 3

)
(Tabelul 1).
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n xn g1(xn) g2(g1(xn)) f(xn)
0 1.50000000000000 2.08198430811832 2.50854785469606 -4.6E-01
1 2.32357265230323 2.33006829103803 2.33195667567199 -5.1E-03
2 2.33112222668589 2.33112235050042 2.33112238618252 -9.9E-08
3 2.33112237041442 2.33112237041442 2.33112238041442 -3.5E-17

Tabelul 1

2. În continuare vom considera următoarea ecuaţie

f(x) = x− arcsin
x− 1√

2(x2 + 1)
= 0,

pentru x ∈ [−2,−1]. Pe intervalul considerat, f este crescătoare şi convexă
deoarece:

f ′(x) =
x2 + 2
x2 + 1

> 0 pentru x � −1

şi

f ′′(x) =
−2x

(x2 + 1)2
> 0 pentru x � −1.

Considerăm atunci ı̂n procedeul (5.7.11)

g(x) = x− f(x)
f ′(−1)

,

de unde obţinem

g(x) =
1
6

(
x+ 5 arcsin

x− 1√
2(x2 + 1)

)
.

Este uşor de văzut că f(−2) < 0 şi g(−2) ∈ [−2,−1] şi deci sunt verificate
ipotezele Consecinţei 5.7.1.

Pentru x0 = −2 obţinem rezultatele compuse ı̂n tabelul 2.

n xn g(xn) f(xn)
0 -2.000000000000000 -1.37420481033188 -7.85398163397448E-01
1 -1.406051288716128 -1.40401615840899 -7.50954227601746E-01
2 -1.404223647476550 -1.40422359726392 -2.44215636856504E-03
3 -1.404223602391970 -1.40422360239197 -6.02551550546058E-08
4 -1.404223602391970 -1.40422360239197 -3.71881345162528E-17

Tabelul 2
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5.8 Convergenţa metodelor de tip Heron-Halley

În acest paragraf vom aborda ideea lui Halley pentru ı̂mbunătăţirea
convergenţei metodei lui Newton, idee ce constă ı̂n a considera ı̂n metoda lui

Newton funcţia h, h(x) =
f(x)√
f ′(x)

ı̂n locul funcţiei f . Mai precis este vorba

de metoda (5.5.17) care are ordinul de convergenţă 3, aşa cum rezultă din
Teorema 5.5.3.

În [48], autorii descriu riguros o metodă dată empiric de către Heron pen-
tru aproximarea numărului 3

√
100. Această metodă constă ı̂n următoarele:

Pentru aproximarea numărului 3
√
N , N ∈ R, N > 0, se consideră nu-

merele a, b ∈ R pentru care a3 < N < b3. Aproximaţia de tip Heron pentru
3
√
N este dată ı̂n [48] de relaţia

(5.8.1) Φ(N, a, b) = a+
bd1

bd1 + ad2
(b− a),

unde d1 = N − a3 şi d2 = b3 −N .
În [79] autorii observă că metoda de aproximare dată de (5.8.1) se obţine

aplicând o singură dată metoda coardei

(5.8.2) x2 = x0 − h(x0)
[x0, x1;h]

,

unde x0 = a, x1 = b şi h(x) =
f(x)√
f ′(x)

, f(x) = x3 −N , x > 0.

Constatăm că avem: h(a) = − d1

a
√

3
, h(b) =

d2

b
√

3
, [a, b;h] =

d1b+ d2a

ab(b− a)
√

3
care, ı̂nlocuite ı̂n (5.8.2), ne conduc la x2 = Φ(N, a, b), unde Φ(N, a, b) este
dat de (5.8.1).

Este clar că ideia lui Halley, care constă ı̂n ı̂nlocuirea, ı̂ntr-o metodă de
iteraţie, a ecuaţiei f(x) = 0 cu ecuaţia h(x) = 0, unde

h(x) =
f(x)√
f ′(x)

,

a aparţinut, cu multe sute de ani ı̂nainte, lui Heron.
Nu suntem ı̂n măsură să dovedim că Heron era conştient de proprietatea
esenţială pe care o are funcţia h, şi anume faptul că h′′(x) = 0 unde x este
rădăcina ecuaţiei f(x) = 0. Aşa cum se arată ı̂n [48], pentru a = 4 şi b = 5,
aproximaţia Φ(100, 4, 5) dată de (5.8.1), adică de Heron, conţine 2 zecimale
exacte, ceea ce autorii lucrării [48] o consideră o aproximaţie foarte bună.
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În cele ce urmează vom aduce precizări asupra metodei lui Heron pentru
aproximarea rădăcinii cubice, vom da formule pentru marginile erorilor şi
vom generaliza această metodă pentru aproximarea numerelor de forma p

√
N ,

p ∈ N, N ∈ R, N > 0 şi p - număr natural impar.
Fie deci ecuaţia f(x) = x3 − N = 0, unde N > 0 şi 0 < a3 < N < b3.

Considerăm funcţia h : [a, b] → R, dată de relaţia:

h(x) =
f(x)√
f ′(x)

=
x3 −N

x
√

3
.

Din h(x) = 0 rezultă g(x) = 0 unde g este dată de relaţia

(5.8.3) g(x) = x2 − N

x
,

adică, ı̂n cele ce urmează putem renunţa la factorul
1√
3

şi funcţia g se va

bucura de proprietatea, conform căreia g′′
(

3
√
N

)
= 0.

Pentru aproximarea rădăcinii cubice a număruluiN , considerăm numărul
c dat de relaţia

(5.8.4) c = a− g(a)
[a, b; g]

.

Aşa cum am constatat mai sus c = Φ(N, a, b). Este clar că g(a) < 0 şi
[a, b; g] > 0 şi deci c > a. Este uşor de văzut că are loc identitatea

b− g(b)
[a, b; g]

= a− g(a)
[a, b; g]

,

de unde, ţinând cont de faptul că g(b) > 0, rezultă c < b.
Identitatea lui Newton

(5.8.4a) g(x) = g(a) + [a, b; g](x− a) + [a, b, x; g](x− a)(x− b)

pentru x = 3
√
N ne conduce la relaţia

(5.8.5) g(a)+ [a, b; g]
(

3
√
N − a

)
+

[
a, b,

3
√
N ; g

] (
3
√
N − a

)(
3
√
N − b

)
= 0,

de unde, dacă ţinem cont de (5.8.4), obţinem

[a, b; g]
(

3
√
N − c

)
+

[
a, b; 3

√
N ; g

] (
3
√
N − a

)(
3
√
N − b

)
.
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Din această relaţie obţinem

(5.8.6) c− 3
√
N =

[
a, b; 3

√
N ; g

]
[a, b; g]

(
3
√
N − a

)(
3
√
N − b

)
.

Dacă calculăm expresia [
a, b, 3

√
N ; g

]
[a, b; g]

obţinem

c− 3
√
N

3
√
N

=(5.8.7)

=
3
√
N −√

ab
3
√
N [ab(a+ b) +N ]

(
3
√
N − a

)(
3
√
N − b

)(
3
√
N −

√
ab

)
,

care ne dă o reprezentare pentru eroarea relativă a aproximaţiei c.
Din (5.8.6), printr-un calcul elementar, obţinem

m2

M1

(
3
√
N − a

)(
b− 3

√
N

)
�(5.8.8)

�
∣∣∣c− 3

√
N

∣∣∣ � M2

m1

(
3
√
N − a

)(
b− 3

√
N

)
,

adică atât o margine inferioară pentru eroarea absolută cât şi o margine
superioară.

În (5.8.8) am notat

m1 = 3a, m2 = min

{
N

a3
− 1, 1 − N

b3

}
,

M1 = max

{
2a3 +N

a2
,

2b3 +N

b2

}
,

M2 = max

{
N

a3
− 1, 1 − N

b3

}
.

Ţinând cont de (5.8.8) şi de notaţiile de mai sus, se vede că dacă a şi b sunt
apropiate de 3

√
N , atunci m2 şi M2 sunt apropiate de zero, deci (5.8.8) ne

arată că aproximaţia Heron dată de (5.8.4) este cu atât mai bună cu cât a
şi b sunt mai apropiate de 3

√
N .

Plecând de la observaţia de mai sus, se poate generaliza metoda lui
Heron pentru aproximarea numărului p

√
N , unde N ∈ R, N > 0 şi p ≥ 3, p

număr natural impar.
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Pentru fixarea ideilor, fie p = 2q + 1, unde q ∈ N. Ne propunem să
determinăm aproximarea pentru rădăcina reală pozitivă a ecuaţiei

(5.8.9) f(x) = x2q+1 −N = 0.

Pentru aceasta, fie a, b ∈ R, a2q+1 < N < b2q+1 şi funcţia g dată de relaţia

(5.8.10) g(x) = xq+1 − N

xq

adică ı̂n afară de factorul constant
1√

2q + 1
, ecuaţia g(x) = 0 este echivalentă

cu ecuaţia h(x) = 0 unde

h(x) =
f ′(x)√
f ′(x)

cu f dată de (5.8.9).
Evident, au loc egalităţile g

(
2q+1
√
N

)
= g′′

(
2q+1
√
N

)
= 0. Aplicând metoda

coardei ecuaţiei g(x) = 0, obţinem pentru 2q−1
√
N aproximaţia

(5.8.11) c1 = a− g(a)
[a, b; g]

,

de unde, folosind identitatea lui Newton (5.8.4a), vom obţine

(5.8.12) c1 − 2q+1
√
N =

[
a, b, 2q+1

√
N ; g

]
[a, b; g]

(
2q+1
√
N − a

)(
b− 2q+1

√
N

)
,

de unde obţinem evaluările

t2
2T1

(
2q+1
√
N − a

)(
b− 2q+1

√
N

)
� c1 − 2q+1

√
N �(5.8.13)

� T2

2t1

(
2q+1
√
N − a

)(
b− 2q+1

√
N

)
,

unde

t1 = (2q + 1)aq;

t2 = min
{
q(q + 1)(N − a2q+1)

aq+2
,
q(q + 1)(b2q+1 −N)

bq+2

}
;

T1 = max
{

(q + 1)a2q+1 + qN

aq+1
,

(q + 1)b2q+1 + qN

bq+1

}
;

T2 = max
{
q(q + 1)(N − a2q+1)

aq+2
,
q(q + 1)(b2q+1 −N)

bq+2

}
.
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Capitolul 6

Algoritmi optimali de tip
interpolator

Aşa cum am văzut ı̂n Capitolul 4, cele mai uzuale metode de aproxi-
mare a rădăcinilor ecuaţiilor neliniare (metoda lui Newton, metoda coardei,
metoda lui Cebâşev şi diverse generalizări ale acestora) se obţin ı̂n mod uni-
tar folosind polinoamele de interpolare inversă de tip Lagrange-Hermite. De
asemenea, dacă nodurile de interpolare sunt controlate ı̂ntr-un anumit mod,
se obţin metode de tip Aitken-Steffensen şi diverse generalizări ale lor.

În capitolul de faţă ne propunem să expunem două aspecte privind pro-
blemele de optim, ce se pun asupra metodelor de tip interpolator.

Mai ı̂ntâi vom studia problema optimalităţii ordinului de convergenţă şi
apoi vom căuta să determinăm acele metode cu indice de eficienţă optim.

În ceea ce priveşte noţiunile de convergenţă şi indice de eficienţă, le vom
adopta pe cele expuse ı̂n paragraful 5.1.

6.1 Ordin de convergenţă optimal

Aşa cum am văzut ı̂n paragraful 5.6, ordinul de convergenţă al metodei
de iteraţie generată de (4.8.4) este dat de rădăcina pozitivă a ecuaţiei (5.6.39).

Dacă ţinem cont de Teorema 5.1.8, atunci ne punem problema unei
distribuţii convenabile pentru ordinele de multiplicitate ale nodurilor ı̂n in-
terpolarea inversă de tip Hermite, astfel ı̂ncât ecuaţia corespunzătoare (de
forma (5.6.39) să admită rădăcina pozitivă cea mai mare şi deci să obţinem
ordin de convergenţă optimal.

Fie a1, a2, . . . , an+1, n + 1 numere naturale astfel ı̂ncât a1 + a2 + · · · +
an+1 = m+ 1.

Notăm cu (i1, i2, . . . , in+1) o permutare a numerelor (1, 2, . . . , n + 1),
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pentru care avem

(6.1.1) ai1 � ai2 � ai3 � · · · � ain � ain+1

Fie x1, x2, . . . , xn+1, n+1 aproximaţii succesive ale rădăcinii x a ecuaţiei
f(x) = 0 şi fie mulţimea ordonată

(6.1.2) E =
{
xi1 , xi2 , . . . , xin+1

}
Pentru claritate vom nota

(6.1.3) αs = ais , s = 1, n+ 1

şi

(6.1.4) us = xis , s = 1, n+ 1.

Fie H(y1, α1; y2, α2; . . . ; yn+1, αn+1; f−1|y) polinomul de interpolare in-
versă al lui Hermite cu nodurile y1, y2, . . . , yn+1, yi = f(xi), i = 1, n+ 1 şi
ordinele de multiplicitate respective α1, α2, . . . , αn+1.

Dacă u1, u2, . . . , un+1 sunt n + 1 aproximaţii iniţiale ale rădăcinii x a
ecuaţiei f(x) = 0, atunci putem construi şirul (up)p≥1 cu ajutorul următorului
procedeu iterativ.

un+2 = H
(
y1, α1; y2, α2; . . . ; yn+1, αn+1; f−1| 0)(6.1.5)

un+s+1 = H
(
ys, α1; ys+1;α2, . . . , ys+n, αn+1; f−1| 0) , s = 2, 3, . . . ,

Considerăm acum toate cele (n+1)! permutări ale mulţimii (1, 2, . . . , n+1).
Fie (i1, i2, . . . , in+1) o permutare, acesteia ı̂i corespunde următoarea metodă
de iteraţie

xn+2 = H
(
yi1 , ai1 ; yi2 , ai2 ; . . . ; yin+1 , ain+1 ; f

−1| 0)(6.1.6)

xn+s+2 = H
(
yi1+s, ai1 ; yi2+s, ai2 ; . . . ; yin+1+sain+1 ; f

−1| 0)
În total avem (n+ 1)! metode de forma (6.1.6).

Este deci normal să ne punem problema ca din cele (n+ 1)! metode de
forma (6.1.6) să selecţionăm pe aceea pentru care ecuaţia de forma (5.6.39)
are rădăcina pozitivă, ce ne oferă ordinul de convergenţă cel mai mare.

Ţinând cont de Teorema 5.1.8, este uşor de arătat că are loc următoarea
teoremă:

Teorema 6.1.1. Dintre cele (n + 1)! metode de forma (6.1.6), cea care
are ordinul de convergenţă cel mai mare este aceea determinată de per-
mutarea (i1, i2, . . . , in+1) pentru care numerele ai1 , ai2 , . . . , ain+1 sunt ı̂n or-
dine crescătoare, adică ai1 � ai2 � · · · � ain+1.
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Considerăm ı̂n continuare un caz particular, când numărul nodurilor de
interpolare este 2, adică cazul de mai sus pentru n = 1. În acest caz cele
două metode iterative au forma

x3 = H
(
y1, a1; y2, a2; f−1| 0) , x1, x2 ∈ I, y1 = f(x1), y2 = f(x2);(6.1.7)

xn+1 = H
(
yn−1, a1; yn, a2; f−1| 0) , yi = f(xi), i ≥ 3;n = 3, 4, . . .

sau

x3 = H
(
y1, a2; y2, a1; f−1| 0) , x1, x2 ∈ I, y1 = f(x1), y2 = f(x2),(6.1.8)

xn+1 = H
(
yn−1, a2; yn, a1; f−1| 0) , yi = f(x), i ≥ 3;n = 3, 2, . . .

Ordinul de convergenţă al metodei (6.1.7) este dat de rădăcina pozitivă a
ecuaţiei

(6.1.9) t2 − a2t− a1 = 0

şi analog pentru (6.1.8) ordinul de convergenţă este dat de rădăcina pozitivă
a ecuaţiei

(6.1.10) t2 − a1t− a2 = 0

Fie ω1 rădăcina pozitivă a ecuaţiei (6.1.9) şi ω2 rădăcina pozitivă a ecuaţiei
(6.1.10). Este uşor de văzut că dacă a2 ≥ a1, atunci ω2 � ω1 şi deci metoda
(6.1.7) este cea optimală.

O altă clasă de metode, pentru care dorim să determinăm acea metodă
pentru care ordinul de convergenţă este optimal, este aşa numita clasă de
metode generalizate de tip Aitken-Steffensen.

O cale mai generală decât cea expusă ı̂n paragraful 4.6, de a extinde
metodele de tip Aitken-Steffensen este următoarea.

Fie ϕi : I → R, I = [a, b], a < b, a, b ∈ R, i = 1, n+ 1, n+ 1 funcţii care
verifică egalităţile

(6.1.11) ϕi(x) = x, i = 1, n+ 1

unde x este rădăcina ecuaţiei f(x) = 0
Presupunem că există numerele reale ρi ≥ 0 şi pi > 1 i = 1, n+ 1, astfel

ı̂ncât sunt verificate relaţiile:

(6.1.12) |f (ϕi(x))| � ρi|f(x)|pi , i = 1, n+ 1,

pentru orice x ∈ I.
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Fie u0 ∈ I o aproximaţie iniţială a rădăcinii x a ecuaţiei f(x) = 0.
Folosind funcţiile ϕi, i = 1, n+ 1, vom construi n+ 1 noduri de interpolare
astfel

(6.1.13) x1
1 = ϕ1(u0), x1

2 = ϕ2(x1
1), . . . , x

1
n+1 = ϕn−1(x1

n).

Notăm cu y1
i = f(x1

i ), i = 1, n+ 1 şi considerăm numerele naturale
α1, α2, . . . , αn+1, care verifică egalitatea

(6.1.14) α1 + α2 + · · · + αn+1 = m+ 1.

Presupunem că f este derivabilă până la ordinul n + 1 pe I şi f ′(x) �= 0
pentru orice x ∈ I. Considerând polinomul de interpolare inversă al lui
Hermite cu nodurile y1

i , obţinem astfel o nouă aproximare a lui x dată de
relaţia

(6.1.15) u1 = H
(
y1
1, α1; y1

2, α2; . . . ; y1
n+1, αn+1, f

−1| 0) ,
cu evaluarea erorii

(6.1.16) |x− u1| � M

(m+ 1)!

n+1∏
i=1

|f(x1
i )|αi ,

unde
M = sup

{∣∣∣[f−1(y)
](m+1)

∣∣∣ , y ∈ f(I)
}
.

Folosind (6.1.12) şi ţinând cont de (6.1.13) obţinem∣∣f(x1
1)
∣∣ = |f(ϕ1(u0))| � ρ1 |f(u0)|p1

f(x1
2) =

∣∣f(ϕ2(x1
1))

∣∣ � ρ2

∣∣f(x1
1)
∣∣p2 � ρ2ρ

p2
1 |f(u0)|p1p2

şi ı̂n general avem:

(6.1.17)
∣∣f(x1

i+1

∣∣ � ρi+1ρ
pi+1

i ρ
pipi+1

i−1 . . . ρ
p2p3...pi+1

1 |f(u0)|p1p2...pi+1 ,

i = 2, 3, . . . n+ 1.
Notăm

(6.1.18) α =
n+1∑
i=1

αi

i∏
j=1

pj

şi

(6.1.19) ρ =
n+1∏
i=1

ρ
αi+βi

j

i
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unde

(6.1.20) βi
j =

n+1∑
j=i+1

αj

j∏
k=i+1

pk.

Ţinând cont de notaţiile de mai sus, din (6.1.16) obţinem

(6.1.21) |x− u1| � Mρ

(m+ 1)!
|f(u0)|α.

Considerând acum aproximaţia de rang k − 1, uk−1 a lui x şi nodurile
de interpolare xk

i , i = 1, n+ 1 date de relaţiile

(6.1.22) xk
1 = ϕ1(uk−1), xk

2 = ϕ2(xk
1), . . . , x

k
n+1 = ϕn+1(xk

n)

şi notând cu yk
i = f(xk

i ), i = 1, n+ 1, obţinem aproximaţia de rang k, uk

astfel:

(6.1.23) uk = H
(
yk
1 , α1; yk

2 , α2; . . . ; yk
n+1, αn+1; f−1|

)
, k = 2, 3, . . .

pentru care, procedând ca mai sus, obţinem:

(6.1.24) |x− uk| � Mρ

(m+ 1)!
|f(uk−1)|α , k = 2, 3, . . .

Fie β = sup
x∈I

|f ′(x)|, atunci din (6.1.24) obţinem

(6.1.25) |x− uk| � βαρM

(m+ 1)!
|x− uk−1|α , k = 1, 2, . . .

Se observă imediat din aceste relaţii că ordinul de convergenţă al şirului
(un)n≥0 dat de relaţiile (6.1.23) este cel puţin α.

Punem şi aici problema să ordonăm atât şirul de funcţii ϕi, i = 1, n+ 1
cât şi numerele αi, i = 1, n+ 1, astfel ı̂ncât α să fie maxim.
În acest scop, fie (k1, k2, . . . , kn+1) şi (j1, j2, . . . , jn+1) două permutări arbi-
trare ale numerelor (1, 2, . . . , n+ 1) şi fie

h(y) = H
(
y1

k1
, αj1 ; y

1
k2
, αj2 ; . . . ; y

1
kn+1

, αjn+1 ; f
−1| y

)
polinomul lui Hermite pe nodurile y1

ki
i = 1, n+ 1, respectiv cu ordinele de

multiplicitate αji , i = 1, n+ 1.
Considerând toate permutările posibile atât pentru ordinele de multi-

plicitate αi, i = 1, n+ 1 cât şi pentru pi, i = 1, n+ 1, obţinem o clasă de
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(n+1)! metode de tip Aitken-Steffensen. Ne propunem să alegem din această
clasă aceea pentru care numărul α dat de (6.1.18) este cel mai mare.

Cu notaţiile de mai sus corespunzător permutărilor considerate, obţinem
următoarele procedee de iteraţie

(6.1.26) us = H
(
ys

k−1, αj1 ; y
s
k2
αj2 ; . . . ; y

s
kn+1

, αjn+1 ; f
−1| 0

)
,

pentru s = 1, 2, . . . , unde am notat

ys
ki

= f(xs
xi

), i = 1, n+ 1, s = 1, 2, . . . ,

şi

xs
k1

= ϕk1(us−1)
xs

ki
= ϕki(x

s
ki−1

), i = 2, n+ 1, s = 1, 2, . . . ,

u0 fiind aproximaţia iniţială dată a lui x.
Având ı̂n vedere cele de mai sus şi aplicând Teorema 5.1.9, obţinem:

Teorema 6.1.2. Dintre toate cele (n + 1)! metode de iteraţie de forma
(6.1.26), cea pentru care se obţine ordinul de convergenţă α cel mai mare
este acea metodă determinată de ordinea numerelor pi şi αi i = 1, n+ 1
dată de (5.1.29).

Mai precis, pentru a obţine metoda cu ordinul de convergenţă α cel mai
mare, procedăm astfel.

Relaţiile (6.1.12) ne definesc perechile (pi, ϕi), i = 1, n + 1. Ordonăm
aceste perechi ı̂n ordine descrescătoare ı̂n raport cu pi, renumerotăm şi
obţinem perechile

(6.1.27) (p1, ϕ1), (p2, ϕ2), . . . , (pn+1, ϕn+1),

unde p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pn+1.
De asemenea numerele αi, i = 1, n+ 1 le aşezăm ı̂n ordine crescătoare,

adică

(6.1.28) α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αn+1.

Cu ajutorul funcţiilor ϕi, ordonate ca ı̂n (6.1.27), construim nodurile xs
i ,

i = 1, n+ 1 de interpolare. Construim apoi polinomul lui Hermite de inter-
polare inversă pe nodurile ys

i = f(xs
i ) i = 1, n+ 1, cu ordinele de multiplic-

itate date de (6.1.28). Conform (5.1.9) vom obţine pentru această metodă
ordinul α cel mai mare.
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6.2 Indice de eficienţă optimal

Din cele expuse ı̂n Capitolul 5, este clar că efortul de calcul pentru
a obţine o aproximaţie convenabilă a rădăcinii x a ecuaţiei f(x) = 0, cu
ajutorul unei metode de iteraţie, depinde evident de ordinul de convergenţă
al metodei. Dar tot aşa de evident este şi faptul că acest efort depinde şi de
volumul de calcule ce trebuie efectuate la fiecare pas de iteraţie. O măsură
a efortului amintit poate fi dată de mărimea indicelui de eficienţă dat de
Definiţia 5.1.5.

Această definiţie poate fi criticată prin aceea că ia ı̂n considerare numai
numărul de funcţii ale căror valori trebuie calculate la fiecare pas de iteraţie
şi nu ţine seamă de complexitatea fiecăreia din aceste funcţii.

Problemele de extrem pe care le vom studia ı̂n acest paragraf, par să nu
fie influenţate de deficienţa specificată mai sus, deoarece clasele de metode
pentru care vom studia indicii de eficienţă fac apel la o singură funcţie şi
eventual la derivatele acesteia de diferite ordine.

Pentru ı̂nceput vom considera una din cele mai simple clase de metode
şi anume metodele de tip Cebâşev, date de (4.5.2), adică considerăm şirul
(xk)k≥0 dat de relaţiile:

xk+1 =xk −
[
f−1(yk)

]′
1!

f(xk) + · · · + (−1)n

[
f−1(yk)

](n)

n!
[f(xk)]n,(6.2.1)

n = 0, 1, . . .

unde x0 ∈ I este aproximaţia iniţială a rădăcinii x a ecuaţiei f(x) = 0,
I = [a, b], a, b ∈ R, a < b, f : I → R.

Presupunem că f este derivabilă până la ordinul n + 1 inclusiv pentru
orice x ∈ I şi f(x) �= 0 pentru orice x ∈ I, atunci şi f−1 este derivabilă până
la ordinul n+ 1 inclusiv pe f(I) şi evident că au loc relaţiile:

(6.2.2) |x− xk+1| � M

(n+ 1)!
|f(xk)|n+1, k = 0, 1, . . .

unde M =
{

sup
[
f−1(y)

](n+1)
, y ∈ f(I)

}
. Dacă notăm cu β = sup

x∈I
|f ′(x)|,

atunci din (6.2.2) obţinem

(6.2.3) |x− xk+1| � Mβn+1

(n+ 1)!
|x− xk|n+1

care ne arată că ordinul de convergenţă al metodelor date de (6.2.1) este
n+ 1.
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Evident, pentru fiecare n ∈ N din (6.2.1) obţinem o metodă de iteraţie.
Vrem să determinăm pe cea care are indicele de eficienţă optimal.

Aşa cum am văzut ı̂n paragraful 2.3, pentru calculul derivatelor funcţiei
inverse are loc formula:[

f−1(y)
](k) =

∑ (2k − i1 − 2)!(−1)k+i1−1

i2! i3! . . . ik![f ′(x)]2k−1
·(6.2.4)

·
(
f ′(x)

1!

)i1 (f ′′(x)
2!

)i2

. . .

(
fk(x)
k!

)ik

unde suma se extinde la toate soluţiile ı̂ntregi şi nenegative ale sistemului{
i2 + 2i3 + · · · + (k − 1)ik = k − 1

i1 + i2 + i3 + · · · + ik = k − 1

Din acest motiv, pentru a trece de la pasul k de iteraţie la pasul k + 1 cu
(6.2.1), trebuie să calculăm valorile

f(xk), f ′(xk), . . . , f (n)(xk)

şi apoi cu formula (6.2.4) trebuie calculate valorile[
f−1(yk)

]′
,
[
f−1(yk)

]′′
, . . . ,

[
f−1(yk)

](n)

unde yk = f(xk). În sfârşit, putem să considerăm o valoare de funcţie şi
pentru expresia din partea dreaptă a formulei (6.2.1).

În total, pentru a trece de la pasul k de iteraţie la pasul k + 1, este
necesar să calculăm 2(n+ 1) valori de funcţii.

Ţinând cont de Observaţia 5.1.3, indicele de eficienţă al metodei (6.2.1)
este dat de relaţia

(6.2.5) E(n) = (n+ 1)
1

2(n+1) , n ≥ 1, n ∈ N.

Considerăm funcţia h : (0,+∞) → R, h(t) = t
1
2t , pentru care observăm

că ia valoarea maximă dacă t = e şi deci pentru n = 2 funcţia E(n) ia
valoarea maximă, adică

E(2) = 6
√

3 .

Am demonstrat astfel următoarea teoremă

Teorema 6.2.1. Dintre toate metodele de iteraţie de tip Cebâşev de forma
(6.2.1), cea care are indicele de eficienţă cel mai mare este metoda cu ordinul
de convergenţă 3, dată de (4.5.10), adică

(6.2.6) xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk)

− 1
2
f ′′(xk) [f(xk)]

2

[f ′(xk)]
3 , x0 ∈ I, k = 0, 1, . . .
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Considerăm ı̂n continuare metoda iterativă dată de polinomul de inter-
polare al lui Lagrange de forma (4.4.4).
În acest caz, pentru a trece de la pasul de iteraţie k la pasul k + 1, este
necesar să calculăm o singură valoare a funcţiei f şi apoi valoarea polino-
mului de interpolare inversă din dreapta egalităţii (4.4.4). Deci ı̂n total 2
valori de funcţii. Dacă notăm cu γn+1 rădăcina pozitivă a ecuaţiei (5.6.6),

din paragraful 5.1 rezultă
2(n+ 1)
n+ 2

� γn+1 < 2 pentru orice n ∈ N.

Ţinând cont de definiţia indicelui de eficienţă, pentru metoda de iteraţie
interpolatoare de tip Lagrange se obţine

(6.2.7) E(n) = [γn+1]
1
2

şi acest indice creşte odată cu creşterea numărului de noduri de interpolare.
Vom cconsidera ı̂n cele ce urmează metoda de iteraţie de tip hermite dată

de (4.8.2), ı̂n cazul particular când ordinele de multiplicitate ale nodurilor
de interpolare sunt egale ı̂ntre ele, adică:

(6.2.8) a1 = a2 = · · · = an+1 = q, q ≥ 2.

În acest caz metoda de iteraţie (4.8.2) devine

(6.2.9) xn+k+1 = H
(
yk, q; yk+1, q; . . . ; yk+n, q; f−1, 0

)
k = 1, 2, . . . , unde yk+i = f(xk+i), i = 0, n, n ≥ 1.

Pentru a trece de la pasul k de iteraţie la pasul k + 1 cu (6.2.9) trebuie
să calculăm valorile

f(xn+k+1), f ′(xn+k+1), . . . , f (q−1)(xn+k+1),

adică q valori de funcţii. Cu formula (6.2.4) vom calcula apoi valorile
derivatelor funcţiei inverse, adică valorile

[
f−1(yn+k+1)

](i), i = 1, k − 1, unde
yn+k+1 = f(xn+k+1). Dacă mai luăm ı̂n considerare şi valoarea funcţiei H
dată de partea dreaptă din (6.2.9), obţinem ı̂n total 2q valori de funcţii.

Ordinul de convergenţă al metodei (6.2.9) este dat de rădăcina pozitivă
δn+1(q) a ecuaţiei (5.1.12). Din relaţia:

max
{
q,
n+ 1
n+ 2

(q + 1)
}

� δn+1(q) � q + 1,

rezultă pentru indicele de eficienţă al metodei (6.2.9) E(δn+1(q), q) relaţia

(6.2.10)
(

max
(
q,
n+ 1
n+ 2

(q + 1)
}) 1

2q

� E(δn+1(q), q) � (q + 1)
1
2q
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pentru q ≥ 2 şi n ≥ 1.
De asemenea din relaţia

δn(q) < δn+1(q)

rezultă

(6.2.11) E(δn+1(q), q) > E(δn(q), q),

adică funcţia E ce caracterizează indicele de eficienţă este crescătoare ı̂n
raport cu n, adică ı̂n raport cu numărul de noduri de interpolare.

Din relaţia q ≥ n+ 1 rezultă egalitatea

(6.2.12) max
{
q,
n+ 1
n+ 2

(q + 1)
}

= q,

iar dacă q < n+ 1, atunci

(6.2.13) max
{
q,
n+ 1
n+ 2

(q + 1)
}

=
n+ 1
n+ 2

(q + 1).

Folosind (6.2.12), respectiv (6.2.13), obţinem relaţiile

(6.2.14) q
1
2q < E(δn+1(q), q) < (q + 1)

1
2q

dacă q ≥ n+ 1 şi

(6.2.15)
[
n+ 1
n+ 2

(q + 1)
] 1

2q

< E(δn+1(q), q) < (q + 1)
1
2q ,

adică q < n+ 1.
În cele ce urmează vom analiza pe rând cele două cazuri.

Pentru q � n + 1 considerăm funcţiile h, l : (0,+∞) → R date de relaţiile
h(t) = t

1
2t şi l(t) = (t + 1)

1
2t . Se verifică uşor că au loc relaţiile: lim

t↘0
h(t) =

0, lim
t→∞h(t) = 1, h este crescătoare pe (0, e) şi descrescătoare pe (e,+∞).

Analog pentru l avem: lim
t↘0

l(t) = e
1
2 , lim

t→∞ l(t) = 1 şi l este descrescătoare ı̂n

(0,∞).
Valoarea maximă a funcţiei h este atinsă pentru t = e, adică h(e) = e

1
2e .

Din relaţia (6.2.14) este clar că valoarea maximă a funcţiei E este mai
mare decât e

1
2e care este, aşa cum am văzut, valoarea maximă a lui h.

Considerăm ecuaţia

(6.2.16) ϕ(t) = (1 + t)
1
2t − e

1
2e = 0
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pentru care avem ϕ(0) = e
1
2 − e

1
2e > 0 şi lim

t→∞ϕ(t) = 1 − e
1
2e < 0.

În continuare vom arăta că ϕ′(t) < 0 pentru t > 0 şi deci ecuaţia (6.2.16)
are o singură rădăcină t > 0. Într-adevăr din (6.2.16) deducem

ϕ′(t) =
1
2

(t+ 1)
1
2t

⎡⎢⎢⎣
t

t+ 1
− ln(1 + t)

t2

⎤⎥⎥⎦ =
(t+ 1)

1
2t

2t2
ψ(t)

unde ψ(t) = t
t+1 − ln(1 + t).

Observăm că ψ(0) = 0 şi lim
t→+∞ψ(t) = −∞. Mai mult, pentru t > 0,

ψ′(t) =
1

(t+ 1)2
− 1
t+ 1

< 0 şi ψ(t) < 0 pentru orice t > 0, rezultă că

ϕ′(t) < 0 pentru t > 0 şi deci ϕ este strict descrescătoare, adică rădăcina
t este unică. Este clar că pentru t ≤ t, (1 + t)

1
2t ≥ e

1
2e , adică maximul

funcţiei E se găseşte printre valorile lui E pentru t � t. Este uşor de văzut
că E > 4. Este atunci clar că pentru a determina cea mai mare valoare a
lui E(δn+1(q), q) este suficient să luăm cea mai mare din valorile calculate
pentru q = 2, q = 3 şi q = 4 şi n � q − 1. Se constată uşor că E ia valoarea
maximă pentru q = 2 şi n = 1.

Am demonstrat astfel următoarea teoremă

Teorema 6.2.2. Dintre toate metodele de forma (6.2.9) pentru n � 1 şi
q � n+1, metoda cu cel mai mare indice de eficienţă este aceia ce corespunde
cazului n = 1 şi q = 2, adică metoda dată de relaţiile

(6.2.17) xk+2 = H
(
yk, 2; yk+1, 2; f−1(0)

)
, k = 1, 2, . . .

În continuare vom analiza cazul q < n + 1. În acest caz indicele de
eficienţă verifică (6.2.15). Considerăm acum, pe lângă funcţia l definită la
cazul precedent, funcţia pn : (0,+∞) → R, dată de relaţia

pn(t) =
[
n+ 1
n+ 2

(t+ 1)
] 1

2t

pentru care se arată uşor că lim
t↘0

pn(t) = 0 şi lim
t→∞ pn(t) = 1, unde n este fixat.

Derivata funcţiei pn are forma:

p′n(t) =
1
2

[
n+ 1
n+ 2

(t+ 1)
] 1

2t

t

t+ 1
− ln

n+ 1
n+ 2

(t+ 1)

t2
=(6.2.18)

=
1

2t2

[
n+ 1
n+ 2

(t+ 1)
] 1

2t

hn(t)
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unde

(6.2.19) hn(t) =
t

t+ 1
− ln

n+ 1
n+ 2

(t+ 1).

Observăm că hn(0) = − ln
n+ 1
n+ 2

> 0 şi lim
t→∞hn(t) = −∞. În plus, h′n(t) =

1
(t+ 1)2

− 1
t+ 1

< 0 pentru t > 0 şi deci ecuaţia hn(t) = 0 are o singură

rădăcină pozitivă τn, adică p′n(t) = 0 are singura rădăcină τn. Este clar că
funcţia pn ı̂şi atinge valoarea maximă pentru t = τn.

Din (6.2.19) rezultă egalitatea
n+ 1
n+ 2

(1 + τn) = e
τn

1+τn şi de aici obţinem

pentru valoare maximă a funcţiei pn expresia

pn(τn) = e
1

2(1+τn) .

Considerăm acum funcţia pn+1 : (0,+∞) → R, dată de relaţia

pn+1(t) =
[
n+ 2
n+ 3

(t+ 1)
] 1

2t

pentru care derivata p′n+1(t) are forma

p′n+1(t) =
1

2t2

[
n+ 2
n+ 3

(1 + t)
] 1

2t

hn+1(t),

unde
hn+1(t) =

t

t+ 1
− ln

n+ 2
n+ 3

(t+ 1).

Deoarece hn(τn) = 0, rezultă imediat relaţia

hn+1(τn) = ln
n+ 1
n+ 2

(τn + 1) − ln
n+ 2
n+ 3

(τn + 1) =

= ln
(n+ 1)(n+ 3)

(n+ 2)2
< 0,

adică p′n+1(τn) < 0.
Fie τn+1 rădăcina ecuaţiei p′n+1(t) = 0. Este clar că relaţia p′n+1(τn) < 0

implică τn+1 < τn pentru n � 2, 1 < q < n+ 1.
Considerăm acum ecuaţia

qn(t) = (1 + t)
1
2t − e

1
2(1+τn) = 0, t ∈ (0,+∞).
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Deoarece

q′n(t) =
1

2t2
(t+ 1)

1
2t

[
t

t+ 1
− ln(1 + t)

]
,

rezultă imediat că pentru t ∈ (0,+∞), q′n(t) < 0 şi deci qn(t) este funcţie

descrescătoare. Cum lim
t↘0

qn(t) = e
1
2 − e

1
2(1+τn) > 0 şi lim

t→+∞(1 + t)
1
2t −

e
1

2(1+τn) = 1−e 1
2(1+τn) < 0, rezultă că ecuaţia qn(t) = 0 are o singură rădăcină

µn ∈ (0,+∞).
Fie acum ecuaţia

qn+1(t) = (1 + t)
1
2t − e

1
2(1+τn+1) = 0, t ∈ (0,+∞)

şi µn+1 rădăcina ei din intervalul (0,+∞).
Dacă ţinem cont de faptul că τn > τn+1, constatăm imediat că are loc
inegalitatea

pn+1(µn) = e
1

2(1+τn) − e
1

2(1+τn+1) < 0,

ceea ce ne arată că µn+1 < µn.
Deoarece pentru t > τn, avem pn(t) < pn(τn), este clar că valorile n şi q
pentru care funcţia E este maximă se găsesc ı̂n mulţimea

{q ∈ N| 2 ≤ q < min{n+ 1, µn}} .

Cum pentru n = 2, µn < 4 şi pentru n = 3 µn < 3, rezultă că singura valoare
pentru care E ia valoarea maximă este q = 2 şi este uşor de văzut că au loc
relaţiile

E(δn(2), 2) < E(δn+1(2), 2),

pentru orice n ≥ 2 şi deci E este crescătoare ı̂n raport cu variabila n.
Am demonstrat următoarea teoremă.

Teorema 6.2.3. Dacă q < n + 1 ı̂n metoda (6.2.9), atunci pentru orice n
fixat, valoarea lui q pentru care E(δn+1(q), q) este meximă, este egală cu 2.

6.3 Metodă optimală de tip Hermite cu 2 paşi

Notăm cu q ∈ N, q ≥ 1 un număr natural şi considerăm ı̂n cele ce
urmează polinomul lui Hermite de interpolare inversă cu două noduri de
interpolare, având fiecare acelaşi ordin de multiplicitate q.

Asupra funcţiei f vom face următoarele ipoteze:
α) funcţia f este derivabilă pe intervalul ]a, b[ până la ordinul 2q inclusiv;
β) f ′(x) �= 0 pentru orice x ∈]a, b[;
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γ) ecuaţia f(x) = 0 are o rădăcină x ∈]a, b[.
În ipotezele α)-γ) de mai sus este clar că funcţia f admite o inversă

f−1 : D → I, unde D = f(I) şi rădăcina x a ecuaţiei f(x) = 0 este dată de
relaţia

(6.3.1) x = f−1(0).

Notăm cu H(y1, q, y2, q; f−1| y) polinomul de interpolare inversă al lui
Hermite care verifică egalităţile:

(6.3.2) H(k)(y1, q; y2q; f−1| yi)=
[
f−1(y)i)

](k)
, i = 1, 2; k = 0, 1, . . . , q − 1

unde
[
f−1(yi)

]0) = f−1(yi), i = 1, 2 şi y1, y2 ∈ D.
Dacă considerăm polinomul

ω1(y) = (y − y1)q(y − y2)q

atunci restul ı̂n formula de interpolare a lui Hermite are forma:

R(f−1; y) = f−1(y) −H(y1, q;Y2, q : f−1| y) =

=
1

(2q)!
[
f−1(θ1)

](2q)
ω1(y)

unde θ1 este cuprins ı̂n cel mai mic interval deschis ce conţine punctele y, y1

şi y2.
Fie xs, xs+1 ∈ I două aproximaţii ale rădăcinii x a ecuaţiei f(x) = 0,

atunci următoarea aproximaţie a rădăcinii x se poate obţine astfel:

(6.3.3) xs+2 = H
(
ys, q; ys+1, q; f−1| 0) , s = 0, 1, . . . , .

Vom presupune că toate elementele şirului (xp)p≥0 generat de relaţiile (6.3.3)
aparţin intervalului ]a, b[. Ţinând cont de cele de mai sus este uşor de văzut
că au loc relaţiile

(6.3.4) |f(xs+2)|=
∣∣f ′(αs)

∣∣
∣∣∣[f−1(θ2)

](2q)
∣∣∣

(2q)!
|f(xs+1)|q |f(xs)|q , s = 0, 1, ...,

undeαs este conţinut ı̂n intervalul deschis determinat de punctele x şi xs+2,
iar θs este conţinut ı̂n cel mai mic interval deschis ce conţine punctele 0, ys,
ys+1, s = 0, 1, . . . ,.

Din (6.3.4) este uşor de văzut că ordinul de convergenţă al metodei
considerate este dat de rădăcina pozitivă a ecuaţiei

t2 − qt− q = 0.
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Din această ecuaţie se obţine ordinul de convergenţă ω dat de egalitatea

ω =
q +

√
q2 + 4q
2

.

Din clasa de metode considerate mai sus dorim să determinăm pe aceia care
are indicele de eficienţă cel mai mare. Pentru aceasta vom observa că, pentru
a genera elementele şirului (xp)p≥0 dat de (6.3.3), este necesar ca la pasul de
iteraţie p, p ≥ 2 să calculăm valorile funcţiilor

f, f ′, . . . , f (q−1)

pe punctul xp, obţinut la pasul p − 1, deoarece valorile acestor funcţii pe
punctul xp−1 au fost calculate la pasul anterior. Deci sunt necesare q valori
de funcţii.

Dacă ţinem cont că polinomul de interpolare inversă de tip Hermite
se exprimă cu ajutorul derivatelor succesive ale funcţiei f−1, care conform
cu relaţiile (2.3.1) au o formă relativ complicată, atunci conform acestor
relaţii va fi necesar să luăm ı̂n considerare ı̂ncă calculul a q − 1 valori de
funcţii. Pe de altă parte, calculul valorii polinomului lui Hermite poate
implica ı̂ncă o valoare de funcţie. În concluzie, putem considera că pentru a
trece de la un pas de iteraţie la următorul, este necesar să calculăm ı̂n total 2q
valori de funcţii. Toate acestea pot influenţa valoarea indicelui de eficienţă,
ı̂nsă, aşa cum vom constata ı̂n cele ce urmează, valoarea lui q pentru care
indicele de eficienţă este optimal nu este influenţată, chiar dacă presupunem
că numărul de valori de funcţii ce trebuie calculate la fiecare pas de iteraţie
este proporţional cu q. Dacă presupunem că numărul de valori de funcţii
este egal cu δq, unde δ este o constantă pozitivă, atunci conform Observaţiei
5.1.3, indicele de eficienţă al metodei (6.3.3) este dat de

(6.3.5) E = ϕ(q) =

[
q +

√
q2 + 4q
2

] 1
δq

.

Valoarea lui q pentru care E este maxim este dată de rădăcina ecuaţiei
ϕ′(q) = 0 şi, aşa cum vom arăta mai jos, această rădăcină nu depinde de δ.

Din (6.3.5) obţinem:

ϕ′(q) =
1
δ
ϕ(q)

[
1
q

ln
q +

√
q2 + 4q
2

]′
.

Deoarece ϕ(q) > 0, rezultă că ecuaţia ϕ′(q) = 0 este echivalentă cu ecuaţia:

ψ(q) =

(
1
q

ln
q +

√
q2 + 4q
2

)′
= 0,
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de unde se obţine

(6.3.6) ψ(q) =

√
q2 + 4q + q + 2√
q2 + 4q + q + 4

− ln
q +

√
q2 + 4q
2

= 0.

Pentru a rezolva această ecuaţie notăm t = q +
√
q2 + 4q şi observăm că

dt

dq
> 0 pentru q > 0. Cu substituţia de mai sus ecuaţia (6.3.6) devine

η(t) =
t+ 2
t+ 4

− ln
t

2
= 0

şi deoarece η′(t) < 0, pentru t > 0 rezultă că ecuaţia η(t) = 0 are o singură

rădăcină pozitivă t. Mai observăm că η(2) =
2
3
> 0 şi η(2e) =

e+ 1
e+ 2

−1 < 0,

adică 2 < E < 2e, care ne conduce la concluzia că rădăcina q a ecuaţiei
ϕ′(q) = 0 verifică relaţiile

2 < q +
√
q2 + 4q < 2e,

de unde rezultă

(6.3.7)
1
2
< q <

e2

e+ 1
.

Mai observăm că η(t) > 0 dacă 1 ≤ t < t şi η(t) < 0 dacă t < t, de unde

rezultă ϕ′(q) > 0 dacă
1
2
< q < q şi ϕ′(q) < 0 dacă q > q. Funcţia ϕ(q) are ı̂n

punctul q = q un punct de maxim. Rămâne să căutăm valoarea maximă a lui
E, pe mulţimea numerelor naturale, printre acele numere naturale cuprinse
ı̂n vecinătatea numărului real q. Din relaţiile (6.3.7) rezultă că valoarea lui q
pentru care E este maxim trebuie căutată ı̂n mulţimea {1, 2, 3}. Se constată
uşor că ϕ(1) < ϕ(2) şi ϕ(2) > ϕ(3), ceea ce ne conduce la concluzia că E
este maxim când q = 2.

Am demonstrat următoarea teoremă:

Teorema 6.3.1. Dintre toate metodele de iteraţie de forma (6.3.3), metoda
care are indicele de eficienţă cel mai mare este aceea pentru care q = 2, adică
metoda dată de relaţiile

(6.3.8) xs+2 = H
(
ys; 2, ys+1; 2; f−1| 0) , x0, x1 ∈ I, s = 0, 1, . . . , .
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În ı̂ncheiere vom da pentru H o expresie folosind diferenţele divizate pe
noduri duble.

h
(
ys; 2, ys+1; 2; f−1| 0) = xs −

[
ys, ys; f−1

]
ys+(6.3.9)

+
[
ys, ys, ys+1; f−1

]
y2

s − [
ys, ys, ys+1, ys+1; f−1

]
y2

sys+1,

unde ys = f(xs), ys+1 = f(xs+1).
Pentru calculul diferenţelor divizate din (6.3.9) se poate folosi formula

de recurenţă a diferenţelor divizate şi se ı̂ntocmeşte următorul tabel:

ys f−1(ys)

ys f−1(ys)
[
ys, ys; f−1

]
ys+1 f−1(ys+1)

[
ys, ys+1; f−1

] [
ys, ys, ys+1; f−1

]
ys+1 f−1(ys+1)

[
ys+1, ys+1; f−1

] [
ys, ys+1, ys+1; f−1

] [
ys, ys, ys+1, ys+1; f−1

]

unde ys = f(xs), ys+1 = f(xs+1),
[
ys, ys; f−1

]
=

1
f ′(xs)

,
[
ys, ys+1; f−1

]
=

1
[xs, xs+1; f ]

şi
[
ys+1, ys+1; f−1

]
=

1
f ′(xs+1)

.

După cum se observă ı̂n (6.3.9) intervin numai elementele de pe diagonala
acestui tabel.
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Capitolul 7

Aproximarea rădăcinilor
ecuaţiilor algebrice

În cadrul capitolului de faţă ne vom ocupa ı̂n exclusivitate de ecuaţiile
de forma

(7.0.1) f(x) = 0

unde f este un polinom de gradul n, n fiind un număr natural.
O ecuaţie de forma (7.0.1) are, după cum se ştie, n rădăcini care pot fi

numere reale sau complexe.
Pentru a găsi aceste rădăcini, trebuie ı̂n primul rând să delimităm de-

omeniul din planul complex unde se găsesc ele.
În multe probleme practice ne interesează numai anumite rădăcini ale

ecuaţiei (7.0.1) şi de aceea este necesar ca, după delimitarea domeniului care
conţine toate rădăcinile ecuaţiei (7.0.1), să procedăm la separarea lor.

7.1 Marginile rădăcinilor ecuaţiilor algebrice

Considerăm ecuaţia

(7.1.1) f(z) = a0z
n + a1z

n−1 + a2z
n−2 + · · · + an−1z + an = 0,

unde a0, a1, . . . , an sunt numere reale, a0 �= 0.
Notăm cu:

(7.1.2)
a = max {|a1|, |a2|, . . . , |an|} ,
a′ = max {|a0|, |a1|, . . . , |an−1|} .

235
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Teorema 7.1.1. Toate rădăcinile ecuaţiei (7.1.1) sunt ı̂n coroana circulară
din planul complex, delimitată de inegalităţile:

|an|
a′ + |an| � |z| � 1 +

a

|a0| , a0 �= 0

Demonstraţie. Observăm că f(z) verifică inegalitatea

|f(z)| � |a0z
n| − |a1z

n−1 + a2z
n−2 + · · · + an−1z + an|.

Dacă ţinem cont de (7.1.2), pentru |z| > 1 avem:∣∣a1z
n−1 + a2z

n−2 + · · · + an−1z + an

∣∣ �

� a
{|z|n−1 + |z|n−2 + · · · + |z| + 1

}
= a

|z|n − 1
|z| − 1

<
a|z|n
|z| − 1

.

Rezultă că |f(z)| > 0 dacă are loc relaţia

|a0||z|n − a
|z|n

|z| − 1
≥ 0

de unde obţinem
|z| � 1 +

a

|a0| ,

ceea ce ı̂nseamnă că toate rădăcinile ecuaţiei (7.1.1) sunt ı̂n discul de rază

R = 1 +
a

|a0| .
Dacă considerăm acum ecuaţia

(7.1.3) g(y) = any
n + an−1y

n−1 + · · · + a1y + a0 = 0,

care se obţine din (7.1.1) prin substituţia z =
1
y

, rezultă cătoate rădăcinile

ei sunt cuprinse ı̂n discul de rază R′ = 1 +
a′

|an| , adică

1
|y| � 1 +

a′

|an|
de unde avem

y � |an|
a′ + |an| ,

ceea ce ne dovedeşte inegalităţile din Teorema 7.1.1.
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Fie r =
|an|

a′ + |an| şi R = 1 +
a

|a0| . Evident R � r deoarece a � |an| şi

a′ � |a0|. Dacă notăm zi = xi + yi, i = 1, 2, . . . , n rădăcinile ecuaţiei (7.1.1),
atunci domeniul unde se găsesc rădăcinile zi, i = 1, 2, . . . , n este delimitat ı̂n
figura 7.1.1.

x

y

z
z

z

zz

z

1

2

3

n-1n

4

Figura 7.1.1

Observaţia 7.1.1. Numerele R şi r sunt respectiv marginile superioară şi
inferioară ale rădăcinolor pozitive ale ecuaţiei (7.1.1), iar numerele −R şi
−r sunt respectiv marginea inferioară şi superioară ale rădăcinilor negative
ale aceleiaşi ecuaţii.

Presupunem acum că a0 > 0. ne vom ocupa ı̂n continuare de marginile
rădăcinilor reale ale ecuaţiei (7.1.1). Evident, este suficient să căutăm marginile
rădăcinor pozitive ale ecuaţiei (7.1.1), deoarece dacă schimbăm apoi ı̂n ecuaţia
(7.1.1) pe x cu −x şi căutăm pentru noua ecuaţie marginile rădăcinilor poz-
itive din acestea, vom obţine uşor apoi marginile rădăcinilor negative ale
ecuaţiei considerate.

Observaţia 7.1.2. Dacă considerăm ecuaţia (7.1.1) şi odată cu aceasta
ecuaţiile:

f1(x) = xnf

(
1
x

)
= 0;

f2(x) = f(−x) = 0;

f3(x) = xnf

(
−1
x

)
= 0
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şi presupunem că limitele superioare ale rădăcinilor pozitive ale lor sunt,

respectiv R1, R2 şi R3, atunci
1
R1

este limita inferioară a rădăcinilor pozitive

ale ecuaţiei (7.1.1), −R2 este limita inferioară a rădăcinilor negative ale

ecuaţiei (7.1.1) iar − 1
R3

este limita superioară a rădăcinilor negative ale

ecuaţiei (7.1.1).

Teorema 7.1.2. Dacă notăm cu a valoarea absolută a celui mai mare, ı̂n
valoare absolută, dintre coeficienţii negativi ai ecuaţiei (7.1.1) şi fie am,
0 < m � n, primul coeficient negativ din şirul a0, a1, . . . , an, atunci toate

rădăcinile pozitive ale ecuaţiei (7.1.1) sunt mai mici decât 1 +
(
a

a0

) 1
m

.

Demonstraţie. Înlocuim coeficienţii pozitivi a1, . . . , am−1 cu zero, iar toţi
ceilalţi coeficienţi ı̂i ı̂nlocuim cu −a, atunci valoarea polinomului f dat de
(7.1.1) pentru x > 1 nu poate decât să descrească.

Avem:

f(x) � a0x
n − a(xn−m + xn−m−1 + · · · + x+ 1) =

= a0x
n − a

xn−m+1 − 1
x− 1

> a0x
n − a

xm−n−1

x− 1
=

=
xn−m+1

x− 1
[
a0x

m−1(x− 1) − a
]

� 0

dacă x � 1 + m

√
a

a0
.

Într-adevăr, dacă x � 1 + m

√
a

a0
, atunci avem:

a0x
m−1(x− 1) − a � a0

m

√
a

a0

(
1 + m

√
a

a0

)m−1

− a > 0,

de unde rezultă că toate rădăcinile pozitive ale ecuaţiei (7.1.1) sunt mai mici

decât 1 + m

√
a

a0
.

Observaţia 7.1.3. Dacă ecuaţia (7.1.1) nu are nici un coeficient negativ,
atunci această ecuaţie nu are nici o rădăcină pozitivă.

Exemplu numeric. Să se găsească marginile rădăcinilor reale ale ecuaţiei:

(7.1.4) x4 − 35x3 + 380x2 − 1350x+ 1000 = 0.
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Vom căuta mai ı̂ntâi marginile pozitive ale rădăcinilor acestei ecuaţii şi
anume cu notaţiile din teorema 7.1.2 avem: a = 1350, m = 1 şi a0 = 1. Deci

toate rădăcinile pozitive sunt mai mici decât 1 +
1350

1
= 1351.

Pentru a găsi marginea inferioară a rădăcinilor pozitive vom considera
ecuaţia

(7.1.5) 1 − 35y + 380y2 − 1350y3 + 1000y4 = 0

pe care am obţinut-o din cea iniţială prin schimbarea de variabilă x =
1
y

.

Pentru ultima ecuaţie avem a = 1350, a0 = 1000, m = 1, atunci marginea

superioară a rădăcinilor pozitive ale ecuaţiei (7.1.5) este 1 +
1350
1000

= 2, 35,

de unde rezultă |yi| < 2, 35 sau
1
yi

>
1

2, 35
. Din cele de mai sus de-

ducem că rădăcinile pozitive ale ecuaţiei (7.1.4) sunt cuprinse ı̂n intervalul[
100
235

, 1351
]
.

Pentru a găsi marginile rădăcinilor negative considerăm ecuaţia

(7.1.6) z4 + 35z3 + 380z2 + 1350z + 1000 = 0

obţinută din (7.1.4) prin schimbarea lui x cu −z. Se vede că ecuaţia (7.1.6)
are numai coeficienţi pozitivi şi deci nu are nici o rădăcină pozitivă, ceea ce
ne conduce la faptul că ecuaţia (7.1.4) nu are rădăcini negative.

Indicăm ı̂n continuare o altă metodă de determinare a marginii supe-
rioare a rădăcinilor pozitive ale ecuaţiei (7.1.1).

Considerăm ecuaţia (7.1.1) şi presupunem că a0 > 0. Punem polinomul
f sub forma:

f(x) = Q1(x) −Q2(x) +Q3(x) −Q4(x) + · · · +Q2m−1(x) −Q2m(x),

undeQ1(x) este suma termenilor consecutivi din polinomul f care au coeficienţi
pozitivi ı̂ncepând cu a0x

n, −Q2(x) este suma termenilor consecutivi din poli-
nomul f având coeficienţii negativi şi care urează imediat după termenii lui
Q1(x), apoi Q3(x) este suma termenilor cu coeficienţi pozitivi din f care
urmează după termenii lui Q2 şi aşa mai departe, ultimul polinom Q2m(x)
fiind compus din termeni cu coeficienţi negativi sau este identic egal cu zero.

Notăm cu cj , j = 1, 2, . . . ,m, m numere pozitive pentru care:

Q2j−1(cj) −Q2j(cj) = 0, j = 1, 2, . . . ,m,
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atunci putem admite drept limită superioară a rădăcinilor pozitive ale ecuaţiei
(7.1.1) numărul R = max{c1, c2, . . . , cm}.

Vom demonstra ı̂n continuare că are loc afirmaţia de mai sus.
Într-adevăr, avem:

Q2j−1(x) −Q2j(x) = b
(j)
1 · xnj + b

(j)
2 · xnj−1 + · · · + b(j)p · xnj−p+1−

− b
(j)
p+1 · xnj−p − b

(j)
p+2 · xnj−p−1 − · · · − b

(j)
p+q · xnj−p−q+1,

j = 1, 2, . . . ,m,

unde
b(j)s � 0, s = 1, . . . , p+ q

iar
b
(j)
1 > 0, j = 1, 2, . . . ,m.

Dacă considerăm x > 0 şi punem

Q2j−1(x) −Q2j(x) =(7.1.7)

= xnj−p+1

[(
b
(j)
1 · xp−1 + b

(j)
2 · xp−2 + · · · + b(j)p

)
−

−
(
b
(j)
p+1

x
+
b
(j)
p+2

x2
+ · · · + b

(j)
p+q

xq

)]
,

atunci observăm că funcţiile Q2j−1(x)−Q2j(x), j = 1, 2, . . . ,m cresc atunci
când variabila x creşte, deci dacă x > cj > 0 atunci Q2j−1(x) − Q2j(x) >
Q2j−1(cj) � 0, j = 1, 2, . . . ,m.

De aici rezultă că dacă x > R atunci f(x) > 0, deci toate rădăcinile
pozitive ale ecuaţiei (7.1.1) sunt mai mici decât R.

Exemplu numeric. Să se determine limitele rădăcinilor reale ale ecuaţiei:

(7.1.8) f(x) = 6x5 + 3x4 − 18x3 − 12x2 + 9x− 1 = 0.

Pentru rezolvarea problemei de mai sus punem polinomul (7.1.8) sub forma

f(x) = Q1(x) −Q2(x) +Q3(x) −Q4(x)

unde avem

Q1(x) = 6x5 + 3x4

Q2(x) = 18x2 + 12x2

Q3(x) = 9x
Q4(x) = +1.
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Se observă că putem lua c1 = 2 deoarece Q1(2)−Q2(2) = 48 > 0, iar c2 = 1
deoarece Q3(1) − 1 = 8 > 0. Observăm deci, că drept margine superioară a
rădăcinilor pozitive ale ecuaţiei (7.1.8) putem lua R = 2.

Pentru marginea inferioară, consideră ecuaţia:

(7.1.9) P1(y) = y5 − 9y4 + 12y3 + 18y2 − 3y − 6.

Pentru această ecuaţie avem:

Q1(y) = y5

Q2(y) = 9y4

Q3(y) = 12y3 + 18y2

Q4(y) = 3y + 6.

Se observă că putem lua c1 = 10 şi c2 = 1, de unde rezultă
1
r

= 10, adică

r =
1
10

, ceea ce ı̂nseamnă că toate rădăcinile pozitive ale ecuaţiei (7.1.8)
sunt mai mari decât 0, 1.

Pentru a calcula marginea inferioară a rădăcinilor negative ı̂n (7.1.8)
facem schimbarea de variabilă x = −z şi obţinem ecuaţia

P2(z) = 6z5 − 3z4 − 18z3 + 12z2 + 9z + 1 = 0,

pentru care avem:

Q1(z) = 6z5;

Q2(z) = 3z4 + 18z3;

Q3(z) = 12z2 + 9z + 1;
Q4(z) = 0.

Putem lua c1 = 2 şi c2 = 0, atunci avem R′ = 2, adică toate rădăcinile
negative ale ecuaţiei (7.1.8) sunt mai mari decât −2.

Pentru marginea superioară a rădăcinilor negative vom considera poli-
nomul:

P3(u) = u5 + 9u4 + 12u3 − 18u2 − 3u+ 6,

pentru care avem

Q1(u) = u5 + 9u4 + 12u3

Q2(u) = 18u2 + 3u
Q3(u) = 6
Q4(u) = 0.
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Putem atunci considera c1 = 1 şi c2 = 0, ceea ce ne conduce la faptul că
toate rădăcinile negative ale ecuaţiei (7.1.8) sunt mai mici decât −1.

Un alt mod de a determina marginea superioară a rădăcinilor pozitive
ale unei ecuaţii de forma (7.1.1) se obţine din următoarea teoremă.

Teorema 7.1.3. Dacă pentru x = c, c ∈ R, c > 0, polinomul f şi toate
derivatele sale f ′, f ′′, . . . , f (n) sunt nenegative, atunci toate rădăcinile pozi-
tive ale ecuaţiei (7.1.1) sunt mai mici sau egale cu c.

Demonstraţie. Dacă x > c, atunci ţinând cont de egalitatea

f(x) = f(c) + f ′′(c)(x− c) +
f ′(c)
2!

(x− c)2 + · · · + f (n)(c)
n!

(x− c)n,

rezultă că f(x) > 0, adică f(x) nu poate avea rădăcini mai mari decât c.

7.2 Calculul valorilor unui polinom şi a derivatelor
sale

În cadrul paragrafului de faţă ne vom ocupa de câteva metode de calcul
ale valorilor unui polinom şi ale derivatelor sale.

Vom ı̂ncepe prin expunerea unei scheme cunoscute de calcul a valorilor
unui polinom şi anume, vom expune principiul schemei lui Hörner.

Aşa cum vom vedea, metodele de calcul a valorilor derivatelor unui poli-
nom se bazează ı̂n principiu tot pe această schemă de calcul şi pe formula
lui Taylor.

1. Schema lui Hörner pentru calculul valorilor unui polinom

Considerăm un polinom P cu coeficienţi reali, definit prin egalitatea:

(7.2.1) P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x+ an

unde ai, i = 0, 1, . . . , n sunt numere reale şi reprezintă coeficienţii polinomu-
lui P .

Fie ξ ∈ R un număr real dat. pentru calculul valorii polinomului P
pentru x = ξ se poate aplica schema lui Hörner, care constă ı̂ntr-o aranjare
convenabilă a termenilor polinomului P , astfel ı̂ncât calculele să poată fi
executate cât mai simplu şi cu un număr cât mai mic de operaţii.
Se observă fără dificultate că valoarea polinomului P pentru x = ξ se poate
pune sub următoarea formă:

P (ξ) = ((. . . (((a0ξ + a1)ξ + a2) + a2)ξ + a3)ξ + . . .(7.2.2)
. . . an−2)ξ + an−1)ξ + an
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care ne conduce ı̂n final la calculul succesiv al numerelor reale bi, i = 0, n
date de egalităţile:

b0 = a0;
b1 = b0ξ + a1;
b2 = b1ξ + a2;(7.2.3)
· · · · ·
bn−1 = bn−2ξ + an−1;
bn = bn−1ξ + an.

Din (7.2.2) şi (7.2.3) deducem egalitatea:

(7.2.4) P (ξ) = bn.

Este uşor de observat că numerele reale bi, i = 1, n− 1 reprezintă coeficienţii
câtului Q, obţinut prin ı̂mpărţirea polinomului P prin polinomul x− ξ.

Pentru simplificare, calculele se pot aranja ı̂n următorul tabel:

a0 a1 a2 a3 . . . an−1 an x = ξ

+ b0 b1 b2 . . . bn−2 bn−1

b0 b1 b2 b3 . . . bn−1 bn

Semnificaţia calculelor din schema de mai sus rezultă din formulele (7.2.3).

2. Schema lui Hörner generalizată.

Vom semnala ı̂n continuare faptul că schema expusă la punctul prece-
dent, poate fi aplicată repetat, obţinând astfel algoritmi de calcul care pot
fi folosiţi pentru calculul valorilor derivatelor unui polinom.

Fie y ∈ R şi h = x − y. Notăm cu Ai, i = 0, n coeficienţii polinomului
P (y + h), ordonat după puterile lui h, adică

(7.2.5) P (y + h) = A0h
n +A1h

n−1 + · · · +An−1h+An.

Dacă ı̂n egalitatea de mai sus facem h = 0, atunci obţinem

(7.2.6) An = P (y).

Împărţind polinomul P cu x− y obţinem

(7.2.7) P (x) = P1(x)(x− y) + P (y),

iar pe de altă parte din (7.2.5), pentru h = x− y deducem

(7.2.8) P (x) =
[
A0(x− y)n−1 +A1(x− y)n−2 + · · · +An−1

]
(x− y) +An,
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adică pentru P1 avem următoarea reprezentare

(7.2.9) P1(x) = A0(x− y)n−1 +A1(x− y)n−2 + · · · +An−1,

sau

(7.2.10) P1(y + h) = A0h
n−1 +A1h

n−2 + · · · +An−1,

de unde pentru h = 0 avem

(7.2.11) An−1 = P1(y).

Fie acum

(7.2.12) P1(x) = (x− y)P2(x) + P1(y).

Procedând ca mai sus, deducem uşor următoarea egalitate

(7.2.13) An−2 = P2(y),

unde

P2(x) = A0(x− y)n−2 +A1(x− y)n−3 + · · ·+(7.2.14)
+An−3(x− y) +An−2.

Presupunem acum prin inducţie că am reuşit să determinăm coeficienţii
An−i, i = 1, k, k < n şi anume

(7.2.15) An−i = Pi(y), i = 1, k,

unde

Pi(x) =A0(x− y)n−i +A1(x− y)n−i−1 + · · · +An−i,(7.2.16)

i = 1, k.

Pentru i = k + 1 avem

(7.2.17) Pk(h) = (x− y)Pk+1(y) + Pk(y),

de unde, ţinând cont de (7.2.16), obţinem

(7.2.18) Pk+1(x) = A0(x− y)n−k−1 +A1(x− y)n−k−2 + · · · +An−k−1,

din care, dacă punem x = y, obţinem

(7.2.19) An−k−1 = Pk+1(y).
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Am dovedit nai sus că, prin ı̂mpărţiri succesive ale polinomului P prin
x − y, avem posibilitatea să calculăm coeficienţii An−i; i = 1, 2, . . . , n din
dezvoltarea (7.2.5), adică

(7.2.20) An−i = Pi(y), A0 = P (y), i = 1, n.

După cum rezultă din formula re recurenţă (7.2.17), coeficienţii polinoamelor
Pi, i = 1, n şi valorile acestor polinoame pentru x = y se pot obţine cu
schema Hörner aplicată repetat. Mai precis, pentru a obţine coeficienţii
unui polinom oarecare Pk+1 şi valoarea sa pentru x = y, se aplică schema
lui Hörner polinomului Pk.

Comparând egalitatea (7.2.5) cu următoarea dezvoltare după formula
lui Taylor a polinomului P , avem

P (y + h) =
P (n)(y)
n!

hn + · · · + P ′(y)
1!

h+ P (y),

de unde vom obţine, pentru calculul valorilor derivatelor succesive ale lui P ,
următoarele formule

(7.2.21) P (y) = An, P
(k)(y) = k!An−k, k = 1, n.

Exemplu numeric. Se dă polinomul

P (x) = 3x5 + 2x4 − x3 − 3x2 + 1.

Se cere să se calculeze valoarea acestui polinom şi a derivatelor sale succesive
pentru x = 2. Pentru rezolvare, vom aplica schema lui Hörner generalizată,
care a fost descrisă mai sus, şi avem

3 2 -1 -3 0 1 x = 2

3 8 15 27 54 109 P (2) = 109; P1(2 + h) = 3h4 + 8h3 + 15h2 + 27h+ 54

3 14 43 113 280 P1(2) = 280;P2(2 + h) = 3h3 + 14h2 + 43h+ 113

3 20 83 279 P2 = 279; P3(2 + h) = 3h2 + 20h+ 83

3 26 135 P3(2) = 135;P4(2 + h) = 3h+ 26

3 32 P4(2) = 32; P5(2 + h) = 32

3 P5(2) = 3

Din tabelul precedent obţinem, pentru valoarea polinomului dat şi a derivatelor
sale succesive, următoarele:

P (2) = 109; P ′(2) = 1! A4 = 280; P ′′(2) = 2! A3 = 558;

P ′′′(2) = 3! A2 = 810; P (4)(2) = 4! A1 = 768; P (5)(2) = 5! A0 = 360 .
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7.3 Separarea rădăcinilor ecuaţiilor

În rezolvarea numerică a ecuaţiilor, separarea rădăcinilor acestora joacă
un rol important, deoarece ı̂n problemele practice avem nevoie deseori numai
de anumite rădăcini ale ecuaţiei ı̂n cauză.

Vom ı̂ncerca ı̂n cele ce urmează să precizăm ce ı̂nţelegem prin separarea
rădăcinilor unei ecuaţii.

Considerăm o ecuaţie de forma:

(7.3.1) f(x) = 0

unde f : [a, b] → R este o funcţie continuă pe [a, b], [a, b] fiind un interval al
axei reale.

Definiţia 7.3.1. Vom spune că am separat rădăcinile ecuaţiei (7.3.1) din
intervalul [a, b], dacă am pus ı̂n evidenţă, ı̂n intervalul [a, b], un număr de
n + 1 puncte consecutive a = a0 < a1 < a2 < · · · < an−1 < an = b, astfel
ı̂ncât pe fiecare interval (ai, ai+1), i = 0, 1, . . . , n − 1 să existe cel mult o
rădăcină a ecuaţiei (7.3.1).

Indicăm ı̂n cele ce urmează câteva metode simple care se pot folosi la
separarea rădăcinilor ecuaţiilor.

1. Metoda algebrică. Şirul lui Rolle

Această metodă se bazează pe următoarele două teoreme bine cunoscute
din analiza matematică.

Teorema 7.3.1. Dacă funcţia f este continuă şi monotonă pe intervalul
[α, β] şi dacă f(α)f(β) < 0, atunci ı̂n intervalul (α, β) există o singură
rădăcină a ecuaţiei (7.3.1). Dacă ı̂nsă f(α)f(β) > 0, atunci ı̂n intervalul
(α, β) ecuaţia (7.3.1) nu are nici o rădăcină.

Teorema 7.3.2. Dacă funcţia f : [α, β] → R satisface următoarele pro-
prietăţi:

(i) funcţia f este continuă pe intervalul [α, β];
(ii) funcţia f este derivabilă pe intervalul (α, β);
(iii) f(α) = f(β),

atunci există un punct ξ ∈ (α, β) astfel ı̂ncât f ′(ξ) = 0.

O consecinţă imediată a acestei teoreme este următoarea:

Consecinţa 7.3.1. Dacă a şi b sunt două rădăcini reale consecutive ale
ecuaţiei f ′(x) = 0, atunci ı̂ntre aceste rădăcini există cel mult o rădăcină
reală a ecuaţiei (7.3.1).
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Din aceste teoreme putem deduce că pentru a separa rădăcinile reale
cuprinse ı̂n intervalul [a, b] ale ecuaţiei (7.3.1), este suficient să cunoaştem
rădăcinile reale ale derivatei lui f cuprinse ı̂n intervalul [a, b]. Fie a1, a2, . . . , an

rădăcinile ecuaţiei f ′(x) = 0. Atunci pentru a separa rădăcinile ecuaţiei
(7.3.1) trebuie să calculăm valorile funcţiei f pentru aceste rădăcini precum
şi valorile lui f ı̂n punctele a0 = a şi an+1 = b pe care le vom aşeza ı̂n
următorul tabel

x a0 a1 · · · an−1 an an+1

f(x) f(a0) f(a1) · · · f(an−1) f(an) f(an+1)

Şirul finit (ai)n
i=1 poartă denumirea de şirul lui Rolle.

Bazându-ne pe Teorema 7.3.1, putem trage concluzia că dacă există un
i, 0 � i � n aşa ı̂ncât f(ai)f(ai+1) < 0, atunci există o rădăcină reală a
ecuaţiei (7.3.1) cuprinsă ı̂n intervalul (ai, ai+1).
Dacă f(ai)f(ai+1) > 0, atunci ı̂n intervalul (ai, ai+1) nu există nici o rădăcină
a ecuaţiei (7.3.1). Dacă ı̂nsă există un număr ai pentru care f(ai) = 0, atunci
ai este o rădăcină multiplă cu ordin de multiplicitate cel puţin 2.

Exemplu numeric. Să se separe rădăcinile ecuaţiei

f(x) = x5 − 15x3 − 8 = 0.

Pentru a separa rădăcinile acestei ecuaţii, rezolvăm ecuaţia:

f(x) = 5x4 − 45x2 = 0

pentru care găsim

a1 = a2 = 0 a3 = −3 şi a4 = 3

cu ajutorul cărora formăm următorul tabel

x −∞ −3 0 3 +∞
f(x) −∞ 154 −8 −170 +∞

Din tabelul de mai sus deducem că ecuaţia considerată are trei rădăcini reale
x1 ∈ (−∞,−3), x2 ∈ (−3, 0) şi x3 ∈ (3,+∞).

2. Metoda experimentală

Pentru a aplica metoda experimentală pe care o vom descrie mai jos, este
necesar să găsim marginile rădăcinilor ecuaţiei ı̂n cauză. Dacă funcţia f din
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ecuaţia (7.3.1) este un polinom, atunci putem aplica metoda din paragraful
7.1.

Fie a marginea inferioară a rădăcinilor şi b marginea superioară a lor.
Împărţim intervalul [a, b] ı̂ntr-un număr convenabil de subintervale prin punctele
de diviziune a = a0 < a1 < · · · < an = b şi calculăm valorile funcţiei
f pe aceste puncte. Dacă există un număr i, 0 � i < n pentru care
f(ai)f(ai+1) < 0, atunci ı̂n intervalul [ai, ai+1] avem un număr impar de
rădăcini. Dacă ı̂nsă f(ai)f(ai+1) > 0, atunci ı̂n intervalul [ai, ai+1] există cel
mult un număr par de rădăcini ale ecuaţiei (7.3.1).

Evident, metoda descrisă mai sus poate să nu ne conducă la nici un
rezultat, dar dacă ı̂mpărţim intervalul [a, b] ı̂ntr-un număr mare de părţi
prin punctele de diviziune amintite, avem şanse să găsim unele subintervale
ı̂n care se găsesc rădăcini ale ecuaţiei date.

Dacă funcţia f este un polinom şi dacă am reuşit să separăm unele
dintre rădăcini şi apoi să le calculăm, atunci, evident, putem reduce gradul
polinomului care intervine ı̂n ecuaţia respectivă.

Exemplu numeric. Să se separe rădăcinile ecuaţiei

f(x) = x4 + 0, 9x3 − 11, 1x2 − 5, 416x+ 20, 9666 = 0,

cuprinse ı̂n intervalul [−4, 3].
Pentru a separa rădăcinile acestei ecuaţii, vom calcula valorile polino-

mului f pe punctele −4,−3,−2,−1, 0, 1, 2 şi 3.
Aplicăm schema lui Hörner pentru calculul valorilor polinomului dat pe

aceste puncte şi avem:

1 0,9 -11,1 -5,416 20,9666 a

1 -3,1 1,3 -10,616 63,4306 −4 x1 ∈ (−4, 3)

1 -2,1 -4,8 8,984 -5,9854 −3

1 -1,1 -8,9 12,384 -3,8014 −2 x2 ∈ (−2,−1)

1 -0,1 -11, 5,584 15,3826 −1

1 0,9 -11,1 -5,416 20,9666 0

1 1,9 -9,2 14,616 6,3506 1 x3 ∈ (1, 2)

1 2,9 -5,3 -16,016 -11,0654 2

1 3,9 0,6 -3,616 10,1186 3 x4 ∈ (2, 3)
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În cazul exemplului de mai sus am reuşit să separăm toate rădăcinile
ecuaţiei considerate, deoarece ecuaţia are gradul 4.

3. Metoda grafică. Această metodă constă ı̂n a pune ecuaţia (7.3.1) sub
forma:

g(x) − h(x) = 0

unde g şi h au formă simplă şi pot fi uşor reprezentate grafic. Dacă (Γ1) şi
(Γ2) sunt graficele celor două funcţii reprezentate faţă de acelaşi sistem de
coordonate, atunci abscisele punctelor de intersecţie ale celor două grafice
ne dau rădăcinile ecuaţiei (7.3.1).

Exemplu numeric. Să se separe rădăcinile ecuaţiei

x− sinx = 0.

Pentru rezolvarea acestei probleme vom considera funcţiile:

g(x) = x

şi
h(x) = sinx,

pe care le reprezentăm grafic ı̂n figura 7.3.1.

x

y

y=
x

0

Figura 7.3.1

Din figura 7.3.1 se observă că ecuaţia considerată are o singură rădăcină
x1 = 0. Acest fapt se constată uşor dacă observăm că funcţia h(x) = sinx
are ı̂n punctul x = 0 derivata egală cu 1 şi deci dreapta g(x) = x este
tangentă ı̂n originea axelor de coordonate la curba amintită. Mai observăm
că funcţia h(x) = sinx este strict concavă ı̂n intervalul (0, π) şi deci pe acest
interval graficul acestei funcţii rămâne sub tangenta la grafic ı̂n originea
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axelor de coordonate. Pe intervalul (−π, 0) funcţia h(x) = sinx este strict
convexă si deci ea rămâne tot timpul deasupra tangentei ı̂n origine la această
curbă pe intervalul amintit.

Dacă aplicăm metoda algebrică bazată pe teorema lui Rolle, se constată
uşor că vom găsi acelaşi rezultat.

În cadrul paragrafului de faţă am expus pe scurt câteva metode sim-
ple de separare a rădăcinilor. După cum s-a observat, problema separării
rădăcinilor unei ecuaţii atrage după sine o serie de complicaţii şi ea se poate
rezolva de la caz la caz, depinzând ı̂n multe cazuri de problema practică care
ne conduce la ecuaţia respectivă.

De multe ori ı̂n problemele practice, ı̂nsuşi fenomenul studiat ne poate
furniza date asupra distribuţiei rădăcinilor ecuaţiilor care intervin.

7.4 Aplicaţii ale metodelor de tip Cebâşev la re-
zolvarea ecuaţiilor algebrice

Metodele de tip Cebâşev pentru rezolvarea ecuaţiilor au fost tratate ı̂n
capitolul 4. Aceste metode, aşa cum am văzut, conţin pe lângă valorile
funcţiei f şi valorile derivatelor sale de diferite ordine.

În cazul când f este un polinom, putem folosi pentru calculul valorilor
sale şi al valorilor derivatelor sale, schema lui Hörner generalizată pe care
am expus-o ı̂n paragraful 7.2.

Pentru claritatea expunerii, reamintim pe scurt principiul metodelor de
tip Cebâşev pe care le-am expus ı̂n capitolul 4.

Fie

(7.4.1) f(x) = 0

o ecuaţie, unde f : I → R, I fiind un interval al axei reale.
Presupunem că funcţia f este derivabilă pe intervalul I de atâtea ori cât
vom avea nevoie (̂ın cazul câd f este un polinom, atunci ea admite derivate
de orice ordin).

Mai admitem că ecuaţia (7.4.1) are o singură rădăcină x ∈ I şi f ′(x) �= 0
pentru orice x ∈ I.

Din faptul că f ′(x) �= 0 pentru orice x ∈ I, rezultă că f este o bijecţie
pe I şi deci există funcţia f−1 astfel ı̂ncât f−1(f(x)) = x pentru orice x ∈ I.

Fie x0 ∈ I un punct oarecare, atunci formula (4.5.2) ne conduce la
următoarea aproximare pentru rădăcina x a ecuaţiei (7.4.1)

(7.4.2) x = f−1(0) ≈
n∑

i=1

(−1)i [f
−1(y)](i)

i!
[f(x0)]i.
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În capitolul 2 am stabilit formulele de calcul ale derivatelor succesive
ale funcţiei inverse. Din cele spuse ı̂n paragraful 2.3 rezultă pentru calculul
derivatelor succesive ale funcţiei f−1, următoarea formulă

(7.4.3) [f−1(y)](k) =
Xk(x)

[f ′(x)]2k−1
, k = 1, 2, . . . ,

unde y = f(x) iar funcţiile Xk(x) au următoarele expresii:

(7.4.4)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X1(x) = 1

X2(x) = −f ′′(x)
X3(x) = −f ′′′(x)f ′(x) + 3[f ′′(x)]2

X4(x) = f (4)(x)[f ′(x)]2 + 10f ′′′(x)f ′′(x)f ′(x) − 15[f ′′(x)]3

X5(x) = −f (5)(x)[f ′(x)]3 + 15f (4)(x)f ′′(x)[f ′(x)]2+

+10[f ′′′(x)]2[f ′(x)]2 − 105f ′′′(x)[f ′′(x)]2f ′(x)+

+105[f ′′(x)]4

X6(x) = −f (6)(x)[f ′(x)]4 + 21f (5)(x)f ′′(x)[f ′(x)]3+

+35f (4)(x)f ′′′(x)[f ′(x)]3

−210f (4)(x)[f ′′(x)]2[f ′(x)]2−
−280[f ′′′(x)]2f ′′(x)[f ′(x)]2

+1260f ′′′(x)[f ′′(x)]3f ′(x) − 945[f ′′(x)]5

Pe măsură ce numărul k creşte, funcţiile Xk au o formă din ce ı̂n ce mai
complicată. În cazul polinoamelor, forma acestor funcţii se simplifică mult
dacă acestea din urmă nu au un grad prea mare.

Pentru exemplificare, dăm ı̂n continuare forma funcţiilor (7.4.4) pentru
polinoamele de grade respectiv 2, 3 şi 4.

1. Funcţia f este polinom de grad 2. Atunci avem:

f ′′′(x) = f (4)(x) = · · · = f (n)(x) = 0,

ceea ce ne conduce la următoarele formule:

(7.4.5)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X1(x) = 1;

X2(x) = −f ′′(x);
X3(x) = 3[f ′′(x)]2;

X4(x) = −15[f ′′(x)]3;

X5(x) = 105[f ′′(x)]4;

X6(x) = −945[f ′′(x)]5 .
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2. Funcţia f este un polinom de gradul 3. În acest caz avem:

f (4)(x) = f (5)(x) = · · · = f (n)(x) = · · · = 0 ,

ceea ce ne conduce la următoarele formule:

(7.4.6)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X1(x) = 1;

X2(x) = −f ′′(x);
X3(x) = −f ′′′(x)f ′(x) + 3[f ′′(x)]2;

X4(x) = 10f ′′′(x)f ′′(x)f ′(x) − 15[f ′′(x)]3;

X5(x) = 10[f ′′′(x)]2[f ′(x)]2 − 105f ′′′(x)[f ′′(x)]2f ′(x)+

+105[f ′′(x)]4;

X6(x) = −280[f ′′′(x)]2f ′′(x)[f ′(x)]2+

+1260f ′′′(x)[f ′′(x)]3f ′(x) − 945[f ′′(x)]5 .

3. Funcţia f este un polinom de gradul 4. În cazul de faţă avem:

f (5)(x) = f (6)(x) = · · · = f (n)(x) = 0 .

Ţinând cont de cele de mai sus şi de (7.4.4), deducem:
(7.4.7)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X1(x) = 1;

X2(x) = −f ′′(x);
X3(x) = −f ′′′(x)f ′(x) + 3[f ′′(x)]2;

X4(x) = −f (4)(x)[f ′(x)]2 + 10f ′′′(x)f ′′(x)f ′(x) − 15[f ′′(x)]3;

X5(x) = 15f (4)(x)f ′′(x)[f ′(x)]2 + 10[f ′′′(x)]2[f ′(x)]2−
−105f ′′′(x)[f ′′(x)]2f ′(x) + 105[f ′′(x)]4;

X6(x) = 35f (4)f ′′′(x)[f ′(x)]3 − 210f (4)(x)[f ′′(x)]2[f ′(x)]2−
−280[f ′′′(x)]2f ′′(x)[f ′(x)]2+

+1260f ′′′(x)[f ′′(x)]3f ′(x) − 945[f ′′(x)]5 .

Evident, pe măsură ce gradul polinomului f creşte, formulele (7.4.4) nu
se simplifică prea mult, aceste formule se simplifică eventual atunci când
considerăm derivate la funcţia f−1 de ordin mare.

Dacă f este polinom de grad n şi dacă ţinem cont de formulele (7.2.21),
atunci formulele (7.4.4) se pot exprima simplu cu ajutorul coeficienţilor
An−k, k = 0, 1, . . . n, calculaţi cu schema lui Hörner generalizată. Avem
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atunci pentru derivatele succesive ale funcţiei f−1 următoarele formule:

(7.4.8) [f−1(y)](k) =
Xk(x)
A2k−1

n−1

, k = 1, 2, . . .

unde funcţiile Xk, k = 1, 2, . . . , au următoarea formă:

(7.4.9)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X1(x) = 1;

X2(x) = −2An−2;

X3(x) = −6An−3An−1 + 12A2
n−2;

X4(x) = −24An−4A
2
n−1 + 120An−3An−2An−1 − 120A3

n−2;

X5(x) = −120An−5A
3
n−1 + 720An−4An−2A

2
n−1+

+320A2
n−3A

2
n−1 − 2520An−3A

2
n−2An−1 + 1680A4

n−2;

X6(x) = −720An−6A
4
n−1 + 5040An−5An−2A

3
n−1+

+5040An−4An−3A
3
n−1 − 20160An−4A

2
n−2A

2
n−1−

−20160A2
n−3An−2A

2
n−1 + 60480An−3A

3
n−2An−1−

−30240A5
n−2

unde din formulele (7.2.21) rezultă

(7.4.10) An = f(x) iar f (k)(x) = k! ·An−k, k = 1, 2, . . . , n

şi

(7.4.11) An−k = 0, k = n+ 1, n+ 2, . . . ,

Folosind acum formulele (4.5.3), (4.5.10) şi iterând apoi succesiv, vom obţine
din (7.4.7) şi (7.4.8) următoarele metode iterative pentru rezolvarea ecuaţiilor
algebrice.

1. Metoda lui Newton. După cum se ştie, metoda lui Newton pentru re-
zolvarea ecuaţiei (7.4.1) constă ı̂n construcţia şirului (xn)∞n=0 de aproximaţii
ale rădăcinilor ecuaţiei respective, cu ajutorul următorului procedeu:

(7.4.12) xi+1 = xi − f(xi)
f ′(xi)

, x0 ∈ I, i = 0, 1, . . . ,

unde f este aşa cum am precizat, un polinom.
Notăm cu A

(i)
n şi A(i)

n−1, i = 0, 1, . . . , valorile polinomului f , respectiv
valorile derivatei sale pe punctul xi.
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În acest caz (7.4.12) se scrie

(7.4.13) xi+1 = xi − A
(i)
n

A
(i)
n−1

, i = 0, 1, . . . ; x0 ∈ I.

Observăm fără dificultate că ı̂n cazul când funcţia f este polinom, atunci
metoda lui Newton se poate aplica uşor, fără a mai calcula direct derivata
funcţiei f , valorile sale calculându-se simplu, prin aplicarea repetată a schemei
lui Hörner. Dacă calculăm direct derivata lui f şi apoi valorile sale, este
nevoie să facem ı̂n principiu n− 1 ı̂nmulţiri ı̂n plus, care pe lângă faptul că
necesită timp ı̂n plus pentru cel care execută calculele, poate introduce şi
anumite erori.

Dacă calculele se execută cu un calculator electronic, atunci metoda
(7.4.13) ne scuteşte de păstrarea ı̂n memoria calculatorului a coeficienţilor
derivatei lui f sau de formarea lor pe parcursul calculelor ı̂n calculator,
valorile derivatei lui f calculându-se ı̂n cazul nostru cu aceeaşi schemă cu
care se calculează şi valoarea lui f .

Exemplu numeric. Să se calculeze rădăcinile reale ale ecuaţiei:

f(x) = 7x3 + 6x2 + 27x− 4 = 0.

Se observă că ecuaţia dată are o rădăcină reală deoarece f ′(x) > 0 pentru
orice x ∈ R. Se constată uşor că această rădăcină este cuprinsă ı̂n intervalul
(0, 1) deoarece f(0) = −4 şi f(1) = 36. Luăm x0 = 0, 5 şi aplicăm schema
lui Hörner generalizată combinată cu metoda (7.4.13). Aranjăm calculele ı̂n
următorul tabel:

7 6 27 −4 x0 = 0,5
7 9,5 31,75 11,875 A

(0)
3 = 11,875

7 13 38,25 − A
(0)
2 = 38,25

7 6 27 −4 x1 = 0,18954249
7 7,32679743 28,38873943 1,38087236 A

(1)
3 = 1,38087236

7 8,65359486 30,02896335 − A
(1)
2 = 30,02896335

7 6 27 −4 x2 = 0,14355781
7 7,00490467 28,00560877 0,02042386 A

(2)
3 = 0,02042386

7 8,00980934 29,15547946 − A
(2)
2 = 29,15547946

7 6 27 −4 x3 = 0,14285730
7 7,00000110 28,00000126 0,00000458 A

(3)
3 = 0,00000458

7 8,00000220 29,14285997 − A
(3)
2 = 29,14285997

− − − − x4 = 0,14285715

Tabelul 7.4.1
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Observând că ecuaţia considerată admite rădăcină exactă x =
1
7

=
0, 142857142, constatăm că ultima aproximaţie obţinută x4 = 0, 14285715
diferă cu puţin de rădăcina exactă.

Schema logică a algoritmului lui Newton pentru rezolvarea unei ecuaţii
algebrice cu metoda (7.4.13), combinată cu schema lui Hörner, se găseşte ı̂n
figura 7.4.1.

2. Metoda lui Cebâşev de ordinul 3. După cum rezultă din (4.5.10),
metoda lui Cebâşev de ordinul 3 constă ı̂n construcţia şirului de aproximaţii
(xn)∞n=0 cu ajutorul următoarei metode iterative:

(7.4.14) xi+1 = xi − f(xi)
f ′(xi)

− 1
2
f(xi)f2(xi)

[f ′(xi)]3
, i = 0, 1, . . . x0 ∈ I.

Această metodă, dacă folosim formulele (7.4.9) şi (7.4.10), ne conduce la
următorul procedeu iterativ:

(7.4.15) xi+1 = xi − A
(i)
n

A
(i)
n−1

−
A

(i)
n−2

[
A

(i)
n

]2

[
A

(i)
n−1

]3 , i = 1, 2 . . . x0 ∈ I,

unde prin A(i)
n , A

(i)
n−1 şi A(i)

n−2 am notat aproximaţiile obţinute cu schema lui

Hörner generalizată pentru f(xi), f ′(xi) şi
1
2
f ′′(xi), i = 0, 1, . . . ,.

Vom trata ı̂n continuare acelaşi exemplu numeric de la punctul prece-
dent, dar cu metoda lui Cebâşev de ordinul 3. În acest caz calculele se pot
aranja ca ı̂n tabelul 7.4.2.

7 6 27 −4 x0 = 0, 5
7 9,5 31,75 11,875 A

(0)
3 = 11, 875

7 13 38,25 − A
(0)
2 = 38, 25

7 16,5 − − A
(0)
1 = 16, 5

7 6 27 −4 x1 = 0, 14217906
7 6,99525342 27,99457856 −0, 01975714 A

(0)
3 =−0, 01975714

7 7,99050684 29,13066131 − A
(1)
2 = 29, 130661131

7 8,98575982 − − A
(1)
1 = 8, 98575982

− − − − x2 = 0, 14285714

Tabelul 7.4.2
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Schema logică a metodei lui Newton

Figura 7.4.1
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Schema logică a metodei lui Cebâşev de ordinul 3

Figura 7.4.2



258 Aproximarea rădăcinilor ecuaţiilor algebrice

După cum se observă, cu metoda lui Cebâşev de ordinul 3 am obţinut
aceeaşi aproximaţie, dar executând numai doi paşi de iteraţie faţă de 4 psşi
câţi am executat cu metoda lui newton. Schema logică pentru metoda lui
Cebâşev se găseşte ı̂n figura 7.4.2.

3. Metoda lui Cebâşev de ordinul 4. Pentru a obţine această
metodă ne bazăm pe metoda (4.5.11). Dacă ı̂nlocuim ı̂n (4.5.10) derivatele
funcţiei f cu expresiile lor date de formula (7.4.8) şi dacă ţinem cont de
(7.4.9), obţinem următoarea metodă de iteraţie:

xi+1 = xi − A
(i)
n

A
(i)
n−1

−
A

(i)
n−2

[
A

(i)
n

]2

[
A

(i)
n−1

]3 −

−

{
2
[
a

(i)
n−2

]2 −A
(i)
n−3A

(i)
n−1

}[
A

(i)
n

]3

[
A

(i)
n−1

]5 ,(7.4.16)

i = 0, 1 . . . x0 ∈ I

unde A(i)
n−k, k = 0, 1, 2, 3 sunt valorile calculate cu schema lui Hörner ale

polinomului de gradul n, f şi ale derivatelor sale f ′, f ′′ şi f ′′′ pe punctul
xi, i = 1, 2, . . . .

4. Metodele lui Cebâşev de ordinul mai mare decât 4. Vom considera
la acest punct metoda lui Cebâşev de ordin k unde k > 4. Pentru a obţine
această metodă trebuie să considerăm ı̂n formula (4.5.2) primii k termeni şi
dacă iterăm succesiv, obţinem un şir (xn)∞n=0 ai cărui termeni sunt daţi de
următorul procedeu iterativ:

xi+1 = xi − X1(xi)A
(i)
m

A
(i)
m−1

+
1
2!

X2(xi)
[
A

(i)
m

]2

[
A

(i)
m−1

]2 + · · ·+(7.4.17)

+ (−1)k
Xk−1(xi)

[
A

(i)
m

]k−1

(k − 1)!
[
A

(i)
m−1

]2k−3
; i = 0, 1, . . . x0 ∈ I

unde valorile Xs(xi), s = 1, 2, . . . , k − 1 se calculează cu formulele (7.4.8)
pentru s = 1, 2, . . . , 6 iar pentru s = 7, 8, . . . , k − 1 se poate folosi formula
generală (2.3.1), din care se deduc formulele de calcul ale valorilor derivatelor
de ordin mai mare decât 6 ale funcţiei f−1, ı̂n funcţie de valorile funcţiei f ,
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care apoi se ı̂nlocuiesc cu valorile An−p, p = 0, 1 . . . obţinute cu schema lui
Hörner generalizată.

Exemplu numeric. Considerăm ecuaţia:

f(x) = x19 + x18 + x17 + 2x16 + 2x15 + 2x14 + 3x13 + 3x12 + 3x11+

+ 4x10 + 4x9 + 4x8 + 5x7 + 5x6 + 5x5 + 6x4 + 6x3+

+ 6x2 + 7x− 60 = 0.

Se observă că această ecuaţie are o singură rădăcină pozitivă deoarece f ′(x) >
0 pentru x > 0. Se mai observă că f(0) ·f(1) < 0, deci această rădăcină este
cuprinsă ı̂n intervalul (0, 1). Folosind pe rând metodele din acest paragraf
pentru x0 = 1 se obţin pe rând rezultatele cuprinse ı̂n tabelul 7.4.3, care
oferă aproximaţii ci o eroare de ordinul 10−13.

i Metoda lui Newton Metoda lui Cebâşev
de ordinul 3

0 1,000000000000000 1,000000000000000
1 0,980430528375734 0,978620628981484
2 0,978401968851076 0,978382801953949
3 0,978382803291936 0,978382801605363
4 0,978382801605363 −
i Metoda lui Cebâşev Metoda lui Cebâşev

de ordinul 4 de ordinul 5
0 1,000000000000000 1,000000000000000
1 0,978412432402334 0,978386612942405
2 0,978382801605363 0,978382801605363

Tabelul 7.4.3

Din tabelul 7.4.3 se observă că ı̂n cazul metodelor lui Cebâşev de ordinele
3, 4 şi 5, primele trei zecimale ale primei iteraţii coincid cu primele trei
zecimale ale rădăcinii x = 0, 978382801605363.

În cazul metodei lui Cebâşev de ordinul 5, se observă că primele cinci
zecimale ale primei iteraţii coincid cu primele cinci zecimale ale rădăcinii x.

Din cele arătate mai sus, se observă că ı̂n acest caz, pentru a obţine
aproximaţii cu o eroare de 10−3, a fost suficient să se aplice o singură dată
una din metodele lui Cebâşev de ordinele 3, 4 şi 5.
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7.5 Rezolvarea ecuaţiilor algebrice cu ajutorul se-
riilor

În paragraful de faţă vom aplica formula de calcul a derivatelor funcţiei
inverse pentru a da o metodă simplă de calcul a rădăcinilor ecuaţiilor alge-
brice.

Pentru simplificare, vom considera ecuaţia de gradul 3 de forma

(7.5.1) f(x) = a0x
3 + a1x

2 + a2x+ a3 = 0

unde a0, a1, a2, a3 ∈ R. Presupunem că rădăcinile ecuaţiei (7.5.1) sunt reale
şi distincte. Dacă notăm cu x1, x2, x3 rădăcinile ecuaţiei, vom admite că
x1 < x2 < x3. Notăm cu α1 şi α2 rădăcinile ecuaţiei f ′(x) = 0 şi cu

x0 rădăcinile ecuaţiei f ′′(x) = 0, adică x0 = − a1

3a0
. Punem f(x0) = y0,

f ′(x0) = y′0, f ′′(x0) = y′′0 şi f ′′′(x0) = y′′′0 .
Printr-un calcul elementar se verifică imediat că are loc egalitatea

(7.5.2) f(x0) =
1
2
[f(α1) + f(α2)] .

Vom nota ı̂n continuare prin q expresia

(7.5.3) q =
y2
0y

′′′
0

[y′0]3

Are loc următoarea teoremă:

Teorema 7.5.1. Dacă ecuaţia (7.5.1) are trei rădăcini reale distincte şi dacă
x1 < x2 < x3, atunci pentru calculul lui x2 are loc formula

(7.5.4) x2 = x0 − y0

y′0

∞∑
s=0

(
3s
s

)
1

2s+ 1

(
−q

6

)s

Demonstraţie. Funcţia f este monotonă ı̂n intervalul (α1, α2). Pe acest
interval rezultă că funcţia f are o funcţie inversă f−1. Deoarece funcţia f
este un polinom, rezultă că funcţia f−1 admite derivate de orice ordin pentru
orice x ∈ (α1, α2).

Din cele constatate mai sus şi din faptul că α1 < x0 < α2 rezultă că
funcţia f−1 se poate dezvolta ı̂n serie Taylor ı̂n vecinătatea punctului y0,
adică:

(7.5.5) f−1(y) = f−1(y0) +
∞∑

n=1

(y − y0)n

n!
[f−1(y0)](n)
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Pentru a determina raza de convergenţă a seriei (7.5.5) observăm că funcţia
f−1 are două puncte singulare yα1 = f(α1) şi yα2 = f(α2), unde derivata
[f−1(y)]′ devine infinită. Din (7.5.2) rezultă că raza de convergenţă a seriei
(7.5.5) este

(7.5.6) R = |y0 − f(α1)| = |y0 − f(α2)|

de unde rezultă că seria (7.5.5) este convergentă pentru orice y ∈ (f(α1), f(α2)).
Cum f(α1) · f(α2) < 0, putem considera că 0 ∈ (f(α1), f(α2)).
Dar x2 = f−1(0) şi f−1(y0) = x0, de unde rezultă:

(7.5.7) x2 = x0 +
∞∑

n=1

(−1)n yn
0

n!
[
f−1(y0)

]n
.

Folosind formula (2.3.1) care ne dă derivatele succesive ale funcţiei f−1,
vom calcula derivata de ordin 2s+ 1 a funcţiei f−1.
Pentru aceasta observăm că f (k)(x0) = 0 dacă k ≥ 4. Deoarece f ′′(x0) = 0
rezultă că, pentru ca un termen din (2.3.1) să fie diferit de zero, este necesar
şi suficient ca i2 = i4 = · · · = ik = 0.
Condiţiile (2.3.2) se reduc atunci la următoarea

(7.5.8)

{
2i3 = k − 1

i1 + i3 = k − 1

Observăm mai ı̂ntâi că pentru k = 2s, s ∈ N, [f−1(y0)](k) = 0, deoarece
prima ecuaţie din (7.5.8) este incompatibilă. Pentru k = 2s+ 1 s = 0, 1 . . . ,
singura soluţie a sistemului este i1 = i3 = s, care ne conduce la următoarea
formulă:

[f−1(y0)]2s+1 =
(3s)!(−1)s

s!(y′s)4s+1
· (y′0)s ·

(
y′′′0

6

)s

=(7.5.9)

= (−1)s (3s)!
s!(y′0)4s+1

(
y′0y′′′0

6

)3

pe care o substituim ı̂n (7.5.7) şi obţinem formula (7.5.4).
Dacă aplicăm criteriul de convergenţă al lui D’Alembert al seriilor cu

termeni pozitivi, se constată că seria (7.5.4) este absolut convergentă dacă

(7.5.10) |q| < 8
9
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Vom da ı̂n continuare o formulă de aproximare pentru suma seriei (7.5.4).
Observăm că rădăcina x2 dată de (7.5.4) se poate scrie sub forma

x2 = x0 − y0

y′0

[
1 − 1

6

(
q − 1

2
q2 +

1
3
q3 − 55

216
q4 +

91
432

q5 − . . .

)]
=(7.5.11)

= x0 − y0

y′0

[
1 − 1

6
h(q)

]
.

Considerăm ı̂n continuare seria:

(7.5.12) ln(1 + q) = q − 1
2
q2 +

1
3
q3 − 1

4
q4 +

1
5
q5 − . . .

şi observăm că primii 3 termeni din dezvoltarea lui ln(1 + q) şi h(q) coincid,
iar următorii doi diferă puţin.

Ţinând cont de cele de mai sus, din (7.5.11) şi (7.5.12) deducem următoarea
formulă de aproximare

(7.5.13) x2 ≈ x0 − y0

y′0

[
1 − 1

6
ln(1 + q)

]
.

În legătură cu formula de aproximare dată mai sus are loc următoarea teo-
remă:

Teorema 7.5.2. Dacă ecuaţia (7.5.1) are trei rădăcini reale şi distincte,
x1 < x2 < x3, atunci are loc egalitatea

(7.5.14) x2 = x0 − y0

y′0

[
1 − 1

6
ln(1 + q)

]
+

2(x3 − x1) · θ
9

g(q) ,

unde |θ| < 1 şi

(7.5.15) g(q) =
∞∑

s=4

[(
3s
6

)
1

2s+ 1
1
6s

− 1
6s

]
(−q)s.

Demonstraţie. Din (7.5.11) şi (7.5.12) deducem:

x2 − x0 +
y0

y′0

[
1 − 1

6
ln(1 + q)

]
=(7.5.16)

= −y0

y′0

∞∑
s=4

[(
3s
s

)
1

2s+ 1
· 1
6s

− 1
6s

]
(−q)s.
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Deoarece f ′′(x0) = 0 vom avea

x0 =
1
3
(x1 + x2 + x3)

y0 = a0(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)

şi

y′0 = a0[(x0 − x1)(x0 − x2) + (x0 − x1)(x0 − x3) + (x0 − x2)(x0 − x3)] .

Notăm b =
1
2
(x3 − x1), t =

2x2 − x1 − x3

x3 − x1
, de unde deducem

x3 = x1 + 2b; x2 = x1 + b+ bt şi x0 = x1 + b+
1
3
bt .

Dacă considerăm faptul că x1 < x2 < x3, atunci rezultă imediat că −1 <
t < 1. Calculând y0 şi y′0 ı̂n funcţie de a0, b şi t, obţinem:

y0 =
2b3a0

27
(9t− t3); y′0 = −b

2

3
a0(t2 + 3) ,

de unde avem:

−y0

y′0
=

2b
9

· 9t− t3

t2 + 3
=
x3 − x1

9
· 9t− t3

t2 + 3

dar din faptul că −1 < t < 1 rezultă

−2 <
9t− t3

t2 + 3
< 2, adică

9t− t3

t2 + 3
= 2θ, unde |θ| < 1 ,

ceea ce ne demonstrează teorema enunţată.
Formula (7.5.14) nu ne permite să evaluăm eroarea de aproximare atunci

când rădăcina x2 se calculează cu ajutorul formulei (7.5.13), deoarece diferenţa
x3−x1 nu este cunoscută. Această formulă este totuşi destul de bună pentru
calcule a căror precizie nu se cere să fie prea mare, deoarece valorile funcţiei
g(q) sunt mici, aşa cum rezultă din tabelul 7.5.1.

Dacă exprimăm pe q ı̂n funcţie de t obţinem:

q = −8
9

(9t− t3)2

(t2 + 3)3

şi

g(q) =
4t2

9 − t2
+

1
6

ln(1 + q)
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t 0 ±0, 1 ±0, 2 ±0, 3 ±0, 4 ±0, 5

−q 0 0, 026343 0, 101608 0, 215265 0, 352207 0, 495644

g(q) 0 2, 25 · 10−3 1, 05 · 10−7 2, 51 · 10−6 3, 42 · 10−5 2, 06 · 10−4

t ±0, 6 ±0, 7 ±0, 8 ±0, 9 ±1

−q 0, 629729 0, 742033 0, 82442 0, 87328
8

9

g(q) 1, 08 · 10−3 1, 08 · 10−3 4, 5 · 10−3 1, 63 · 10−2 5, 13 · 10−2 1, 34 · 10−1

Tabelul 7.5.1

Folosind valorile funcţiei g(q) din tabelul 7.5.1, se poate evalua marginea
erorii de aproximare a lui x2 cu ajutorul formulei

x2 = x0 − y0

y′0

[
1 − 1

6
ln(1 + q)

]
− y0

y′0
g(q)θ.

Metoda descrisă ı̂n cadrul paragrafului de faţă se poate extinde şi la
ecuaţii de grad mai mare decât 3, dacă rădăcinile ecuaţiei sunt reale şi dis-
tincte.

Valorile funcţiei f şi ale derivatelor sale succesive pe punctul x0 se pot
calcula cu ajutorul schemei lui Hörner generalizată, adică vom avea:

a0 a1 a2 a3

a0 b1 b2 A3 x0 = − a1

3a0

a0 b1 A2

a0 0

a0

de unde deducem:

y0 = A3; y′0 = A2; y′′0 = 0; y′′′0 = 6a0

care ne dă

(7.5.17) q =
6A2

3a0

A3
2
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şi

(7.5.18) x2 ≈ x0 − A3

A2

[
1 − 1

6
ln(1 + q)

]
.

Exemplu numeric. Considerăm ecuaţia

x3 − 9x2 + 20x− 12 = 0

care admite rădăcinile x1 = 1, x2 = 2, x3 = 6.

În acest caz avem x0 =
9
3

= 3 şi schema lui Hörner generalizată ne dă:

1 −9 20 −12

1 −6 2 − x0 = 3

1 −3 −7 −6 −
1 0 − − −
1 − − − −

de unde deducem A3 = −6; A2 = −7; A1 = 0; A0 = 1.
Folosind coeficienţii de mai sus din (7.5.17) şi (7.5.18) deducem:

q = −6 · 36
73

= −
(

6
7

)3

şi

x2 ≈ 3 − 6
7

{
1 − 1

6
ln

[
1 −

(
6
7

)3
]}

=

= 3 − 6
7

[
1 − 1

6
(ln 172 − 3 ln 7)

]
.
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266 Aproximarea rădăcinilor ecuaţiilor algebrice



Capitolul 8

Metode de integrare
numerică a ecuaţiilor
diferenţiale ordinare de
ordinul I cu valori iniţiale

8.1 Enunţul problemei

Scopul acestui capitol este de a prezenta metode numerice de aproximare
a soluţiilor ecuaţiilor diferenţiale ordinare de ordinul I.

Definiţia 8.1.1. O problemă cu valori iniţiale pentru un sistem de N ecuaţii
diferenţiale ordinare de ordinul I, are forma:

(8.1.1) y′ = f(t, y), t ∈ [a, b]

(8.1.2) y(a) = y0,

unde [a, b] ⊂ R este un interval finit, y0 ∈ RN şi

(8.1.3) f : [a, b] × R
N → R

N

este o funcţie dată.

Soluţia acestei probleme este o funcţie derivabilă y = (y1, y2, . . . , yN ) :
[a, b] → RN care satisface ecuaţia (8.1.1) cu condiţia (8.1.2).

267
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Dacă f = (f1, f2, . . . , fN ) şi y0 = (y0
1, y

0
2, . . . , y

0
N ), atunci problema

(8.1.1)-(8.1.2) se mai poate scrie:

(8.1.1′)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dy1

dt
= f1(t, y1, . . . , yN

dy2

dt
= f2(t, y1, . . . , yN )

. . . . . . . .

dyN

dt
= fN (t, y1, . . . , yN )

, t ∈ [a, b]

(8.1.2′′) y1(a) = y1
0, y2(a) = y2

0, . . . , yN (a) = yN
0 .

Existenţa şi unicitatea soluţiei pentru problema (8.1.1)-(8.1.2) este una
din problemele fundamentale ale analizei. Pentru a studia această problemă
avem nevoie de următoarea definiţie:

Definiţia 8.1.2. Vom spune că funcţia f dată ı̂n (8.1.3) este lipschitziană
ı̂n raport cu variabila a doua, dacă există o constantă L > 0 a.̂ı.

(8.1.4)
∥∥f(t, u) − f(t, v)

∥∥ ≤ L‖u− v‖,

pentru orice t ∈ [a, b] şi pentru orice u, v ∈ R
N , unde ‖ · ‖ : RN → R+ este

o normă arbitrară.

Următoarea teoremă furnizează condiţii de existenţă şi unicitate a soluţiei
problemei cu date iniţiale (8.1.1)-(8.1.2) şi condiţii de dependenţă continuă
a soluţiei de datele iniţiale ale problemei.

Teorema 8.1.1. Fie f : [a, b] × R
N → RN o funcţie continuă dată, care

satisface condiţia Lipschitz (8.1.4). Au loc următoarele două afirmaţii:
(a) Problema cu valori iniţiale (8.1.1) − (8.1.2) are o soluţie unică y :

[a, b] → RN , continuă şi diferenţiabilă.
(b) Pentru două funcţii continue şi diferenţiabile y, y : [a, b] → RN , care

au proprietatea că

y′ = f(t, y), t ∈ [a, b], y(a) = y0

y′ = f(t, y), t ∈ [a, b], y(a) = y0

este adevărată inegalitatea:

(8.1.5)
∥∥y(t) − y(t)

∥∥ ≤ eL(t−a)
∥∥y0 − y0

∥∥, t ∈ [a, b].
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Demonstraţia acestei teoreme se poate găsi ı̂n [122].
Uneori este util şi următorul rezultat ce dă informaţii asupra netezimii

soluţiei problemei cu valori iniţiale.

Teorema 8.1.2. Dacă funcţia (8.1.3) admite derivate parţiale continue,
până la ordinul n ı̂n raport cu fiecare variabilă, unde n ∈ N, n ≥ 1, atunci
soluţia y a problemei (8.1.1)-(8.1.2) aparţine clasei C(n+1)

[a,b] .

8.2 Metode de aproximare cu un singur pas

Deoarece pentru problemele de tipul (8.1.1)-(8.1.2), de cele mai multe
ori nu se poate determina soluţia exactă, este necesară folosirea unor metode,
ce ne dau posibilitatea să obţinem aproximări ale soluţiilor.

O clasă de metode pentru rezolvarea aproximativă a problemei cu valori
iniţiale (8.1.1)-(8.1.2) este formată din metodele de aproximare cu un singur
pas, pe care le prezentăm ı̂n cele ce urmează.

Fie o diviziune a intervalului [a, b]:

(8.2.1) ∆ = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b},

hk = tk+1 − tk, k = 0, 1, . . . , n− 1, hk fiind pasul k al diviziunii.

Definiţia 8.2.1. Metoda cu un pas (explicită) pentru aproximarea soluţiei
problemei cu valori iniţiale (8.1.1) − (8.1.2) este de forma:

(8.2.2) uk+1 = uk + hk · ϕ(tk, uk;hk),

k = 0, 1, . . . , n − 1, u0 = y0, unde ϕ : [a, b] × R
N × R+ → R este o funcţie

dată.

Observaţia 8.2.1. 1◦. Aproximarea uk depinde de uk−1 dar nu depinde
(direct) de uk−2, uk−3, . . . , din acest motiv metoda se numeşte ”cu un pas”.

2◦. Funcţia ϕ este necesar să fie continuă ı̂n raport cu t şi k şi lips-
chitziană ı̂n a doua variabilă şi să satisfacă condiţia de consistenţă, adică:

(8.2.3)
∥∥ϕ(t, u, h) − ϕ(t, v, h)

∥∥ ≤ L1‖u− v‖,

t ∈ [a, b], 0 < h ≤ b− t, u, v ∈ RN , respectiv

(8.2.4) ϕ
(
t, y(t), 0

)
= f

(
t, y(t)

)
, ∀ t ∈ [a, b],

unde y : [a, b] → RN este soluţia exactă a problemei (8.1.1) − (8.1.2).
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Metodele de aproximare cu un pas pot fi clasificate după ordinul de
convergenţă.

Definiţia 8.2.2. O metodă cu un pas de forma (8.2.2) pentru problema cu
valori iniţiale (8.1.1)− (8.1.2) are ordinul de convergenţă p ≥ 1, dacă are
loc relaţia:

(8.2.5) max
l=0,1,...,n

∥∥ul − y(tl)
∥∥ ≤ chp

max ,

unde hmax := max
l=0,1...,n−1

{he}, pentru o constantă c ≥ 0 independentă de

diviziunea ∆.

Pentru studiul ordinului de convergenţă al metodelor cu un sigur pas,
este necesar să introducem şi următoarea noţiune:

Definiţia 8.2.3. Se numeşte eroare de iteraţie locală ı̂n punctul (t +
h, y(t+h)) relativă la pasul h a problemei cu valori iniţiale (8.1.1)− (8.1.2),
diferenţa:

η(t, h) = y(t) + hϕ(t, y(t);h) − y(t+ h),

unde t ∈ [a, b], 0 ≤ h ≤ b− t.

Definiţia 8.2.4. Spunem că o metodă cu un pas (8.2.2) pentru problema
cu valori iniţiale (8.1.1) − (8.1.2) are ordinul de consistenţă p ≥ 1, dacă
eroarea de iteraţie locală satisface inegalitatea:

(8.2.6)
∥∥η(t, h)∥∥ ≤ chp+1,

pentru orice t ∈ [a, b], 0 ≤ h ≤ b − t, unde c este o constantă pozitivă
independentă de t şi h.

Teorema 8.2.1. Dacă metoda cu un pas (8.2.2) are ordinul de consistenţă
p ≥ 1 şi funcţia ϕ de iteraţie indeplineşte condiţia (8.2.3), atunci ordinul de
convergenţă al metodei (8.2.2) este p, adică

(8.2.7) max
k=0,1,...,n

∥∥uk − y(tk)
∥∥ ≤ cp · hp

max ,

cu hmax = max
k=0,1,...,n−1

{hk} şi cp =
c

L1

(
eL1(b−a)−1

)
, iar c este dată de relaţia

(8.2.6).

Demonstraţie. Notând cu ak = uk−yk şi ak+1−yk+1 pentru k = 0, 1, . . . , n
şi cu ηk = η(tk, hk), k = 0, 1, . . . , n−1. Se observă că pentru k = 0, 1, . . . , n−
1, putem scrie:

yk+1 = yk + hkϕ(tk, yk;hk) − ηk

uk = uk + hkϕ(tk, uk;hk),
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de unde
ak+1 = ak + hk

(
ϕ(tk, uk;hk) − ϕ(t, yk;hk)

)
+ ηk

şi

‖ak+1‖ ≤ ‖ak‖ + hk‖ϕ(tk, uk;hk) − ϕ(tk, yk;hk)‖ + ‖ηk‖ ≤
≤ (1 + hkL1)‖ak‖ + chp+1

k � (1 + hkL1)‖ak‖ + hkch
p
max.

Pentru a demonstra inegalitatea (8.2.7) vom folosi metoda inducţiei.
Pentru k = 0, inegalitatea este verificată, presupunând-o adevărată pen-

tru k vom demonstra inegalitatea pentru k + 1, adică

‖ak+1‖ ≤ (1 + hkL1)‖ak‖ + hkch
p
max ≤

≤ (1 + hkL1)(1 + hk−1L1)‖ak−1‖ + (1 + hkL1)hk−1c · hp
max + chp

max.

Folosind inegalitatea 1 + hkL1 ≤ ehkL1 , egalitatea
k−1∑
j=0

hj = xk, notaţiile

q = chp
max şi r = max

h
hkL1, avem:

‖ak+1‖ ≤ e(hk+hk−1)L1‖ak−1‖ + q(r + 1) ≤
≤ e(hk+hk−1+hk−2)L1‖ak−2‖ + q

(
(r + 1) + r + 1) + 1

) ≤
≤ e(b−a)L1‖a0‖ + q

[
(r + 1)k + · · · + (r + 1) + 1

]
=

= e(b−a)L1‖a0‖ +
q

r

(
(1 + r)k − 1

)
.

Dar, deoarece pentru orice x ≥ 0 şi m ∈ N
∗ avem (1+x)m ≤ emx şi ‖a0‖ = 0,

rezultă:

‖ak+1‖ ≤ q

r

(
e(b−a)L1 − 1

)
=

c · hp
max

L1 max
h

hk

(
e(b−a)L1 − 1

) ≤
≤ c

L1

(
e(b−a)L1 − 1

)
.

8.3 Metoda lui Euler

Metoda lui Euler este una din metodele ce face parte din clasa metodelor
cu un pas, şi anume este metoda cu un pas având ordinul de consistenţă egal
cu unu.

Metoda lui Euler de aproximare a soluţiei problemei cu valori iniţiale
(8.1.1)-(8.1.2)are forma:

(8.3.1) uk+1 = uk + hk · f(tk, uk)
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pentru k = 0, 1, . . . , n− 1 şi u0 = y0.
Are loc următoarea teoremă:

Teorema 8.3.1. Dacă f : [a, b] × Rn → Rn este o funcţie care admite
derivate parţiale de ordinul 1 continue, ı̂n raport cu fiecare parabolă, atunci
metoda lui Euler are ordinul de consistenţă p = 1.

Demonstraţie. Dezvoltând ı̂n serie Taylor până la ordinul doi ı̂n vecinătatea
punctului t ∈ [a, b], soluţia problemei cu valori iniţiale y′ = f(t, y), y(a) = y0,
se obţine:

y(t+ h) = y(t) + y′(t)h+ y′′(ξ)
h2

2!
unde ξ = t+ θh, θ ∈ (0, 1).

Ţinând cont că y′ = f(t, y), eroarea de iteraţie locală va fi:

η(t, h) = y(t) + hf(t, y(t)) − y(t+ h) = −y′′(ξ)h
2

2

de unde rezultă uşor∥∥η(t, h)‖∞ ≤ ch2, cu c =
1
2

max
τ∈[a,b]

∥∥y′′(τ)∥∥ ,
adică, conform definiţiei, metoda lui Euler are ordinul de consistenţă p = 1.

Observaţia 8.3.1. Derivabilitatea până la ordinul 2 a funcţiei y şi conti-
nuitatea funcţiei y′′ este garantată de Teorema 8.1.2.

8.4 Metode de aproximare cu un pas având or-
dinul de consistenţă p = 2

Plecând de la metoda cu un pas (8.2.2), pentru a obţine metode cu
ordinul de consistenţă p = 2, se consideră funcţii de iteraţie de forma:

(8.4.1) ϕ(t, u;h) = a1f(t, a) + a2f
(
t+ b1h, u+ b2hf(t, u)

)
,

pentru t ∈ [a, b], 0 ≤ h ≤ b− t, u ∈ RN , unde constantele a1, a2, b1 şi b2 vor
fi determinate.

Următoarea teoremă dă condiţiile ı̂n care metoda cu un pas, unde ϕ este
dată de (8.4.1), are ordinul de consistenţă p = 2.

Teorema 8.4.1. Metoda cu un pas (8.2.2) cu funcţia de iteraţie de forma
(8.4.1), are ordinul de consistenţă p = 2 dacă funcţia f : [a, b] × R

N → RN
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admite derivate parţiale, până la ordinul 2, cu derivate parţiale de ordinul
2 continue pe tot domeniul de definiţie şi dacă coeficienţii a1, a2, b1 şi b2
satisfac condiţiile:

(8.4.2) a1 + a2 = 1, a2b1 =
1
2
, a2b2 =

1
2
.

Demonstraţie. Considerăm cazul N = 1 şi dezvoltând ı̂n serie Taylor
funcţia ϕ

(
t, y(x);h

)
ı̂n jurul lui h = 0 şi funcţia y(t) ı̂n jurul lui t = 0, vom

obţine:

ϕ
(
t, y(t);h

)
= a1f(t, y(t)) + a2f(t, u(t)) +

+ ha2b1
∂f

∂t
(t, y(t)) + ha2b2y

′(t)
∂f

∂y
(t, y(t)) +O(h2) =

=
[
(a1 + a2)f + h

(
a2b1

∂f

∂t
+ a2b2f

∂f

∂y

)]
(t, y(t)) +O(h2).

Analog pentru funcţia y(t) avem:

y(t+ h) = y(t) + y′(t)h+ y′′(t)
h2

2
+O(h3).

Derivând membru cu membru ı̂n raport cu t relaţia y′(t) = f(t, y(t)), se
obţine:

y′′(t) =
∂f

∂t
(t, y(t)) +

∂f

∂y
(t, y(t))y′(t) =

(
∂f

∂t
+
∂f

∂y
f

)
(t, y(t)).

Folosind acest rezultat ı̂n dezvoltarea ı̂n serie Taylor a funcţiei y(t) şi ipoteza
(8.4.2) ı̂n expresia funcţiei ϕ(t, y(x);h), rezultă:

y(t+ h) = y(t) +
[
hf +

(
∂f

∂t
+ f

∂f

∂y

)
h2

2

]
(t, y(t)) +O(h3) =

= y(t) + hϕ(t, y(t);h) +O(h3).

Eroarea de iteraţie locală devine:

η(t, h) = y(t) + hϕ(t, y(t);h) − y(t+ h) = O(h3)

adică
‖η(t, h)‖ ≤ ch3

şi teorema este demonstrată.
În continuare vom prezenta două variante ale metodei de aproximare cu

un pas cu ordinul de consistenţă p = 2, de tipul dat de relaţia (8.4.1).
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8.4.1 Metoda Euler modificată

Această metodă are funcţia de iteraţie de forma:

(8.4.3) ϕ(t, u;h) = f

(
t+

h

2
, u+

h

2
f(t, y)

)
unde t ∈ [a, b] şi 0 ≤ h ≤ b− t, u ∈ R

N . Relaţia (8.4.3) rezultată din (8.4.1)

pentru a1 = 0, a2 = 1 şi b1 = b2 =
1
2

, iar algoritmul iterativ (8.2.2) poate fi
reprezentat ı̂n acest caz, ı̂n doi paşi, astfel:

uk+1/2 = uk +
hk

2
f(tk, uk), tk+1/2 = tk +

hk

2
,

uk+1 = uk + hkf(tk+1/2, uk+1/2), k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

8.4.2 Metoda lui Heun

Funcţia de iteraţie ı̂n acest caz are forma:

ϕ(t, u;h) =
1
2
[
f(t, u) + f

(
t+ h, u+ hf(t, u)

)]
,

unde t ∈ [a, b] şi 0 ≤ h ≤ b− t, u ∈ RN . Această funcţie rezultă din (8.4.1)

pentru a1 = a2 =
1
2

şi b1 = b2 = 1. Algoritmul (8.2.2) poate fi prezentat
astfel:

vk+1 = uk + hkf(tk, uk)

wk+1 = uk + hkf(tk+1, vk+1)

uk+1 =
1
2

(vk+1 + wk+1), k = 0, 1, . . . , n− 1.

8.5 Metode cu un pas având cu ordinul de consistenţă
p = 4

Din acestă clasă de metode face parte metoda Runge-Kutta clasică, cu
funcţia de iteraţie dată sub forma:

ϕ(t, u;h) =
1
6

[k1 + 2k2 + 2k3 + k4],

unde t ∈ [a, b], 0 ≤ h < b−t, u ∈ R
N , iar k1 =f(t, u), k2 =f

(
t+
h

2
, u+

h

2
k1

)
,

k3 = f

(
t+

h

2
, u+

h

2
k2

)
şi k4 = f(t+ h, u+ hk3).
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Se poate arăta uşor că metoda Runge-Kutta ce corespunde funcţiei ϕ
de mai sus, pentru o funcţie suficient de netedă f , are ordinul de consistenţă
p = 4.

8.6 Metode de aproximare multipas a soluţiilor
problemelor cu valori iniţiale

Pentru a mări ordinul de convergenţă a soluţiilor aproximative a prob-
lemelor cu valori iniţiale (8.1.1)-(8.1.2), se folosesc aşa numitele metode de
aproximare multipas.

Definiţia 8.6.1. Metoda multipas sau cu m paşi pentru rezolvarea aproxi-
mativă a problemei cu valori iniţiale (8.1.1)−(8.1.2), pe o reţea echidistantă,
constă ı̂n determinarea valorilor uk+m din relaţiile:

(8.6.1)
m∑

j=0

αjuk+j = hϕ(tk, uk, . . . , uk+m;h),

pentru fiecare k = 0, 1, . . . , n−m, unde coeficienţii αj ∈ R cu αm �= 0 sunt
daţi. Funcţia de iteraţie ϕ este definită astfel:

(8.6.2) ϕ : [a, b] × (RN )m+1 × R+ → R
N ,

iar punctele diviziuni sunt:

(8.6.3) tk = a+ kh pentru k = 0, 1, . . . , n, cu h =
b− a

n
.

Valorile iniţiale u0, . . . , um−1 ∈ R
N nu sunt date.

Observaţia 8.6.1. 1◦. Definiţia 8.6.1 trebuie completată cu o procedură de
iniţializare pentru a obţine valorile iniţiale pe toată diviziunea, adică u0 = y0

dat din (8.1.2), iar u1, u2, . . . , um−1 ∈ RN pot fi determinate, de exemplu,
furnizat de o metodă cu un pas printr-un algoritm.

2◦. Metoda (8.6.1) se numeşte implicită dacă funcţia ϕ conţine ne-
cunoscuta uk+m, iar dacă funcţia ϕ nu depinde de uk+m, metoda se numeşte
explicită.

3◦. Dacă funcţia ϕ din (8.6.1) are forma particulară

ϕ(t, u0, . . . , um;h) =
m∑

j=0

βjf(t+ jh, uj)

cu coeficienţii βj daţi, atunci (8.6.1) se numeşte metoda multipas liniară.
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Ca un caz particular bine cunoscut, amintim metoda lcu 2 paşi iniară,
adică metoda punctului de mijloc:

uk+2 = uk + 2hf(tk+1, uk+1), k = 0, 1, 2, . . . , n− 2.

8.7 Ordin de convergenţă, ordin de consistenţă şi
stabilitate

Fie ui, i = 0,m− 1, m aproximaţii pentru valorile y(a+ih), i = 0,m− 1,
ale soluţiei problemei y′ = f(t, y), y(a) = y0.

Definiţia 8.7.1. Spunem că metoda multipas (8.6.1) pentru rezolvarea aprox-
imativă a problemei cu valori iniţiale y = f(t, y), y(a) = y0 are ordinul de
convergenţă p ≥ 1, dacă pentru o constantă C ≥ 0 şi valorile iniţiale
u0, . . . , um−1 ∈ R

N din relaţiile ‖ul − y(tl)‖ ≤ Chp pentru l = 0, . . . ,m− 1,
rezultă că eroarea globală de discretizare satisface relaţia:

(8.7.1) max
l=m,...,n

‖ul − y(tl)‖ ≤ Khp,

unde K ≥ 0 este o constantă independentă de mărimea pasului h.

Definiţia 8.7.2. Numim eroare locală de discretizare ı̂n punctul (t, y(t))
relativă la h, pentru metoda multipas (8.6.1), funcţia η dată de relaţia:

η(t, h) =

(8.7.2)

=
[ m∑

j=0

αjy(t+ jh)
]
−hϕ(t, y(t), y(t+ h), . . . , y(t+mh);h

)
, 0 < h ≤ b−t

m
.

Definiţia 8.7.3. Spunem că metoda multipas (8.6.1) are ordinul de consis-
tenţă p ≥ 1, dacă există o constantă C şi un număr suficient de mic hC > 0
astfel ı̂ncât următoarea estimare să aibă loc:

‖η(t, h)‖ ≤ Chp+1, pentru orice a ≤ t ≤ h şi 0 ≤ h ≤ hC .

În studiul convergenţei metodei multipas, condiţia lui Lipschitz asupra
funcţiei ϕ : [a, b] × (RN )m+1 × R+ → RN din (8.6.1) are un rol important.
Deci spunem că ϕ verifică condiţia lui Lipschitz dacă există Lϕ > 0 astfel
ı̂ncât

(8.7.3)
∥∥ϕ(t, v0, . . . , vm;h) − ϕ(t, w0, . . . , wm;h)

∥∥ ≤ Lϕ

m∑
j=0

‖vj − wj‖,

pentru vj , wj ∈ RN , j = 0,m.
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Observaţia 8.7.1. 1◦. În cazul metodei multipas liniară pentru rezolvarea
problemei cu valori iniţiale y′(t) = f

(
t, y(t)

)
, y0 = y(a), ı̂n care funcţia

f : [a, b]×R
N → RN este continuă şi satisface condiţia lui Lipschitz dată de

(8.1.4), relaţia (8.7.3) are loc pentru

Lϕ = L1 max
j=0,m

|βj |.

2◦. Pentru determinarea valorilor uk+m, k = 0, n−m, relaţiile (8.6.1)
conduc la ecuaţii de forma uk+m = ψ(uk+m). De aici rezultă că dacă ϕ
verifică condiţia (8.7.3), atunci funcţia corespunzătoare ψ verifică condiţia

de contracţie pentru h
(

0,
|αm|
Lϕ

)
. De aici rezultă că ecuaţiile de forma (8.6.1)

pentru h suficient de mic Lϕ admit soluţie unică.

Definiţia 8.7.4. O metodă multipas de forma (8.6.1) spunem că este sta-
bilă (zero stabilă), dacă polinomul generat cu coeficienţii αi din algoritmul
(8.6.1)

(8.7.4) P (z) = αmz
m + αm−1z

m−1 + · · · + α0

satisface condiţia rădăcinii sau condiţia lui Dahlquist, adică:
a) Toate rădăcinile z ale ecuaţiei P (z) = 0 verifică relaţia |z| � 1;
b) Dacă z este o rădăcină a lui P (z) = 0, pentru care |z| = 1, atunci z

este rădăcină simplă.

8.8 Convergenţa metodei multipas

Următoarea teoremă oferă un rezultat important relativ la convergenţa
metodei cu m paşi [122].

Teorema 8.8.1. Dacă metoda cu m paşi (8.6.1), de rezolvare aproximativă
a problemei cu valori iniţiale y′ = f

(
t, y(t)

)
, y(a) = y0 este stabilă (zero

stabilă) şi dacă funcţia ϕ satisface condiţia lui Lipschitz (8.2.3), atunci există

constantele K ≥ 0 şi hC > 0 astfel ı̂ncât pentru 0 < h =
b− a

n
≤ hC , are

loc următoarea relaţie:

(8.8.1) max
l=0,n

‖ul − yl‖ ≤ K

[
max

l=0,m−1
‖ul − yl‖ +

(
max

u≤t≤b−mh
‖ηk‖

)
/h

]
.

Demonstraţie. Pentru schiţarea demonstraţiei vom considera cazul scalar
(N = 1) şi αm = 1. Notaţiile folosite sunt:

ek = uk − yk, yk = y(tk), k = 0, n
ηk = η(tk, h), k = 0, n−m.
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Cu ajutorul definiţiei 8.7.2, adică a erorii locale de discretizare, pentru k =
0, n−m putem scrie:

m∑
j=0

αjyk+j = hϕ(t, yk, . . . yk+m;h) + ηk,

iar din (8.6.1) rezultă

m∑
j=0

αjuk+j = hϕ(tk, uk, . . . , uk+m;h).

Scăzând membru cu membru ultimele două egalităţi, avem:

m∑
j=0

αjek+j = h
[
ϕ(tk, uk, . . . , uk+m;h) −(8.8.2)

− ϕ(t, yk, . . . , yk+m;h)
]− ηk = δk − ηk,

unde am notat δk =
[
ϕ(tk, uk, . . . , uk+m;h) − ϕ(t, yk, . . . , yk+m;h)

]
h.

Relaţia (8.8.2) se poate scrie sub formă matriceală:

(8.8.3) Ek+1 = AEk + Fk, unde A ∈ R
m×m, Ek, Fk ∈ R

m

Ek+1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
ek+1

ek+2
...

ek+m

⎞⎟⎟⎟⎠ ; A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 . . . 0 0
0 0 1 0 0
...

...
. . . . . .

0 1
−α0 −α1 . . . −αm−2 −αm−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ;

Ek =

⎛⎜⎜⎜⎝
ek
ek+1

...
ek+m−1

⎞⎟⎟⎟⎠ ; Fk =

⎛⎜⎜⎜⎝
0
...
0

δk−ηk

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Din relaţia (8.8.3), folosind inducţia matematică, se obţine relaţia:

(8.8.4) Ek = AkE0 +
k−1∑
ν=0

Ak−1−νFν , k = 0, n−m+ 1.

Observăm că polinomul P din Definiţia 8.7.4 este chiar polinomul caracte-
ristic al matricei A şi deci rădăcinile sale sunt valorile proprii ale lui A.
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Pentru a demonstra stabilitatea metodei cu m paşi este nevoie de propri-
etatea de mărginire a şirului matriceal (Ak)k≥0, adică

(8.8.5) ‖Ak‖∞ ≤ C, k = 0, 1, . . .

cu C > 0 o constantă arbitrară.
Următoarea lemă, pe care o dăm fără demonstraţie, ne oferă un rezultat

ı̂n acest sens.

Lema 8.8.1. Fie matricea A ∈ R
m×m. Şirul matricelor A,A2, A3, . . . este

mărginit dacă şi numai dacă sunt ı̂ndeplinite următoarele două condiţii:
(i) raza spectrală a matricei A este mai mică sau egală cu 1;
(ii) toate valorile proprii matricei A, cu proprietatea că |λ| = 1, core-

spunde blocurilor Jordan de dimensiune 1 (ordinul de multiplicitate geome-
tric egal cu ordinul de multiplicitate algebric).

Folosind relaţiile (8.8.4) şi (8.8.5), rezultă

(8.8.6) ‖Ek‖∞ ≤ C

[
‖E0‖∞ +

k−1∑
ν=0

‖Fν‖
]
, k = 0, n−m+ 1.

Din relaţiile (8.8.2) şi (8.8.3) se poate obţine o majorare a termenului al
doilea din membrul drept al inegalităţii (8.8.6), reuşind ı̂n final să demon-
străm relaţia (8.8.1).

O consecinţă directă a Teoremei 8.8.1 este

Corolarul 8.8.1. O metodă cu m paşi (8.6.1) stabilă şi cu ordinul de consistenţă
p ≥ 1 şi o funcţie de iteraţie ϕ ce satisface condiţia lui Lipschitz (8.2.3) are
ordinul de convergenţă p.

8.9 Ordinul de consistenţă ı̂n cazul metodelor mul-
tipas liniare

În cazul particular al metodelor multipas liniare, ordinul de consistenţă
şi eroarea locală de discretizare se pot determina mai simplu. În acest sens
are loc următoarea:

Lema 8.9.1. Fie o metodă cu m paşi liniară

m∑
j=0

αjuk+j = h

m∑
j=0

βjf(tk+j , uk+j), k = 0, n−m,
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pentru f ∈ Cp
(
[a, b] × R

N ,RN
)

cu p ≥ 1.
Dacă condiţiile

(8.9.1)
m∑

j=0

[
jkαj − kjk−1βj

]
= 0, k = 0, p,

sunt ı̂ndeplinite, atunci metoda cu m paşi este consistentă de ordinul p. În
plus, pentru f ∈ Cp+1

(
[a, b] × R

N ,RN
)

eroarea locală de discretizare are
forma

(8.9.2) η(t, h) = Cp+1y
(p+1)(t)hp+1 + O(hp+2),

unde Cp+1 =
∑m

j=0

[
jp+1αj

(p+ 1)!
− jpβj

p!

]
.

Demonstraţie. Se cunoaşte din ipoteza teoremei că soluţia problemei cu
valori iniţiale y′ = f(t, y), y(a) = y0 va avea proprietatea y ∈ Cp=1

[a,b] . Dez-
voltând ı̂n serie Taylor funcţiile y şi y′ ı̂n punctul t ∈ [a, b−mh] se obţine

y(t+ jh) =
p∑

k=0

y(k)(t)
k!

jkhk + O(hp+1),

y′(t+ jh) =
p−1∑
k=0

yk+1(t)
k!

jkhk + O(hp) =

=
p∑

k=0

k
y(k)(t)
k!

jk−1hk−1 + O(hp).

Eroarea locală de discretizare va fi:

η(t, h) =
m∑

j=0

αjy(t+ jh) − h

m∑
j=0

βjf
(
t+ jh, y(t+ jh)

)
=

=
m∑

j=0

[
αjy(t+ jh) − hβjy

′(t+ jh)
]

=

=
p∑

k=0

⎡⎣ m∑
j=0

jkαj − kjk−1βj

⎤⎦
︸ ︷︷ ︸

=0

y(k)(t)
k!

hk + O(hp+1) =

= O(hp+1) pentru 0 < h ≤ h− t

m
,
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deoarece au loc relaţiile (8.9.1).
Dacă ı̂nlocuim ı̂n ultima relaţie p cu p+ 1 se obţine (8.9.2), iar din definiţia
8.7.3 rezultă că metoda cu m paşi liniară are ordinul de consistenţă p.

Observaţia 8.9.1. Dacă scriem explicit primele două ecuaţii din (8.9.1)
pentru k = 0 şi k = 1, obţinem:

m∑
j=0

αj = P (1) = 0, respectiv
m∑

j=1

jαj = P ′(1) =
m∑

j=0

βj.

Din (8.7.3) ştim că P (z) = αmz
m + . . . , α0, din prima relaţie obţinută

pentru k = 0 rezultă P (1) = 0, iar din a doua P ′(1) �= 0. De aici con-
cluzionăm că o metodă cu m paşi liniară, stabilă şi cu ordinul de consistenţă
p va avea proprietatea că P ′(1) �= 0.

8.10 Metode multipas liniare particulare

Un caz particular al metodelor multipas liniare se obţine folosind formule
de cuadratură pe noduri echidistante, cu diferenţe finite regresive.

Fie g0, g1, . . . , gr ∈ RN , r+1 elemente date şi x0, x0+h, . . . , x0+rh, r+1

noduri ı̂n intervalul [c, d] ⊆ R. Notăm cu ΠN
r =

{
P (t) =

r∑
n=0

ant
k, an ∈ R

n

}
.

Următoarea lemă dă forma polinomului de interpolare P ∈ ΠN
r , care verifică

relaţiile P (x0 + ih) = gi, i = 0, r.

Lema 8.10.1. Fie o reţea de r + 1 noduri echidistante xl = x0 + lh pentru
l = 0, 1, . . . , r, cu x0 ∈ R şi h > 0. Atunci polinomul de interpolare unic
determinat P ∈ ΠN

r are forma:

(8.10.1) P (xr + sh) =
r∑

k=0

(−1)k

(−s
k

)
∇kgr, s ∈ R,

unde

(8.10.2)
(−s
k

)
=

(−s)(−s−1) . . . (−s−k+1)
k!

=
(−1)k

k!
s(s+1) . . . (s+k−1),

(8.10.3) ΠN
r =

{
P (t) =

r∑
k=0

akt
k, ak ∈ R

N

}
,

şi ∇kgm =
k∑

j=0

(−1)j

(
k

j

)
gm−j, 0 ≤ k ≤ m ≤ r.
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Pentru demonstraţia lemei se foloseşte forma lui Newton a polinomului
P cu diferenţele divizate ak = [xr, . . . , xr−k; g] ∈ RN , k = 0, 1, . . . , r:

P (xr + sh) = a0+a1(xr+sh−xr)+. . .+ar(xr+sh−xr) . . . (xr+sh−x1)=

=
r∑

k=0

ak

k−1∏
j=0

(xr + sh− xr−j) =

=
r∑

k=0

ak

k−1∏
j=0

(
xr + sh− (xr − jh)

)
=

=
r∑

k=0

akh
k

k−1∏
j=0

(s+ j) =
r∑

k=0

akh
k(−1)kk!

(−s
k

)
.

Folosind şi reprezentarea diferenţelor divizate obţinută prin inducţie

[xl; g] = gl = ∇0gl, l = 0, 1, . . . , r

[xl, . . . , xl−k; g] =
[x1, . . . , xl−k−1, g] − [xl, . . . , xl−k; g]

kh
=

=
∇k−1gl −∇k−1gl−1

((k − 1)!hk−1)kh
=

∇kgl

k!hk
, l = k, k + 1, . . . , r

de unde rezultă relaţia (8.10.1).

Lema 8.10.2. Pentru o funcţie dată g ∈ Cr+1
(
[c, d],RN

)
şi pentru o diviz-

iune echidistantă xl = x0 + lh ∈ [c, d], l = 0, . . . , r, fie P ∈ ΠN
r polinomul de

interpolare corespunzător.
Eroarea de interpolare ı̂n punctul xr + sh ∈ [c, d] are reprezentarea

g(xr + sh) − P (xr + sh) = (−1)r+1

( −s
r + 1

)
F (s)hr+1,(8.10.4)

F (s) =
(
g(r+1)

(
ξj(s)

))
j=1,N

∈ R
N ,

iar ξj(s) ∈ [c, d], j = 1, N sunt puncte intermediare.

Demonstraţie. Din Teorema 1.4.3 se ştie că

gj(xr + sh) − Pj(xr + sh) =
ω(xr + sh)g(r+1)

j (ξj(s))
(r + 1)!

unde ω(x) = (x− x0) . . . (x− xr), iar gj şi Pj sunt componentele de ordin j
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ale vectorilor g, P cu N componente. Folosind (8.10.2) se poate calcula

ω(xr + sh) =
r∏

j=0

(xr + sh− (xr − jh)) = hr+1
r∏

j=0

(s+ j) =

= hr+1(−1)r+1

( −s
r + 1

)
(r + 1)!

de unde rezultă (8.10.4).
Folosind rezultatele de mai sus, cele mai cunoscute metode multipas se

deduc uşor.

Metoda Adams.

Se observă că soluţia y : [a, b] → R
N a problemei cu valori iniţiale

y′ = f(t, y), y(a) = y0, verifică relaţia:

(8.10.5) y(tl+m) − y(tl+m−1) =
∫ tl+m

tl+m−1

f(t, y(t))dt, l = 0, 1, . . . , n−m.

Metodele de aproximare de tip Adams se obţin prin ı̂nlocuirea funcţiei f
cu polinoame P de interpolare convenabil alese. Dacă notăm cu ul+m

aproximaţiile valorilor yl+m, l = 0, 1, . . . , n − m, din relaţia (8.10.5) de-
ducem:

(8.10.6) ul+m − ul+m−1 =
∫ tl+m

tl+m−1

P(t)dt.

Astfel, dacă polinomul de interpolare P se ia de forma:

(8.10.7)
{ P ∈ ΠN

m−1, P(tj) = fj , j = l, l + 1, . . . , l +m− 1,
fj := f(tj , uj), j = l, l + 1, . . . , l +m− 1,

se obţine metoda Adams-Bashfort cu m paşi, m ≥ 1.
Reprezentarea explicită a metodei Adams-Bashfort este dată ı̂n:

Teorema 8.10.1. Metoda Adams-Bashfort cu m paşi are forma:

(8.10.8) ul+m − ul+m−1 = h
m−1∑
k=0

γr∇kfl+m−1, l = 0, 1, . . . , n−m,

unde coeficienţii γk au forma:

(8.10.9) γk = (−1)k

∫ 1

0

(−s
k

)
ds, k = 0, 1, . . . , .
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Coeficienţii γk se pot calcula recursiv cu relaţia:

(8.10.10)
1

k + 1
γ0 +

1
k
γ1 +

1
k − 1

γ2 + · · · + 1
2
γk−1 + γk = 1

pentru k = 0, 1, . . . .

Demonstraţie. Folosind Lema 8.10.1 cu xj = tl+j , j = 0, 1, . . . ,m − 1 şi
condiţiile (8.10.7), avem:∫ tl+m

tl+m−1

P(t)dt = h

∫ 1

0
P(tl+m−1 + sh)ds =(8.10.11)

= h

m−1∑
k=0

(−1)k

∫ 1

0

(−s
k

)
ds∇kfl+m−1,

de unde rezultă fără dificultate (8.10.8).
Pentru a schiţa demonstraţia relaţiei (8.10.10) se foloseşte funcţia gene-

ratoare:

G(t) : =
∞∑

k=0

γkt
k =

∞∑
k=0

(−t)k

∫ 1

0

(−s
k

)
ds =

=
∫ 1

0

[ ∞∑
k=0

(−s
k

)
(−t)k

]
ds =

∫ 1

0
(s− t)−sds =

= − 1
ln(1 − t)

(1 − t)−s

∣∣∣∣s=1

s=0

= − t

(1 − t) ln(1 − t)
, −1 < t < 1.

Am folosit faptul că seria
∞∑

k=0

(−s
k

)
(−t)k este uniform convergentă pentru

s ∈ [0, 1] cu −1 < t < 1, ı̂n acest caz
∣∣∣∣(−sk

)∣∣∣∣ ≤ 1.

Din primul şi ultimul termen al şirului de egalităţi, rezultă:

(8.10.12) G(t)
− ln(1 − t)

t
=

1
1 − t

, |t| < 1,

unde, dezvoltând ı̂n serie de puteri funcţia ln şi explicitând funcţia G(t),
avem:

(γ0 + γ1t+ γ2t
2 + . . . )

(
1 +

t

2
+
t2

3
+ . . .

)
= 1 + t+ t2 + . . .

Identificând coeficienţii puterilor t0, t1, t2, . . . , ı̂n ambii membri ai egalităţii
de mai sus, se obţine (8.10.10).
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Observaţia 8.10.1. Din formula (8.10.10) obţinem, de exemplu, primii pa-
tru coeficienţi γ0, γ1, γ2 şi γ3, astfel:

γ0 = 1, γ1 =
1
2
, γ2 =

5
12
, γ3 =

3
8
.

Cu aceşti coeficienţi, pentru m = 1, 2, 3, 4, metoda Adams-Bashfort poate fi
reprezentată ca metodă liniară multipas astfel:

m = 1 : ul+1 = ul + hfl, 0 ≤ l ≤ n− 1;

m = 2 : ul+2 = ul+1 +
h

2
(3fl+1 − fl) , 0 ≤ l ≤ n− 2;

m = 3 : ul+3 = ul+2 +
h

12
(23fl+2 − 16fl+1 + 5fl) , 0 ≤ l ≤ n− 3;

m = 4 : ul+4 = ul+3 +
h

24
(55fl+3 − 5gfl+2 + 37fl+1 − 9fl) , 0 ≤ l ≤ n− 4.

Se poate observa că pentru m = 1 se obţine metoda Euler.

Proprietăţile principale ale metodei Adams-Bashfort sunt date de următoarea
teoremă:

Teorema 8.10.2. Metoda Adams-Bashfort cu m paşi este zero-stabilă, iar
pentru f ∈ Cm

(
[a, b] × R

N ,RN
)

metoda are ordinul de consistenţă p = m.
În plus, constanta de evaluare a erorii este egală cu γm.

Pentru demonstraţie vezi [122].

Metoda Adams-Moulton.

Definiţia 8.10.1. Înlocuind ı̂n (8.10.6) m ≥ 1, polinomul de interpolare
P ∈ ΠN

m, cu polinomul definit astfel:

P (tj) = fj , j = l, l + 1, . . . , l +m,

fj = f(tj , uj), j = l, l + 1, . . . , l +m,

se obţine metoda Adams-Moulton cu m paşi.

Similar metodei Adams-Bashfort, rezultate reprezentative ale metodei
Adams-Moulton sunt prezentate de următoarea teoremă:

Teorema 8.10.3. Metoda Adams-Moulton cu m paşi constă ı̂n determinarea
aproximaţiilor ul+m cu ajutorul relaţiilor:

(8.10.13) ul+m − ul+m−1 = h
m∑

k=0

γk∇kfl+m, l = 0, 1, . . . , n−m,
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unde coeficienţii γk sunt daţi de relaţiile:

(8.10.14) γk = (−1)k

∫ 0

−1

(−s
k

)
ds, pentru k = 0, 1, . . . ,

care sunt independenţi de m şi se pot calcula recursiv cu γ0 = 1 din relaţia:

(8.10.15)
1

k + 1
γ0 +

1
k
γ1 +

1
k − 1

γ2 + · · · + 1
2
γk−1 + γk = 0,

pentru k = 1, 2, . . . .

Observaţia 8.10.2. Din relaţia (8.10.15) se pot calcula primii patru coeficienţi
γ0, γ1, γ2, γ3 şi se obţin valorile:

γ0 = 1, γ1 = −1
2
, γ2 = − 1

12
, γ3 =

1
24
.

Pentru cazurile particulare m = 1, m = 2 sau m = 3, metoda Adams-
Moulton are următoarea reprezentare clasică ca metodă liniară multipas:

m = 1 : ul+1 = ul +
h

2
(fl+1 + fl), 0 ≤ l ≤ n− 1;

m = 2 : ul+2 = ul+1 +
h

12
(5fl+2 + 8fl+1 − fl), 0 ≤ l ≤ n− 2;

m = 3 : ul+3 = ul+2 +
h

24
(9fl+3 + 19fl+2 − 5fl+1 + fl), 0 ≤ l ≤ n− 3.

În cazul m = 1, se obţine cunoscuta metodă a trapezelor.

Proprietăţile fundamentale ale metodei Adams-Moulton sunt prezentate
ı̂n următoarea teoremă:

Teorema 8.10.4. Metoda Adams-Moulton cu m paşi este zero-stabilă, iar
pentru f ∈ Cm+1

(
[a, b] × RN ,RN

)
, metoda are ordinul de consistenţă p =

m+ 1. Constanta de evaluare a erorii este γm+1.

Observaţia 8.10.3. Avantajul metodei Adams-Moulton cu m paşi faţă de
metoda Adams-Bashfort cu m paşi este că prima are ordinul de convergenţă
mai mare, dar are dezavantajul că obţinerea soluţiei numerice ul+m ∈ RN

conduce la rezolvarea unui sistem neliniar.
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Metoda Nyström şi metoda Milne-Simpson.

În construcţia acestor metode, ideea de bază constă ı̂n faptul că ecuaţia
diferenţială y′ = f(t, y(t)) se integrează de la tl+m−2 la tl+m, adică:

y(tl+m) − y(tl+m−2) =
∫ tl+m

tl+m−2

f(t, y(t))dt,

pentru l = 0, 1, . . . , n − m, iar metodele concrete se obţin prin ı̂nlocuirea
funcţiei f cu polinoame de interpolare P convenabil alese. În acest fel se
obţin aproximaţiile:

(8.10.16) ul+m − ul+m−2 =
∫ tl+m

tl+m−2

P(t)dt, l = 0, 1, . . . , n−m.

Metoda Nyström.

Definiţia 8.10.2. Metoda Nyström cu m paşi, m ≥ 2, se obţine dacă ı̂n
relaţia (8.10.16) P este polinomul de interpolare determinat cu condiţiile:

P ∈ ΠN
m−1

P(tj) = fj , j = l, l + 1, . . . , l +m− 1,
fj = f(tj , uj), j = l, l + 1, . . . , l +m− 1.

Reprezentarea explicită a metodei Nyström se obţine ı̂n mod similar cu
cea a metodei Adams-Bashfort.

Teorema 8.10.5. Metoda Nyström cu m paşi este dată prin relaţia:

(8.10.17) ul+m − ul+m−2 = h
m−1∑
k=0

δk∇kfl+m−1, l = 0, 1, . . . , n−m,

unde coeficienţii δk se calculează cu relaţiile:

(8.10.18) δk = (−1)k

∫ 1

−1

(−s
k

)
ds, k = 0, 1, . . . ,m− 1.

De asemenea, δk, k = 0,m− 1 verifică relaţiile: δ0 = 2,

(8.10.19)
1

k + 1
δ0 +

1
k
δ1 +

1
k − 1

δ2 + · · · + 1
2
δk−1 + δk = 0.

Observaţia 8.10.4. Din relaţia (8.10.18) se pot calcula primii 5 coeficienţi,
obţinându-se:

δ0 = 2, δ1 = 0, δ2 =
1
3
, δ3 =

1
3
, δ4 =

29
30
.
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Reprezentarea metodei lui Nyström cu m paşi, pentru m = 2, m = 3 şi
m = 4 are forma:

m = 2 : ul+2 = ul + 2hfl+1, l = 0, 1, . . . , n− 2;

m = 3 : ul+3 = ul+1 +
h

3
(7fl+2 − 2fl+1 + fl) , l = 0, 1, . . . , n− 3;

m = 4 : ul+4 = ul+2 +
h

3
(8fl+3 − 5fl+2 + 4fl+1 − fl) , l = 0, 1, . . . , n− 4.

Pentru m = 2 se obţine formula punctului de mijloc.

Proprietăţile fundamentale ale metodei Nyström sunt date ı̂n:

Teorema 8.10.6. Metoda Nyström cu m paşi este zero-stabilă, iar pentru
o funcţie f ∈ Cm

(
[a, b] × RN ,Rn

)
are ordinul de convergenţă p = m. Con-

stanta din evaluarea erorii este
1
2
δm.

Metoda Milne-Simpson.

Metoda Milne-Simpson cu m paşi, m ≥ 2, se obţine dacă se foloseşte
polinomul de interpolare determinat cu condiţiile:

P ∈ ΠN
m,

P(tj) = fj , j = l, l + 1, . . . , l +m,
fj = f(tj , uj), j = l, l + 1, . . . , l +m.

Reprezentarea explicită a metodei Milne-Simpson este dată ı̂n următoarea
teoremă:

Teorema 8.10.7. Metoda Milne-Simpson cu m paşi, cu m ≥ 2, este dată
prin relaţiile:

(8.10.20) ul+m − ul+m−2 = h
m∑

k=0

δk∇kfl+m, l = 0, 1, . . . , n−m,

cu coeficienţii:

(8.10.21) δk = (−1)k

∫ 0

−2

(−s
k

)
ds, k = 0, 1, . . . ,m.

Aceşti coeficienţi se pot calcula recursiv cu δ0 = 2, δ1 = −2 şi

(8.10.22)
1

k + 1
δ0 +

1
k
δ1 +

1
k − 1

δ2 + · · · + 1
2
δk−1 + δk = 0,

pentru k = 2, 3, . . . ,m.
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Observaţia 8.10.5. Din relaţia (8.10.21) se pot calcula uşor primii 5 coefi-
cienţi:

δ0 = 2, δ1 = −2, δ2 =
1
3
, δ3 = 0, δ4 = − 1

90
.

Pentru m = 2, respectiv m = 4, metoda Milne-Simpson cu m paşi furnizează
următoarele reprezentări:

m = 2 : ul+2 = ul +
h

3
(fl+2 + 4fl+1 + fl) , l ≤ n− 2;

m = 4 : ul+4 = ul+2+
h

90
(29fl+4+124fl+3+24fl+2+4fl+1−fl) , l ≤ n−4.

Pentru m = 2 se obţine metoda lui Milne, care se poate asimila cu formula
de integrare numerică a lui Simpson.

Teorema 8.10.8. Metoda Milne-Simpson cu m paşi, pentru m ≥ 2, este
zero-stabilă, iar pentru m = 2 şi funcţia f suficient de netedă, metoda lui
Milne are ordinul de consistenţă 4 şi constanta de evaluare a erorii egală cu

− 1
180

.
Pentru m ≥ 4 şi funcţia f suficient de netedă, metoda Milne-Simpson

cu m paşi are ordinul de consistenţă p = m+ 1, iar constanta de evaluare a

erorii egală cu
1
2
δm+1.

Observaţia 8.10.6. În caz general, pentru un număr k ≥ 3, se obţin metode
multipas prin integrarea ecuaţiei diferenţiale y′ = f(t, y) de la tl+m−k la tl+m,

y′(tl+m) − y(tl+m−k) =
∫ tl+m

tl+m−k

f(t, y(t))dt, l = 0, 1, . . . , n−m,

iar ı̂nlocuind funcţia f prin polinoame convenabile de interpolare P se obţin
aproximaţiile:

ul+m − ul+m−k =
∫ tl+m

tl+m−k

P(t)dt, l = 0, 1, . . . , n−m.
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Capitolul 9

Metode de integrare
numerică a ecuaţiilor
diferenţiale şi cu derivate
parţiale cucondiţii la limită

9.0 Enunţul problemei

Multe probleme practice, cum ar fi calculul distribuţiei câmpului termic,
a distribuţiei câmpului de deformaţii, sau a distribuţiei câmpului de tensiuni
ı̂ntr-un corp elastic omogen şi altele, conduc la probleme cu condiţii la limită
privind ecuaţiile diferenţiale sau ecuaţiile cu derivate parţiale.

Un exemplu simplu de problemă la limită, pentru o ecuaţie diferenţială
ordinară de ordinul doi, are forma:

u′′ = f(x, u, u′), x ∈ [a, b]
u(a) = α, u(b) = β,

unde [a, b] ⊂ R, α, β ∈ R şi funcţia f : [a, b] × R
2 → R este dată, iar funcţia

necunoscută u : [a, b] → R şi u ∈ C2[a, b].
În cazul ecuaţiilor diferenţiale ordinare de ordinul n, una din problemele

cu condiţii la limită poate fi reprezentată astfel:

u(n) = f(x, u, u′, . . . , u(n−1)), x ∈ [a, b]
n−1∑
j=0

ckju
(j)(a) + dkju

(j)(b) = αk, k = 0, 1, . . . , n− 1,

291
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unde funcţia f : [a, b] × R
n → R şi coeficienţii ckj , dkj şi αk ∈ R sunt daţi,

iar funcţia necunoscută u : [a, b] → R este din clasa u ∈ Cn[a, b].
Cele mai cunoscute metode de rezolvare numerică a problemelor cu

condiţii la limită sunt: metoda diferenţelor finite şi metodele variaţionale
(Ritz, Galerkin) cuplate cu metode de element finit.

În cele ce urmează, vom analiza un caz special de problemă cu condiţii
la limită şi anume problema Sturm-Liouville:

(9.0.1) Lu ≡ −u′′(x) + r(x)u(x) = f(x), x ∈ [a, b]

(9.0.2) u(a) = α, u(b) = β,

unde r : [a, b] → R, f : [a, b] → R sunt funcţii continue date, iar α, β
constante reale.

Pentru cazul particular al problemei la limită Sturm-Liouville (9.0.1) -
(9.0.2), condiţiile de existenţă şi unicitatea soluţiei sunt date de următoarea
teoremă:

Teorema 9.0.1. Problema bilocală Sturm-Liouville (9.0.1) − (9.0.2) are o
soluţie unică u ∈ C2[a, b] dacă r, f : [a, b] → R sunt funcţii continue şi
r(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b].

O metodă de transformare a problemelor la limită ı̂n probleme cu condiţii
iniţiale este metoda tirului (de tragere).

9.1 Metoda tirului (de tragere)

Scopul acestei metode constă ı̂n reducerea problemelor cu condiţii la
limită la probleme cu condiţii iniţiale, pentru care au fost prezentate metode
de integrare ı̂n Capitolul 8.

Reducerea problemei cu condiţii la limită (9.0.1) - (9.0.2), la o problemă
cu condiţii iniţiale, se poate face prin combinarea unor soluţii particulare a
acestei probleme şi considerând problema cu condiţii iniţiale:

(9.1.1) u′′ = f(x, u, u′), u(a) = α şi u′(a) = s,

unde s este un parametru real.
Problema cu condiţii iniţiale (9.1.1) se poate reformula astfel: se caută

soluţia

(9.1.2) u(x) = up(x) + αu1(x) + su2(x), cu
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(9.1.3) Lup(x) = f(x), up(a) = u′p(a) = 0

(9.1.4) Lu1(x) = 0, u1(a) = 1, u′1(a) = 0

(9.1.5) Lu2(x) = 0, u2(a) = 0, u′2(a) = 1,

impunem ca u(b) = β de unde avem

(9.1.6) s =
1

u2(b)
[β − up(b) − αu1(b)] .

Numele de metodă a tirului (de tragere) provine din următoarea inter-
pretare: dacă problema (9.0.1) - (9.0.2) reprezintă ecuaţia de mişcare a unui
punct material, atunci panta s a traiectoriei ı̂n x = a este determinată din
condiţia ca traiectoria să treacă prin punctul (b, β).

Pe lângă metodele specifice problemelor cu valori iniţiale prezentate ı̂n
Capitolul 8, care se pot aplica problemelor la limită transformate ı̂n probleme
cu valori iniţiale folosind metoda tirului (de tragere), amintim două metode
de aproximare combinate cu metoda tirului (de tragere).

9.1.1 Metoda tirului (de tragere) aproximată cu metoda lui
Newton

Fie problema cu condiţii la limită

(9.1.7) u′′ = f(x, u, u′), u|a| = α, u|b| = β.

Considerăm problema cu condiţii iniţiale corespunzătoare acesteia:

(9.1.8) u′′ = f(x, u, u′), x ∈ [a, b], u(a) = α, u′(a) = s,

a cărei soluţie, pentru fiecare s ∈ R, există şi o notăm astfel:

(9.1.9) u(·, s) : [a, b] → R.

Parametrul real s va fi determinat aşa ı̂ncât u(b, s) = β, şi deoarece funcţia
u(·, s) : [a, b] → R reprezintă soluţia ecuaţiei cu condiţii la limită (9.1.7),
condiţia u(·, s) = u(·) este ı̂ndeplinită pe intervalul [a, b].

Pentru determinarea parametrului s trebuie rezolvată o ecuaţie neliniară

(9.1.10) F (s) := u(b, s) − β, s ∈ R,
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care poate fi rezolvată aplicând metoda lui Newton

(9.1.11) sn+1 = sn − F (sn)
F ′(sn)

, n = 0, 1, . . . .

Algoritmul (9.1.11) poate fi interpretat astfel: la fiecare pas n, valoarea
funcţiei F , F (sn), este soluţia unei probleme cu valori iniţiale de forma
(9.1.8), soluţie care poate fi determinată şi cu metoda unipas sau multipas
din Capitolul 8.

Metoda Newton care aproximează metoda tirului (de tragere) se justifică
complet prin următoarea lemă.

Lema 9.1.1. Dacă funcţia F din (9.1.10) are toate proprietăţile de diferenţia-
bilitate necesare ı̂n ∀ s ∈ R, derivata ei va fi

(9.1.12) F ′(s) =
∂u

∂s
(b, s) ≡ v(s),

atunci soluţia ecuaţiei F (s) = 0 este soluţia unei probleme cu valori iniţiale
pentru o ecuaţie diferenţială ordinară liniară de ordinul doi, de forma:

(9.1.13)
{
v′′(x) = g1(x, s)v(x) + g2(x, s)v′(x), x ∈ [a, b],
v(a) = 0, v′(a) = 1,

unde

g1(x, s) =
∂f

∂u

(
x, u(x, s),

∂u

∂x
(x, s)

)
şi(9.1.14)

g2(x, s) =
∂f

∂u′

(
x, u(x, s),

∂u

∂x
(x, s)

)
.

Demonstraţie. Derivând de două ori funcţia v din (9.1.12) şi ţinând cont
de notaţiile din (9.1.8), (9.1.9) şi (9.1.10), avem:

v′′(x) =
∂3u

∂s∂x2
(x, s) =

d

ds
f

(
x, u(x, s),

∂u

∂x
(x, s)

)
=

=
∂f

∂u

(
x, u(x, s),

∂u

∂x
(x, s)

)
v(x)+

∂f

∂u′

(
x, u(x, s),

∂u

∂x
(x, s)

)
v′(x),

cu x ∈ [a, b]. Folosind notaţiile (9.1.14) şi u(a, ·) ≡ α ⇒ v(a) = 0 şi
∂u

∂x
(a, s) = s′ ⇒ v′(a) = 1 se obţine (9.1.13).
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9.1.2 Metoda tirului (de tragere) aproximată cu o metodă
de iteraţie clasică

Pentru a rezolva aceeaşi ecuaţie neliniară F (s) = 0, se pleacă de la
iteraţia de punct fix

(9.1.15) sn+1 = sn − γF (sn), n = 0, 1, . . . ,

cu s0 ∈ R o valoare iniţială şi parametrul γ > 0, se poate demonstra că
sunt ı̂ndeplinite condiţiile necesare proprietăţii de contracţie, ce garantează
convergenţa procesului iterativ (9.1.15).

9.2 Metoda diferenţelor finite pentru rezolvarea
problemelor cu condiţii la limită

Considerăm problema Sturm-Liouville cu condiţii la limită omogene:

(9.2.1) −u′′ + ru = f, u(a) = u(b) = 0.

Presupunem că această problemă admite o soluţie u ∈ C4[a, b], r, f ∈ C[a,b],
r ≥ 0. Considerăm o partiţie uniformă cu pasul h a intervalului [a, b] ⊂ R,

(9.2.2) xk = a+ kh, k = 0, 1, . . . , N, cu h =
b− a

N
.

Folosind dezvoltarea ı̂n serie Taylor a funcţiei u ∈ C4[a, b], avem:

u(x+ h) = u(x) +
u′(x)

1!
h+

u′′(x)
2!

h2 +
u′′′(x)

3!
h3+(9.2.3)

+
u(4)(x+ θ1h)

4!
h4, θ1 ∈ (0, 1)

u(x− h) = u(x) − u′(x)
1!

h+
u′′(x)

2!
h2 − u′′′(x)

3!
h3+

+
u(4)(x− θ2h)

4!
h4, θ2 ∈ (−1, 0)

de unde obţinem

u(x+ h) − 2u(x) + u(x− h)
h2

= u′′(x)+
1
24

[
u(4)(x+ θ1h) + u(4)(x+ θ2h)

]
h2.

Derivata de ordinul doi a funcţiei u are următoarea expresie:

(9.2.4) u′′(x) =
u(x+ h) − 2u(x) + u(x− h)

h2
− u(4)(x+ θh)

h2

12
,
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cu θ ∈]θ1, θ2[.
Dacă ı̂n (9.2.4) neglijăm termenul h2, problema (9.2.1) devine:

(9.2.5) −vk+1 + 2vk − vk−1

h2
+ r(xk)vk = f(xk),

k = 1, 2, . . . , N−1 şi v0 = vN = 0, care reprezintă un sistem de N−1 ecuaţii
cu tot atâtea necunoscute.

Am notat aproximaţiile vk ≈ u(xk), rk = r(xk) şi fk = f(xk), k =
1, 2, . . . , N − 1.
Reprezentarea matriceală a sistemului (9.2.5) este

(9.2.6)
1
h2
AV = F,

unde

(9.2.7) A =

⎡⎢⎢⎣
a1 b
b a2 b
· · · ·

b aN−1

⎤⎥⎥⎦ ,
cu ai = 2 + rih

2, i = 1, N − 1 iar b = −1.

V =

⎛⎜⎜⎜⎝
v1
v2
...

vN−1

⎞⎟⎟⎟⎠ , F =

⎛⎜⎜⎜⎝
f1

f2
...

fN−1

⎞⎟⎟⎟⎠ , A ∈ R
(N−1)×(N−1),

V ∈ R
N−1, F ∈ RN−1.

Dacă ı̂n (9.2.6) ţinem seama de notaţia

v′′(x) =
v(x+ h) − 2v(x) + v(x− h)

h2

şi că

v′′(x) − u′′(x) = u(4)(x+ θh)
h2

12
,

rezultă că reprezentarea erorii produsă de metoda de integrare cu diferenţe
finite a problemei (9.2.1) poate fi caracterizată ı̂n următoarea teoremă.

Teorema 9.2.1. Folosind schema cu diferenţe centrate de ordinul doi din
(9.2.4), ı̂n rezolvarea problemei Sturm-Liouville (9.2.1), eroarea de aproxi-
mare este dată ı̂n sistemul

(9.2.8)
1
h2
AE =

−h2

12
R,
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unde A este matricea dată de (9.2.7), vectorul coloană E =

⎛⎜⎜⎜⎝
e1
e2
...

eN−1

⎞⎟⎟⎟⎠ este

eroarea ei = vi − ui, i = 1, N − 1, iar vectorul coloană R este

R =

⎛⎜⎝ u(4)(x1 + θ1h)
...

u(4)(xN−1 + θN−1h)

⎞⎟⎠.

Demonstraţie. Relaţia (9.2.8) rezultă din
1
h2
AU = F +

h2

12
R şi (9.2.6),

unde U =

⎛⎜⎜⎜⎝
u1

u2
...

uN−1

⎞⎟⎟⎟⎠, cu u(xk) = uk, k = 1, N − 1.

Evaluarea erorii soluţiei aproximative obţinute cu metoda diferenţelor
finite pentru problema (9.2.1) este prezentată ı̂n următoarea teoremă.

Teorema 9.2.2. Soluţia aproximativă, folosind metoda diferenţelor, a pro-
blemei (9.2.1) u ∈ C4[a, b], verifică inegalitatea

max
r≤k≤N

|vk − u(xk)| ≤ (b− a)
96

h2‖u(4)‖∞.

Demonstraţie. A se vedea [122] pag. 254.

Definiţia 9.2.1. Spunem că metoda cu diferenţe finite este convergentă,
dacă

max
r<k≤N−1

|vk − u(xk)| → 0 când h→ 0.

Din Teorema 9.2.2 rezultă că metoda cu diferenţe pentru problema
(9.2.7) este convergentă.

9.3 Metode cu diferenţe pentru rezolvarea numerică
a ecuaţiilor cu derivate parţiale

Metodele cu diferenţe folosite ı̂n aproximarea soluţiilor ecuaţiilor cu
derivate parţiale sunt cele mai vechi şi cele mai simple. Acestea constau
ı̂n considerarea unei reţele rectangulare, din domeniul de definiţie a soluţiei,
ı̂n intersecţiile cărora se aproximează ecuaţia cu derivate parţiale şi condiţiile
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limită, folosind formulele de derivare numerică. Neglijându-se resturile din
formulele de derivare numerică, se obţine un sistem de ecuaţii liniare sau
neliniare, după cum ecuaţia cu derivate parţiale este liniară sau neliniară.
Soluţia acestui sistem de ecuaţii, numit sistem aproximant, este aproxi-
marea numerică a problemei cu valori la limită ı̂n punctele reţelei.

Un studiu complet al rezolvării numerice a ecuaţiilor cu derivate parţiale
ar necesita parcurgerea următoarelor etape:

a) existenţa şi unicitatea soluţiei sistemului aproximant;
b) estimarea erorii soluţiei aproximative, adică diferenţa dintre valoarea

soluţiei exactă ı̂n punctele reţelei şi valoarea aproximativă;
c) convergenţa metodei, adică convergenţa la zero a erorii ı̂ntr-un punct,

atunci când distanţa maximă dintre punctele reţelei tinde la zero.
De asemenea, ı̂n ideea implementării acestor metode pe calculator, este

important de analizat stabilitatea numerică a schemei, adică propagarea ero-
rilor de calcul şi influenţa lor asupra rezultatului.

Metoda cu diferenţe are avantajul că este mai simplu de aplicat, com-
parativ cu metodele Ritz-Galerkin, sau cu metodele de tip element finit, dar
are dezavantajul că este aplicabilă doar ı̂n cazul unor soluţii cu un mare
grad de regularitate, minim de clasă C4, iar condiţiile la limită şi ecuaţia
sunt aproximate distinct, ceea ce duce la estimări diferite ale erorilor din
interiorul domeniului faţă de cele situate ı̂n vecinătatea frontierei.

Vom studia aproximarea soluţiilor diferenţiale de ordinul doi liniare,
unde necunoscuta este o funcţie de două variabile de forma u = u(x, y).

Ecuaţiile cu derivate parţiale de ordinul doi prezintă un interes deosebit
ı̂n diverse domenii cum ar fi: propagarea undelor, transmiterea căldurii,
mecanica construcţiilor, vibraţii etc.

Fie o ecuaţie cu derivate parţiale de ordinul doi ı̂n care funcţia necunos-
cută depinde de două variabile independente x şi y de forma:

A(x, y)
∂2u

∂x2
+B(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ C(x, y)

∂2u

∂y2
+ F

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
= 0.

Se observă că această ecuaţie este liniară ı̂n termenii de ordinul doi, dar
ultimul termen poate fi liniar sau neliniar. Dacă ultimul termen F este

liniar ı̂n raport cu u,
∂u

∂x
şi
∂u

∂y
, ecuaţia de mai sus se numeşte liniară, ı̂n

caz contrar se numeşte cvasiliniară.
Vom folosi (9.2.4) pentru aproximarea derivatelor de ordinul doi şi sim-

ilar se poate deduce aproximarea derivatei de ordinul ı̂ntâi:

(9.3.1) u′(x) =
u(x+ h) − u(x− h)

2h
− h2

3
u′′′(x+ θh), θ ∈ ]− 1, 1[
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sau variantele

(9.3.2) u′(x) =
u(x+ h) − u(x)

h
− h

2
u′′(x+ θ1h), θ1 ∈ ]0, 1[,

(9.3.3) u′(x) =
u(x) − u(x− h)

h
+
h

2
u′′(x+ θ2h), θ2 ∈ ]− 1, 0[.

Pentru a putea preciza ordinul de mărime a restului ı̂n formulele de
derivare numerică, vom folosi simbolurile lui Landau O şi o. Dacă f şi g
sunt două funcţii de variabilă reală t, vom spune că f(t) = O(g(t)), dacă

lim
t→0

f(t)
g(t)

= c > 0 şi analog f(t) = o(g(t)) dacă lim
t→0

f(t)
g(t)

= 0.

Astfel se poate deduce că resturile din formulele (9.2.4) şi (9.3.1) sunt de
ordin O(h2), iar cele din formula (9.3.2) şi (9.3.3) sunt de ordin O(h).

Ecuaţiile cu derivate parţiale de ordinul doi prezentate mai sus, se clasifică
ı̂n trei tipuri: eliptic, parabolic sau hiperbolic, ı̂n domeniul ei de definiţie,
după cum semnul expresieiB2−4AC este negativ, nul sau pozitiv. Coeficienţii
A,B şi C fiind ı̂n general funcţii de x şi y, ecuaţiile cu derivate parţiale pot
fi de tipuri diferite ı̂n diverse regiuni ale domeniului lor de definiţie.

9.3.1 Metode cu diferenţe pentru rezolvarea numerică a
ecuaţiilor cu derivate parţiale de tip eliptic

Considerăm o problemă cu condiţii la limită de tip Dirichlet pentru o
ecuaţie cu derivate parţiale de tip eliptic, de ordinul doi, liniară, ı̂n două
variabile.

Fie deci, un domeniu mărginit Ω ⊂ R2 a cărui frontieră Γ este o curbă
ı̂nchisă continuă şi fie ecuaţia

(9.3.4) L(u) ≡ A
∂2u

∂x2
+B

∂2u

∂y2
+ C

∂u

∂x
+D

∂u

∂y
+ Eu = f

cu condiţia la limită pe frontiera Γ

(9.3.5) u
∣∣
r

= g

Presupunem că funcţiile date A,B,C,D,E, f şi g sunt continue şi

(9.3.6) A > 0, B > 0, E ≤ 0.

În ipotezele de mai sus rezultă că (9.3.4) este de tip eliptic.
În ipoteza că ecuaţia (9.3.4) cu condiţia (9.3.5) are o soluţie u ∈ C4(Ω),

putem folosi aproximaţiile (9.2.4) şi (9.3.1) pentru a obţine un sistem de
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ecuaţii a cărui soluţie să reprezinte aproximaţii pentru problema (9.3.4)-
(9.3.5). Astfel vom considera o reţea de drepte paralele cu axele de coordo-
nate

xi = x0 + ih, i = 0,±1,±2, . . .
yk = y0 + kl, k = 0,±1,±2, . . .

ale căror puncte de intersecţie N(xi, yk) ∈ Ω. Punctele de intersecţie se
numesc nodurile reţelei (x0, y0) ∈ Ω, N(xi, yk) ≡ Nik.

Notăm cu Ω∗ mulţimea nodurilor interioare, care au toţi vecinii ı̂n Ω
şi cu Γ∗ mulţimea nodurilor de frontieră care au cel puţin un nod vecin
ı̂n afara lui Ω.

Se presupune că reţeaua este suficient de fină, adică h şi l sunt numere
nenegative apropiate de zero, astfel că pentru oricare două noduri din Ω∗ şi
Γ∗ să existe un drum ı̂n reţea format din noduri vecine succesive.

Dacă notăm cu α =
l

h
şi cu uik = u(xi, yk) valoarea lui u pe un nod

interior Nik, ecuaţia (9.3.4) devine:

(9.3.7) L(uik) ≡ L∗(uik) − rik = fik, ∀Nik ∈ Ω∗,

unde L∗ este operatorul care aproximează operatorul L şi are forma

L∗(uik) ≡ Aik
ui+1,k − 2uik + ui−1,k

h2
+(9.3.8)

+Bik
ui,k+1 − 2uik + ui,k−1

l2
+ Cik

ui+1,k − ui−1,k

2h
+

+Dik
ui,k+1 − ui,k−1

2l
+ Eikuik.

Restul aproximării rik este dat de

rik =
h2

12

[
Aik

∂4u

∂x4
(xi + θih, yk)+

+ α2Bik
∂4u

∂y4
(xi, yk + τkl) + 2Cik

∂3u

∂x3
(xi + θ̃ih, yk)+

+ 2α2Dik
∂3u

∂y3
(xi, yk + τ̃kl)

]
.

Se observă uşor că operatorul L∗ poate fi exprimat ı̂n patru noduri vecine
interioare Nik, astfel:

(9.3.9) L∗(uik) ≡ aikui+1,k + bikui−1,k + cikui,k+1 + dikui,k−1 − eikuik,
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unde

aik =
Aik

h2
+
Cik

2h
, bik =

Aik

h2
− Cik

2h
,(9.3.10)

cik =
Bik

l2
+
Dik

2l
, dik =

Bik

l2
− Dik

2l
,

eik =
2Aik

h2
+

2Bik

l2
− Eik.

Estimarea restului are forma:

|rik| ≤ h2

12
max

D

{
(A+ α2B)M1+(9.3.11)

+ 2
(|C| + α2|D|)M2

}
=
h2

12
C1,

unde

M1 = max
{

sup
Ω

∣∣∣∂4u

∂x4

∣∣, sup
Ω

∣∣∣∂4u

∂y4

∣∣∣}
M2 = max

{
sup
Ω

∣∣∣∂3u

∂x3

∣∣∣, sup
Ω

∣∣∣∂3u

∂y3

∣∣∣} .
Din (9.3.11) rezultă că restul este de ordin O(h2).

Pentru a aproxima condiţia la limită (9.3.5), considerăm nodul Nik ∈ Γ∗

şi presupunem că nodul Ni−1,k este exterior domeniului.
Fie N ik punctul de pe frontieră aflat pe orizontala ce uneşte nodurile

Ni−1,k şi Nik la o distanţă βik < h de nodul Nik. Aproximarea condiţiei la
limită (9.3.5), folosind formula creşterilor finite, are forma:

(9.3.12) uik = g(N ik) + r̃ik, Nik ∈ Γ∗

unde restul r̃ik = βik

∂u

∂x
(xi + θih, yk).

Se arată imediat că

(9.3.13) |rik| ≤ C2h,

unde C2 = M3 max{1, α}, M3 = max
{

sup
Ω

∣∣∣∂u
∂x

∣∣∣, sup
Ω

∣∣∣∂u
∂y

∣∣∣}.

Relaţia (9.3.13) ne arată că am obţinut o aproximaţie de ordinul O(h).
Dacă neglijăm resturile ı̂n formulele de aproximare a ecuaţiei şi a condiţiei

la limită, se obţin aproximări ale valorilor soluţiei uik pe care le vom nota
cu vik şi care satisfac sistemul de ecuaţii:

(9.3.14) L∗(vik) = fik, ∀Nik ∈ Ω∗
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(9.3.15) vik = g(N ik), Nik ∈ Γ∗.

Sistemul (9.3.14) - (9.3.15) are numărul de ecuaţii şi cel al necunoscutelor
egal cu N = card (Ω∗ ∪ Γ∗).

Existenţa şi unicitatea soluţiei sistemului (9.3.14) - (9.3.15) rezultă
din principiile maximului (minimului) pentru operatori eliptici. Pentru de-
talii se poate vedea [4] şi [41].

Pentru estimarea erorii se notează eik = uik −vik ı̂n fiecare nod Nik ∈
Ω∗∪Γ∗, şi scăzând din ecuaţiile (9.3.7), (9.3.12), respectiv ecuaţiile (9.3.14),
(9.3.15), se obţin pentru eik sistemele de ecuaţii:

(9.3.16) L∗(eik) = rik, ∀Nik ∈ Ω∗

(9.3.17) eik = rik, ∀Nik ∈ Γ∗.

9.3.2 Metode cu diferenţe pentru rezolvarea numerică
a ecuaţiilor cu derivate parţiale de tip hiperbolic

Ecuaţiile cu derivate parţiale de tip hiperbolic şi parabolic se mai numesc
şi ecuaţii de evoluţie, deoarece ele conţin pe lângă variabilele spaţiale şi
variabila independentă timpul.

Cele mai simple modele de ecuaţii hiperbolice sunt ecuaţiile propagării
undelor, iar pentru ecuaţiile parabolice sunt ecuaţiile propagării căldurii.

Problema rezolvării numerice a ecuaţiilor de evoluţie cu metoda diferenţelor
se tratează analog ca ı̂n cazul problemelor eliptice, dar aici se face distinţie
ı̂ntre discretizarea temporală şi cea spaţială, iar schemele cu diferenţe pot fi
explicite sau implicite, ı̂n funcţie de nivelele de timp.

De asemenea, ca o particularitate ı̂n aproximarea ecuaţiilor de evoluţie,
este importantă propagarea erorilor de rotunjire de la un nivel de timp la
altul, ceea ce poate afecta rezultatul, ı̂n cazul unui număr mare de intervale
de timp.

Vom ilustra metoda diferenţelor pentru problemele cu condiţii la limită
privind ecuaţiile de tip parabolic sau hiperbolic liniare, cu o variabilă spaţială
şi una temporală.

Considerăm ecuaţia hiperbolică de forma:

Lu ≡ A(x, t)
∂u

∂x2
−B(x, t)

∂2u

∂t2
+ C(x, t)

∂u

∂x
+(9.3.18)

+D(x, t)
∂u

∂t
+G(x, t)u = f(x, t)
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unde funcţia necunoscută u = u(x, t), x ∈ R şi t ≥ 0 şi

(9.3.19) A(x, t) ≥ 0, B(x, t) ≥ 0, ∀x ∈ R, ∀ t ≥ 0.

Problemele cu condiţii la limită sau cu condiţii iniţiale relative la ecuaţia
(9.3.18) pot fi:

a) problema Cauchy care are forma

(9.3.20)

Lu = f, x ∈ R, t ≥ 0
u(x, 0) = ϕ(x)
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x)

b) problemele mixte

(9.3.22a)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Lu = f, x ∈ [a, b], t ≥ 0

u(x, 0) = ϕ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x), a ≤ x ≤ b,

u(a, t) = φ1(t), u(b, t) = φ2(t), t ≥ 0

sau

(9.3.22b)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Lu = f

u(x, 0) = ϕ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x), a ≤ x ≤ b

∂u

∂t
(a, t) + β1(t)u(a, t) = g1(t)

∂u

∂t
(b, t) + β2(t)u(b, t) = g2(t), t ≥ 0

cu f, ϕ, ψ, φ1, φ2, β1, β2, g1, g2 funcţii cunoscute.

9.3.2.1 Scheme cu diferenţe pentru problema Cauchy

Considerăm reţeaua de drepte paralele cu axa OX

xi = ih, i = 0,±1,±2, . . . , h > 0

şi cu axa timpului
tj = jτ, j = 0, 1, 2, . . . , τ > 0.

Folosind formulele de derivare numerică din paragraful 9.3.1 şi presupunând
că problema (9.3.20) are o soluţie u ∈ C(4)(R × R+):

uij = u(xi, tj), Aij = A(xi, tj), Bij = B(xi, tj), Cij = C(xi, tj),
Dij = D(xi, tj), Gij = G(xi, tj),
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obţinem pentru j ≥ 1 următoarea relaţie:

Luij ≡ Aij
ui+1,j − 2uij + ui−1,j

h2
−Bij

ui,j+1 − 2uij + ui,j−1

τ2
+(9.3.23)

+ Cij
ui+1,j − ui−1,j

2h
+Dij

ui,j+1 − ui,j−1

2τ
+

+Gijuij − rij = fij ,

unde restul rij verifică

(9.3.24) |rij | ≤ h2

12
{
(Aij + α2Bij)M3 + 2

(|Cij | + α2|Dij |
)
M4

}
.

În (9.3.24) am notat α =
τ

h
şi

M3 = max
Ω

{
sup
Ω

∣∣∣∂4u

∂x4

∣∣∣, sup
Ω

∣∣∣∂4u

∂t4

∣∣∣}
M4 = max

Ω

{
sup
Ω

∣∣∣∂3u

∂x3

∣∣∣, sup
Ω

∣∣∣∂3u

∂t3

∣∣∣} .
Ecuaţia discretizată la fiecare pas de timp tj cu j ≥ 1 are forma:

(9.3.25) L∗uij = fij + rij

unde operatorul L∗u are expresia

(9.3.26) L∗uij = aijui,j+1 + bijui,j−1 + cijui+1,j + dijui−1,j + eijuij ,

cu notaţiile

aij = −Bij

τ2
+
Dij

2τ
, bij = −Bij

τ2
− Dij

2τ
, cij =

Aij

h2
+
Cij

2h
,(9.3.27)

dij =
Aij

h2
− Cij

2h
, eij = −2Aij

h2
+

2Bij

τ2
+Gij .

Pentru aproximarea condiţiilor iniţiale din problema Cauchy avem:

(9.3.28) ui0 = ϕi

unde ϕi = ϕ(xi) şi
∂u

∂t
(xi,0) =

ui1 − ui0

τ
− ri0,

unde restul ri0 verifică relaţia

(9.3.29) max
Ω

{
sup

∂2u

∂x2
, sup

∂2u

∂t2

}
.
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Astfel că vom obţine:

(9.3.30)
{
ui0 = ϕi

ui1 = ϕi + τψi + τri0.

O aproximare mai bună a condiţiilor iniţiale se obţine dacă considerăm
un pas de timp fictiv, t−1 = −τ , obţinându-se

∂u

∂t
(x, 0) =

ui,1 − ui,−1

2τ
− r̃i0,

unde restul ri0 verifică relaţia |ri0| ≤
τ2

τ
max

Ω

{∣∣∣∣∂3u

∂x3

∣∣∣∣, sup
Ω

∣∣∣∣∂3u

∂t3

∣∣∣∣}.

Neglijând resturile, aproximările vij ale soluţiei ı̂n nodurile interioare ale
reţelei, vor satisface sistemul aproximant:

(9.3.31) aijvi,j+1 + bijvi,j−1 + cijvi+1,j + dijvi−1,j + eijvij = fi,

pentru j ≥ 1.
Din condiţiile (9.3.19) şi presupunând că pasul ı̂n timp τ este suficient

de mic, se observă că:

aij =
−2Bij + τDij

2τ2
< 0,

fapt care permite explicitarea aproximării vi,j+1 de la nivelul de timp tj+1,
ı̂n funcţie de valorile aproximărilor anterioare de la nivelele tj−1 şi tj .

Cu această observaţie, soluţia sistemului aproximant (9.3.31) se obţine
sub forma diferenţelor explicite:

(9.3.32) vi,j+1 =
fij

aij
− bij
aij

vi,j−1 − cij
aij

vi+1,j − dij

aij
vi−1,j − eij

aij
vij ,

ı̂mpreună cu condiţiile iniţiale

(9.3.33)
vi0 = ϕi

vi1 = ϕi + τψi.

În procesul de evaluare a erorii, vom nota erorile eij = uij − vij şi
scăzând relaţiile (9.3.25) şi (9.3.31) se obţin formulele explicite de recurenţă
pentru erori:

ei,j+1 =
rij
aij

− bij
aij

ei,j−1 − cij
aij

ei+1,j − dij

aij
ei−1,j−(9.3.34)

− eij
aij

eij , (j ≥ 1)
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şi
ei0 = 0
ei1 = τri0.

Folosind estimările resturilor se pot găsi estimări pentru erorile eij . În
cazul ecuaţiei undelor unidimensionale cu τ = h, erorile eij sunt de ordinul
O(h2).

9.3.2.2 Scheme cu diferenţe pentru problema mixtă

Pentru rezolvarea numerică cu schema diferenţelor finite a problemei
mixte (9.3.22b), procedăm ca ı̂n cazul problemei Cauchy. Discretizăm vari-
abila spaţială pe intervalul [a, b]:

xi = a+ ih, 0 ≤ i ≤ N, h =
b− a

N

şi se obţine soluţia sistemului aproximant cu diferenţe explicite:

vi,j+1 =
fij

aij
− bij
aij

vi,j−1 − cij
aij

vi+1,j−(9.3.35)

− dij

aij
vi−1,j − eij

aij
vij , (1 ≤ i ≤ N − 1, j ≥ 1)

v0j = φ1j , vNj = φ2j , (1 ≤ j)
vi0 = ϕi, vi1 = ϕi + τψi, (0 ≤ i ≤ N).

Pentru estimarea erorii se procedează ca ı̂n cazul problemei Cauchy prin
formule de recurenţă explicite.

9.3.3 Metode cu diferenţe pentru rezolvarea numerică
a ecuaţiilor cu derivate parţiale de tip parabolic

Vom analiza ecuaţia parabolică

Lu ≡ ∂u

∂t
−A(x, t)

∂2u

∂x2
+B(x, t)

∂u

∂x
+ C(x, t)u =(9.3.36)

= f(x, t), x ∈ R, t ≥ 0,

cu necunoscuta u = u(x, t) depinzând de o variabilă spaţială x şi de una
temporală t ≥ 0 şi considerăm că este ı̂ndeplinită condiţia

(9.3.37) A(x, t) > 0, ∀x ∈ R, t ≥ 0.
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Problema cu valori iniţiale, adică problema Cauchy pe axa reală este de
forma:

(9.3.38) Lu = f, u(x, 0) = g(x).

Pentru rezolvarea numerică cu metoda diferenţelor a problemei (9.3.38), vom
discretiza variabilele x şi t ca ı̂n cazul problemelor hiperbolice şi vom avea
următoarele formule de derivare numerică ı̂n raport cu x:

∂u

∂x
(xi, tk) =

ui+1,k − ui−1,k

2h
− h2

6
∂3u

∂x3
(ξi, tk)

∂2u

∂x2
(xi, tk) =

ui+1,k − 2uik + ui−1,k

h2
− h2

12
∂4u

∂x4
(ξi, tk).

Pentru derivata ı̂n raport cu timpul se pot folosi trei variante de apro-
ximare a derivatei:

(9.3.39)
∂u

∂t
(xi, tk) =

ui,k+1 − ui,k

τ
− τ

2
∂2u

∂t2
(xi, τk)

(9.3.40)
∂u

∂t
(xi, tk) =

ui,k − ui,k−1

τ
+
τ

2
∂2u

∂t2
(xi, τk)

(9.3.41)
∂u

∂t
(xi, tk) =

ui,k+1 − ui,k−1

2τ
− τ2

2
∂3u

∂t3
(xi, τ̃k),

rezultând trei variante de aproximare a operatorului L:

L∗
1(uik) =

ui,k+1 − ui,k

τ
−Aik

ui+1,k − 2uik + ui−1,k

h2
+(9.3.42)

+Bik
ui+1,k − ui−1,k

2h
+ Cikuik

L∗
2(uik) =

ui,k − ui,k−1

τ
−Aik

ui+1,k − 2uik + ui−1,k

h2
+(9.3.43)

+Bik
ui+1,k − ui−1,k

2h
+ Cikuik

L∗
3(uik) =

ui,k+1 − ui,k−1

2τ
−Aik

ui+1,k − 2uik + ui−1,k

h2
+(9.3.44)

+Bik
ui+1,k − ui−1,k

2h
+ Cikuik.
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Din neglijarea restului, se obţin trei variante de sisteme aproximante:

(9.3.45) L∗
j (vik) = f j

ik, j = 1, 2, 3,

la care se adaugă valorile iniţiale

(9.3.46) vi0 = gi.

Datorită erorii de trunchere diferită ı̂n cele trei cazuri, erorile de aproximare
a soluţiei sunt de ordinul O(h2+τ) pentru primele două variante şi de ordinul
O(h2 + τ2) pentru varianta a treia.

Prima şi a treia schemă (j = 1 şi j = 3 ı̂n (9.3.45) sunt scheme explicite,
iar varianta a doua este o schemă implicită, j = 2 ı̂n (9.3.45).

O problemă mixtă, cu valori la limită şi iniţiale, pentru o ecuaţie cu
derivate parţiale de tip parabolic, are forma

(9.3.47)

Lu = f x ∈ [a, b]
u(x, 0) = g(x)

β1(t)
∂u

∂x
(a, t) + γ1(t)u(a, t) = ϕ1(x)

β2(t)
∂u

∂x
(b, t) + γ2(t)

∂u

∂x
(a, t) = ϕ2(x)

unde funcţiile f, g, ϕ1, ϕ2, β1, β2, γ1 şi γ2 sunt cunoscute. Aproximările cu
diferenţe finite se fac similar ca ı̂n cazurile anterioare.

Aşa cum am precizat la ı̂nceputul paragrafului 9.3.2, schemele cu diferenţe
pentru ecuaţiile de evoluţie pot fi stabile sau instabile. Pentru ca paşii h şi
τ să fie mici, numărul de noduri ı̂n care se aproximează soluţia trebuie să fie
mare, volumul de calcul va fi mare şi poate fi afectat de erori de calcul.

Există scheme cu diferenţe, pentru care o eroare de calcul făcută la un
anumit nivel de timp să fie amplificată cu ı̂naintarea ı̂n timp şi scheme cu
diferenţe pentru care aceste erori să se micşoreze ı̂n timp.

Pentru un studiu sistematic e nevoie de a da definiţia de stabilitate (vezi
[124]).

Definiţia 9.3.1. Spunem că o schemă cu diferenţe este stabilă, dacă eroarea
cumulată este mărginită, adică dacă ∀ ε > 0 ,∃ δ = δ(ε), independent de
paşii h şi τ , astfel ı̂ncât, dacă notăm cu eik erorile de calcul ı̂n nodul inte-

rior (xi, tk) şi
N−1∑
i=0

e 2
i0 < δ, să avem

N−1∑
i=1

e 2
ik < ε, ∀ k ≥ 1. Dacă cantitatea

N−1∑
i=1

e 2
ik devine oricât de mare, spunem că schema este instabilă.
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O exemplificare simplă a acestui fenomen este aplicarea schemei cu
diferenţe, corespunzătoare unei ecuaţii parabolice omogene, neţinând cont
de condiţiile la limită.

Fie ecuaţia

(9.3.48)
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0

căreia ı̂i aplicăm cele 3 scheme (9.3.45) pentru j = 1, 2 şi 3. Notăm cu
α = τ/h2 şi obţinem sistemele aproximante:

(9.3.49)

vi,k+1 = (1 − 2α)vik + α (vi+1,k + vi−1,k)

(1 + 2α)vik − α (vi+1,k + vi−1,k) = vi,k−1

vi,k+1 = 2α (vi+1,k − 2vik + vi−1,k) + vi,k−1.

Dacă ı̂n prima schemă din (9.3.49) luăm α = 1/2, rezultă vi,k+1 =
(vi+1,k + vi−1,k) /2. Analizând ı̂n acest caz erorile eik = uik − vik, se poate
observa că erorile scad de la un nivel de timp la altul, şi tendinţa de micşorare
a erorii către zero pentru t→ ∞.

Dacă analizăm a treia schemă din (9.3.49) cu α = 1/2, care devine
vi,k+1 = vi+1,k − 2vik + vi−1,k + vi,k−1, se va observa o creştere rapidă a
erorii.

Se poate concluziona (vezi [4] şi [124]) că:
a) prima schemă cu diferenţe din (9.3.49) este stabilă pentru α ≤ 1/2

şi instabilă pentru α > 1/2, adică condiţionat şi stabilă;
b) a doua schemă cu diferenţe din (9.3.49) este necondiţionat stabilă;
c) a treia schemă cu diferenţe din (9.3.49) este instabilă pentru orice

valoare α.
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şi [124].



310 Integrarea ecuaţiilor diferenţiale şi cu derivate parţiale
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(Série des sciences mathématiques, astronomiques et physiques) vol. IX
(4), 261-266, (1961).

[3] Altman, M., Iterative Methos of Higher Order, Bull. de l’Acad. Polon-
aise de Sciences (Série des sciences mathématiques, astronomiques et
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26, Nr. 1-2, 103—108, (1997).

[80] Marinescu, G., Analiza Numerică, Ed. Academiei R.S.R., Bucureşti,
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[86] Necepurenko, I.M., O metode Ceb̂ışeva dlia functionaln̂ıh uravnenii, Us-
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[100] Păvăloiu, I., Bilateral Approximations for the Solutions of Scalar
Equations, Rev. Anal. Numer. Theor. Approx., Tome 23, nr.1, 95-100,
(1994).
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[113] Păvăloiu, I., Optimal Efficiency Indexes for Iterative Methods of
Interpolatory-type, Computer Science Journal of Moldova, vol.5, No.
1(13), 20-43, (1997).
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parţiale, Editura Cub Press.22, Baia-Mare, 1998.
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[128] Popoviciu, T., Sur la délimitation de l’erreur dans l’approximation des
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[141] Stancu, D.D., Coman, Gh., Agratini, O., Tr̂ımbiţaş, R., Analiza nu-
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